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第 9 周讲稿 

应用举例： 唯一性定理和连续性定理的应用 

例 1 对于依赖于参数的随机变量族 )(~  PX , 证明：其标准化随机变量 
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即: 当  时, 其极限是 )1,0(N 的特征函数. 故由唯一性定理和连续性定理可知 
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其中 )(x 是标准正态随机变量的分布函数. 

例 2 设 nXXX ,,, 21  相互独立，且 niNX iii ,,2,1),(~ 2  ，则 
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3. 随机向量的特征函数 

（A）定义 设 X=
T

mXXX ),,,( 21  是一个 m 维随机向量， =
T

m ),,,( 21   表示
m

R 中

的实向量，则m 元函数 

 ( )= ),,,( 21 m  =
XTiEe 

 

称为 X 的特征函数，或称为 mXXX ,,, 21  的联合特征函数（对应与分析中的多元 Fourier
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变换） 

（B）性质（类似一维情形） 

需要重点指出的是如下几点： 
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21
mk

m

kk
XXXE  , 则 

)0,,0()()(
1

21
1

1

121 





 
m

kk

kk
kkk

m

kk

xx
iXXXE

m

m

mm









 

（2）(线性变换的特征函数公式)  设 B 是一个 ml  矩阵, b 为 l 维列向量，
T

l ),,( 1  

为 l 维列向量，那么 bBX 的特征函数（ l 维）为 bBX )( ie )(  T

X

b
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（3）（独立性判断定理）设 ),,,( 21 m  为 m 维随机向量
T

mXXX ),,,( 21  的特征函

数， )( iX i
 为 iX 的特征函数， mi ,,2,1  . 那么 mXXX ,,, 21  相互独立的充要条件为

对一切 m ,,, 21  ，有 ),,,( 21 m  = )( 11
 X )( 22

 X )( mX m
  

注：推广到随机向量的独立性判断：设 ),,,( 21 mX   为 m 维随机向量

T

mXXX ),,,( 21  的特征函数， ),,,( 21 nmmmY    为n 维随机向量
T

nYYY ),,,( 21  的

特征函数， ),,,( 21 nm  为 mn  维随机向量
T

nm YYYXXX ),,,,,,( 2121  的特征函

数. 那么随机向量 ),,,( 21 mXXX  与随机向量 ),,,( 21 nYYY  相互独立的充要条件为对一

切 nm ,,, 21  ，有 ),,,( 21 nm  = ),,( 1 mX   ),,( 1 nmmY     

§ 2  多维 Gauss 分布, 多维正态分布及其特征函数 

1. 多维 Gauss 分布的定义 

定义  设 n 个相互独立的随机变量 nZZZ ,,, 21  均服从标准正态分布，如果存在常数

)1,1( njmiaij  与 )1( mii  使得 
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mnmnmm ZaZaX  11  

即                 X=AZ+ （这里 A=  
nmija


） 

称由 mXXX ,,, 21  构成的m维随机向量X=
T

mXXX ),,,( 21  服从m维 ( 或m 元) Gauss 

分布。 特别地, 当矩阵 A 的秩为 m 时 (即 nm  ，且 A 为满秩的情形), 称 m 维随机向量

X=
T

mXXX ),,,( 21  服从 m 维 (或m 元) 联合正态分布, 简称m 维正态分布. 

注：（1）m 维 Gauss 分布的一维边缘分布为一维 Gauss 分布（或为一维正态，或为常数）. 

（2）设 X=
T

mXXX ),,,( 21  为 Gauss 随机向量，则有 

期望向量 EX=  T

m

T

mEXEXEX ),,(),,,( 121    ； 
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即   
jiji XXCov
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记此 m 维 Gauss 分布为 X ~ N( , )（对应于一维正态）。 

（3） Gauss 分布 X ~ N( , )是正态分布的充要条件是矩阵的行列式非 0, 即不退化（即

  正定时）. 

 

2.  m 维 Gauss 随机变量 X ~ N( , )的特征函数  

定理  m 维 Gauss 分布 N( , ) 的（m 维）特征函数为 

 ( )
TTi 

2

1
exp{  ) . 

反之也成立. 

定义 (多维 Gauss 分布的等价定义)  m 维随机向量 X=
T

mXXX ),,,( 21 称为服从 Gauss

分布，如果它的特征函数有如下形式 

 ( )= ),,,( 21 m  = )}exp{  TTi
2

1
    (5.10) 

其中 为 m 维列向量，为 mm 的非负定矩阵. 特别, 当是正定矩阵时，称它服从 m

维正态分布。 

推论  多维 Gauss 随机向量经过线性变换仍然是 Gauss 随机向量, 即若 X~ ),( N , B 为
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mn 矩阵, b 为n 维列向量, 那么 

BX+b (~ N BBbB , )T
             

3.  m 维 Gauss 随机变量 X ~ N( , )的性质 

定理 1（分量独立问题）   设 X=
T

mXXX ),,,( 21 为 m 维 Gauss 随机向量，则

mXXX ,,, 21  相互独立的充要条件为 mjiXXCov ji  10),( , 即协方差矩阵是

对角型的. 

定理 1’  若
T

nmXX ),,( 1 服从 Gauss 分布, 则
T

nXX ),,( 1 与
T

mnn XX ),,(  1 相互独

立的充要条件是 

),( njniij  0 ,  

其中 

 ),,1,()( mnlkkl    

是
T

nmXX ),,( 1 的协方差矩阵. 而以上条件的含义是说, 协方差矩阵是准对角型的. 

推论：设 X ~ N( , )， 则 AX 与 BX 独立当且仅当 A B
T

=0.（A 为 mpm  )( ，B 为

mp ）（思考） 

定理 2  m 维随机向量 X=
T

mXXX ),,,( 21 为 Gauss 的，当且仅当对于任意一个 m 维向

量 a=
T

maaa ),,,( 21 ， Xa
T

为一维 Gauss 随机变量. 

证明  必要性显然. 充分性的证明如下: 如果对任意的常数向量 a, 线性组合 Y a X
T

都服

从一维正态分布. 那么我们有 

EY =a
T  , DY=a

T  a. 

由假定 Y 是 Gauss 的, 因此其特征函数为 

YiEe 
=exp{i a

T  2

2

1
 a

T  a}. 

令 =1 即得 

iE exp{ a X
T

}=exp{ia
T 

2

1
 a

T  a }. 

这就是 m 维 Gauss 分布 N( ,  )的特征函数. 

注：多维 Gauss 随机向量的研究可以转化为对一维 Gauss 随机变量的研究。 

定义 (多维 Gauss 分布的第 2 个等价定义)  m 维随机向量 X=
T

mXXX ),,,( 21 称为

Gauss 的，如果对于任意一个 m 维向量 a=
T

maaa ),,,( 21 ，一维随机变量 Xa
T

要么是正
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态的, 要么是常数. 

 

定理 3 (多维正态分布的等价定义)  正态分布具有分布密度. 即若 X ~ N( , ), 其行列式

 >0，则对任意 x= ),,,( 21 mxxx  , X 的联合概率密度函数为  

      f(x)= f ),,,( 21 mxxx  = 2)
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称为 m 维正态密度.  

证明  由于非退化, 即它是正定的, 由线性代数知道必存在一个对称的可逆矩阵 , 

使  = 
T . 作变量替换 
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而随机向量 X 的线性变换 Y=
1 (X - ),  则 

Y~ ,(0N ,0()11 NT   ）（ I), 

即它的分量是相互独立的标准正态随机变量, 故它有分布密度 
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所以 X 有分布密度 (直观地: f )( yY dxxfdy )( , 即 ||))(()(
x
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xyfxf Y
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注：对照二维情形。 

 

§ 3  Brown 运动以及它的分布 

1. Einstein 的模型 

作随机运动的粒子在时间[0,t]上的位移为 }0:{ tsBs  （初始位置 00 B ） 

假设：（1）粒子位移的各分量都相互独立。（ i.e. 各分量为独立增量过程）； 

（2）运动的统计规律对空间是对称的，i.e. 0tEB ； 

（3）增量 hht BB  的分布与 h 无关（i.e. 时齐），且
2)()( hht BBEt   存在，而 

且是 t 的连续函数．（ Dttstst  )()()()(  ） 
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结论： }0:{ tBt 为时齐的独立增量过程，其的一维分布为 N(0,Dt)。 

理由：如记 tB 的特征函数为 )(),(    tBi
Eet ，则 
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2. Brown 的定义 

定义：Brown 运动定义为满足以下条件的一个随机过程 B= }0,{ tBt ： 

（1）B 是独立增量过程，即对任意互不相交的区间 ],(,],,(],,( 2211 nn tststs  ，其 

上的增量 ,
11 st BB  ,,

22
st BB 

nn st BB  都相互独立； 

  （2）对于任意 0,0  ts ，增量 ),0(~ DtNBB sts  （不依赖 s ）； 

(3) 对每一个固定的， )(tB 是 t 的连续函数（此条件不是必需的）． 

特别，当 D=1 时，我们称之为标准 Brown 运动。以下研究的 Brown 运动均为标准 Brown

运动。 

注：（1）Markov 性：已知现在 sB 的条件下，过去 )0( suBu  与将来 stB  是相互独立的； 

  （2）B 的任意有限维分布为 
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（3）Brown 运动是一个 Gauss 过程 

Gauss 过程的定义：一个实值连续时间过程 X 称为 Gauss 过程，如果每一有限维向量

T

ntXtXtX ))(,),(),(( 21  均服从 Gauss 分布 N( (t), R(t))，其中的均值向量 和协方差矩

阵 R 均依赖于 t= ),,,( 21 nttt  。 


