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第 8 周讲稿 

 

§5. 条件分布与条件数学期望 

设（X,Y）为二元连续型随机向量，其联合概率密度函数为 f(x,y)。 

定义 1：对 RA ，若 0)(  AXP ，我们可以定义在已知 AX  的条件下，Y 的条件概

率 
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如果对任意 Ry ，存在非负函数 )(yf
AXY 

，满足 
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则 称 )(yf
AXY 

为 在 给 定 AX  条 件 下 ， Y 的 条 件 概 率 密 度 函 数 。 而 称
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AXY




为在给定 AX  条件下，Y 的条件分布函数。 

给定 AX  条件下，Y 的条件期望定义为 
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 （要求绝对收敛） 

例：设 )1,0(~ NX ，求 )0|( XXE 。 

显然，当 0x 时，有 
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而当 0x 时，我们有 
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从而， 
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 定义 2  对连续型随机向量(X,Y),若 0)( xf X ，称
)(
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X

为在给定 X=x 的条件下，Y
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的条件分布密度，记为 )( xyf
XY

。同理，若 0)( yfY ，则称 
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为在给定 Y=y 的条件下，X 的条件分布密度。此时，给定 Y=y 的条件下，X 的条件期望为 

dxyxfxyYXE
YX
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 （要求绝对收敛） 

例   设二维随机向量（X,Y）的联合概率密度函数为 
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则 X 的边缘概率密度函数为 
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而在 ]1,0[x 时, 则有 0)( xf X . 故当 10  x 时有 
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即 X ～U[0,1]. 且在 X=x（ 10  x ）的条件下，Y ～U[0, x]。从而 
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§ 6 随机变量的函数的分布 

 

Case 1：一维情形 

设 X 为具有概率密度函数 f(x)的连续型随机变量，为计算 X 的函数 Y=g(X)的概率密度

函数，一般地, 我们先考虑 Y=g(X)的分布函数, 即 
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然后，对上式关于 y 求导, 便可得 Y 的密度函数。这里， ],(1 yg 
是指集合 ],( y 关于

g 的原象集。 

 

例 1  设 X ～ )1,0(N ，且
2)( xxg  ，则

2)( XXgY  的分布函数为 
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这里，我们用到了 )(1)( xx  这一事实，再对上式关于 y 求导便可得 Y 的密度函数 
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这是 ),0[  上的分布密度, 也可以写成在实数轴上的分布密度 
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Case 2： 二维情形 

单个函数：设(X,Y)为具有概率密度函数 f(x,y)的连续型随机变量，为计算函数 Z=g(X,Y)

的概率密度函数，一般地, 我们也先考虑 Z=g(X,Y)的分布函数, 即 

      
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然后，对上式关于 z 求导, 便可得 Z 的密度函数。 

 

两个函数：若随机变量 1X 和 2X 的联合概率密度函数 ),( 21 xxf . 那么，随机变量

),( 2111 XXyY  与 ),( 2122 XXyY  的联合概率密度函数又是什么呢？ 

让我们先来回顾一下积分中的变量替换公式，设 ),( 2111 xxyy  ， ),( 2122 xxyy  是

如下的一个双射 (一一映射) ),(),(: 2121 yyxxT  ，其定义域为
2

RD ，值域为
2RR . 

对此我们有如下的引理： 

    引理   设 RR 2:g 且光滑映射 T 将集合 DA 映射到集合 RB  ，则 

        21212122112121 ),()),(),,((),( dydyyyJyyxyyxgdxdxxxg
BA
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其中 ),( 21 yyJ 为 Jacob 行列式 
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从而，我们有 

     定理   若随机变量 1X 和 2X 的联合概率密度函数为 ),( 21 xxf ，那么，有双射

),(),( 2121 XXTYY  (记T 的定义域为 D , 值域为 R ) 给出的随机变量 1Y 和 2Y 的联合概率

密度函数为 

),(|),(|)),(),,((),( 212121221121, 21
yyIyyJyyxyyxfyyf RYY  ,      

其中 )),(),,(( 212211 yyxyyx 是 T 的逆映射, ),( 21 yyI R 是平面集合 R 的示性函数。 
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例： ),( YX 的联合密度 ),( yxf ，求 bYaXZ  的概率密度，这里 0, ba 。 

解法一：（原理法）通过 



zbyax

dxdyyxfzbYaXPzZP ),())()(  

解法二：（变换公式法）做变换 
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注：1)  r.v.的和差积商公式 （不需死记硬背，要注意方法） 

设 ),( YX 的联合密度 ),( yxf ，则 
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特别有：卷积公式：若随机变量 X 与 Y 相互独立，则 

     dyyfyzfdxxzfxfzf YXYXYX )()()()()( 








  . 

我们称 YXf  为 Xf 和 Yf 的卷积，并记为 

YXf  = YX ff  = XY ff  . 

 

2) 最大值与最小值的分布 （注意方法）   

,max
1

i
ni

XM


 i
ni

XN



1
min 的分布的求法 

补充：混合随机变量的简单函数 

例 设随机变量 X 和 Y 独立，其中 X 的概率分布为 

                








7.03.0

21
~X  

而 Y 的概率密度为 f (y)，求随机变量 U= X+Y 的概率密度 g (u) 

【
)2()2|()1()1|(

)()()(





XPXuYXPXPXuYXP

uYXPuUPuFU   

       )2|2(7.0)1|1(3.0  XuYPXuYP  

由于 X 和 Y 独立, 可见 
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)2(7.0)1(3.0)(  uYPuYPuFU )2(7.0)1(3.0  uFuF  

由此, 得 U 的概率密度为 

 )()( uFug U )2(7.0)1(3.0  uFuF )2(7.0)1(3.0  ufuf .】 

 

第五章 Brown 运动与特征函数 

 

§1 特征函数及其性质 

1. 定义：随机变量的特征函数）对于一个任意的随机变量 X，称参数 的函数 

    )()()()(    XSiniEXCosEEe Xi
                      

为 X 的特征函数, 其中 1i 。 

    注 （a） 若 X 为离散型随机变量，其分布为 ii pxXP  )( ，则 X 的特征函数为 

            
XiEe  )( =

k

k
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       （b） 若 X 为连续型随机变量，其分布密度为 f(x)，则 X 的特征函数为 

            
XiEe  )( = 





dxxfe xi )(
  

例   0-1 分布的特征函数为
 ipeq )(  

Poisson 分布 )(P 的特征函数为
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     正态分布 ),( 2N 的特征函数为 
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2. 特征函数的性质 

简单性质： 

定理 1  随机变量 X 的特征函数 )( X 满足： 

（1） 1)0(,1)(  XX  . 

（2） )( X 为 R 上的一致连续函数. 

（3） )(X 的复共轭  )()(   XX .   

（4）设 a，b 为常数，则 )()(   be X

ai

bXa  从而常数 a 作为随机变量的特征函数

为 
aie 

. 
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重要性质： 

定理 2 （独立和）设随机变量 YX , 相互独立，则 )()()(  YXYX  。 

定理 3 （矩性质）若 )( kXE ，则在 很小时有 

      )(
!

)(
)(

0

kj
k

j

j

oEX
j

i



 



, )0(  ,            

且对 kj ,,2,1,0  ，有 ),.2,1,0()0()( kjiEX jjj    成立。 

定理 4 （唯一性定理） 随机变量的分布函数 F(x)由其特征函数 )( 唯一决定.  

定理 5 (连续性定理 )  设随机变量列 nX 及随机变量 X 的分布函数分别为

)(),( xFxF XX n
, 特征函数分别为 )(),(  XX n

． 那么以下述两种说法彼此等价： 

(1) 在函数 )(xFX 的一切连续点 x 上有 )()( xFxF XXn
  ，称为随机变量序列 

nX 依分布收敛到分布函数 XF , 记为 X

D

n FX  ． 

（也称为随机变量序列 nX 依分布收敛到随机变量 X , 记为 XX D

n  )． 

(2) 对于任意 有  )()(  XXn
 ． 

 

 


