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第 7 周讲稿 

第四章 连续型随机变量 

§1 概率密度函数 

1. 定义 对于随机变量 X，如果存在非负可积函数 f(x) (  x )，使对任意实数 a,b 

(a<b)，都有 


b

a
dxxfbXaP )()(                               

（或等价地： RxduufxF
x

  
,)()(  ） 

则称 X 为连续型随机变量，并称 f(x)为 X 的概率密度函数（简称概率密度或密度）。 

背景： 

例 1：Poission 过程 }0:{ tN t 中，考虑第 1 位顾客到达的时刻记为 )(~)(  E （或者相

继两位顾客到达的时间间隔 ）。 

例 2：寝室到教室的时间分布的统计刻画。 

2. 密度函数 )(xf 的性质： 

性质 1： )(xf 是某一连续性随机变量的密度函数
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性质 2：连续型随机变量的分布函数 )(xF 是连续函数，反之不成立。 

性质 3：在 f(x)的连续点 x处， )()( xfxF   

（为何可以只考虑分段求导来获得密度函数的理由？） 

性质 4： 
B

dxxfBXP )()(  

 

注：（1） )(xf 不唯一； 

（2） )(xf 的作用等价于一维离散型随机变量中的 ip 的作用。 

 

§2 数学期望 

1. 定义 设 X 是一个连续型随机变量，其密度函数为 f(x)，如果 

                



dxxfx )(  

则称 X 的数学期望（或均值）存在，且 X 的数学期望（或均值）定义为 

               ))(()(
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2. 随机变量函数的数学期望 

结论（不需要严格证明）： 




 dxxfxhXEh )()()( （后者绝对可积） 

§3 几类重要的连续型随机变量的分布 

（1） 均匀分布及其背景 

  如果随机变量 X 的概率密度函数为 
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则称 X 服从区间[a,b]上的均匀分布，记作 X ～ ],[ baU 。 

如果 X ～ ],[ baU ，则对[a,b]中的任意子区间[ c,d]，有 
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这表明 X 取值于[a,b]中任一小区间的概率与该小区间的长度成正比 

例 1  设 X 的分布函数 )(xF 是严格单调的连续函数，则 )(XFY  服从 )1,0(U  
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（2）指数分布的背景及无记忆性 

★ 如果随机变量 X 的概率密度函数为 

      )
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    （ 0 ） 

则称 X 服从参数为的指数分布，记为 )(~ EX 。 

 

★ 指数分布产生的背景与定义 

性质：（1）
2

1
;

1


 DXEX  

（2） 若 X 为一取非负实数值的连续性随机变量，则下列命题等价 

（a） )(~ EX ； 

（b） 0,),()|(  tstXPsXtsXP （即无记忆性）； 

（c）X 的失效率函数为常数 0 （即 


)|(
1

lim
0

xXhxXxP
hh

）。 

例 2一个工厂生产的某种设备的寿命 X（以年计）服从指数分布，且已知这种设 
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备的平均寿命的为 4 年。工厂规定，出售的设备若在一年之内损坏可予以调换。工厂售出一

台设备赢利 100 元，而调换一台设备需花费 300 元。 求厂方售出一台设备净赢利的数学期

望。 

例 3 假设一大型设备在任何长为 t 的时间内发生故障的次数 ( )N t 服从参数为 t 的 Poisson

分布。 

（a）求相继两次故障之间的时间间隔 T 的概率分布函数； 

（b）求在设备已经无故障运行 8小时的情况下，再无故障运行 8 小时的概率。 

 

（3）正态分布与标准正态分布 

★ 如果随机变量的概率密度函数为 
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其中参数 可为任意实数，而参数 0 ，则称 X 服从参数为
2, 的正态分布，记为 X ～

),( 2N ，若 1,0 2   ，则称 X 服从标准正态分布 N(0,1)。 

★ 正态分布标准化： X ～ ),( 2N )1,0(~ N
X




  

标准正态分布的分布函数 )(x 具有性质：  1)( x )(x ，
2
1)0(  。 

例 4 若随机变量 X 服从均值为 2，方差为
2  的正态分布，且 P{2<X<4}=0.3，则

)0( XP =        .                                                    【0.2】 

例 5 若随机变量 X 服从正态分布 )0)(,( 2 N ，且二次方程 042  Xyy 无实根

的概率是
2

1
，则        。                                            【4】 

注：指数分布和正态分布的计算中经常会遇到函数： )0()( 1

0

 



 xdueux ux
 

函数具有性质： )()1( xxx  （从而， !)1( nn  ， Nn ）及  )
2

1
( 。 

 

§4. 二维连续型随机向量，连续型随机变量的独立性与相关性 

1.定义： ),( YX 为二维连续型随机变量 

 非负可积函数 ),( yxf ，使得 Ryx  , 有   


x y

dudvvufyxF ),(),( . 

（或等价地：非负可积函数 ),( yxf ，使得任意二维矩形 
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},:),{( dycbxayxC  都有 

           dxdyyxfCyxP
C

 ),()),(( ） 

称 ),( yxf 为 ),( YX 的联合分布密度函数. 

2. 性质 

★ ),( yxf 为联合分布密度
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★ 若 ),( yxf 在点 ),( yx 处连续，则
yx

yxF
yxf






),(
),(

2

； 

★ 二维连续型随机变量的概率计算公式 


A

dxdyyxfAYXP ),()),((  

例 1. 设二维随机变量 ),( YX 的概率密度为 



 


其它0

106
),(

yxx
yxf ， 

则 )1( YXP =     .  【
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



x
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yxyxyx

xdydxxdxdydxdyyxf


】 

 

★ 重点： 

（a）边缘分布密度的求法 





 dyyxfxfX ),()( ， 




 dxyxfyfY ),()(  

注意积分限的确定. 

（b） 数学期望的求法 

dxdyyxfyxgYXEg 
2

),(),(),(

R

（后者绝对收敛） 

特别： dxdyyxxfEX 
2

),(

R

； dxdyyxfxEX 
2

),(22

R

，从而可以计算DX 。 

dxdyyxxyfEXY 
2

),(

R

；从而可以计算 YXrYXCov ,),,( 。 

(c) 独立性, 联合分布函数, 边缘分布函数 

X 与 Y 相互独立 yxyFxFyxF YX ,)()(),(   

jippp jiij ,  （离散型） 

..)()|(

..,)()(),(

| eaxxfyxf

eayxyfxfyxf

XYX

YX




（连续型） 
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（d）条件密度 

在 }{ yY  的条件下，X的条件密度函数定义为 

)0)((
)(

),(
)(  yf

yf

yxf
yxf Y

Y

YX
 

（为何如此定义？） 

从而 
A

YX
dxyxfyYAXP )()|(  

例 2  设  



 


其它,0

10,0,
 ),(),(

yyxAxy
yxf YX  ， 

问（1） ?A ，（2）X 与 Y 是否独立？（3）相关系数 YXr , （4）条件密度 )(
2
1xf

YX
 ，（5）

)|0(
2
1

4
1  YXP  

【（1） 81),(  







Adxdyyxf ， 

（2）


 



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 


其它其它 ,0

10,4
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10,44
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33 yy
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xxx
xf YX  ，故 X 与 Y 不独立 
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（4）在 10  y 时，
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3. 两个常见的二维分布 

（a）二维均匀分布 )(DU  

定义： 称随机向量 )(~),( DUYX ，若其联合概率密度函数为 











其它0
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Dyxf  

注意矩形上二维均匀分布与几何概型的联系。 
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显然， 2,
||

||
)),(( RA

D

DA
AYXP 


 

（2）二维正态分布 ),,,,(~),( 2

2

2

121 NYX  

定义：称随机向量（ X,Y ）服从参数为
2

2

2

121 ,,,,  的二元正态分布（记为

),,,,(~),( 2

2

2

121 NYX ），若其联合概率密度函数为 
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1
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




 

其中 0, 21  ，Q(x,y) 是二次型 
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
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
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
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特别，称 )1,1,,0,0( N 为二元  标准正态分布。 

标准化：若 ),,,,(~),( 2

2

2

121 NYX ，令
2

2

1

1 *,*






 
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
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Y
Y

X
X ， 

则 )1,1,,0,0(~*)*,( NYX  

初步性质：若 ),,,,(~),( 2

2

2

121 NYX ，则有 

（１）X ～ ),(
2

11 N ，Y ～ ),(
2

22 N 。 

（２）相关系数 








21

2

*

21

*

1
,

),( YXCov
r YX . 

（３）X,Y 相互独立 ** ,YX 相互独立  0 。 

更进一步的问题的讨论，放到第 5 章进行。 

 


