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第 6 周讲稿 

 

第三章   Poisson 分布与 Poisson 过程 

§ 1  Poisson 过程的物理背景 

 

例（保险理赔次数与 Poisson 过程） 

将 ],0( t 时间中到来的理赔次数记为 tN 。假定 

1) 在互不相交的各时段内, 理赔的发生是相互独立的。 

2) 在相同长度的时间段中, 理赔发生的统计规律是相同的 (如果还要考虑季节差别等

因素的影响, 那么这个假定只能在相对地不太长的时段内近似成立 )。 

3) 在 每 个 小 时 间 段 (t, t+ ]h 内 有 两 次 或 更 多 次 的 理 赔 发 生 的 概 率 

)()2)()(:( hoNNP tht   ，而恰好发生一次理赔的概率近似地与这段时间的长度

h 成正比，即 )()1)()(:( hohNNP tht   . 因此，在(t, t+ ]h 内无理赔发生的

概率 ))((1)0)()(:( hohNNP tht   . 

   这里的条件 1）与 2）分别就是我们在上一章中所提到的独立增量性与时齐性，而条件 3）

称为普通性。即 tN 是一个时齐的独立增量过程，从而要知道其有限维分布，只需要求其一

维分布 )( kNP t  ，记 ))(:()( kNPtp tk   . 

对于 2k , 我们有   

:()( Phtpk  kN ht  )( ) 

= :(P kN t )( , 0)()(   tht NN ) 

 :(P 1)(  kNt  , 1)()(   tht NN ) 

      :(P mkNt )( , )2)()(  mNN tht  . 

由上面的条件 1) —3)，上式应等于 (注意 )(ho 的线性组合仍是 )(ho ) 

              )())()(())(1)(( 1 hohohtphohtp kk    .  

通过检查上述过程可知, 上式对 1k 仍然成立, 从而我们得到 

              )()( tphtp kk )(thpk  )()(1 hothpk  .  ( 1k ) 

在上式等号两边同除以h , 并令 0h , 就得到如下的无穷个常微分方程组 
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                  )()()(' 1 tptptp kkk      ( 1k )            (3.1) 

类似地，对 0k 我们还有    ))()()()( 000 hohtptphtp    

即                    )()(' 00 tptp  .                           (3.2) 

由 tN 的定义, 有 00 N , 即我们有初始条件 0)0(,1)0(0  kpp . 在此初始条件下

解常微分方程组 (3.2) , 就得到 

tetp )(0  . 

再由(3.1)式我们有              
tetptp   )()(' 11  

于是可解得                    
ttetp  )(1  , 

进一步又由(3.1)式得 

                             
ttetptp   2

22 )()(' . 

并解得                        
te

t
tp  
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一般地, 用数学归纳法, 由(3.1) 式得到 
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由此解得 
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这样我们就得到了随机变量 tN 的分布: 
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下面我们用另一种方法, 称为矩母函数方法, 以一次性地推导出全部 )(tpk 的表达式. 

引入一个参数 z , 并定义 
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它称为 tN 的矩母函数．那么我们有 
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),()1(),(),( ztMeztMeztM zz   ． 

这是一个 z 为参数的关于自变量 t 的常系数常微分方程 , 且满足初始条件

1)0(),0( 0  pzM . 此方程的解为 
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按矩母函数的定义，便得到表达式 
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这种矩母函数方法, 适用于只取自然数值的随机变量的分布. 

 

§ 2  Poisson 分布与 Poisson 过程 

一.  Poisson 分布 

1. Poisson 分布与 Poisson 过程的联系 

定义：称随机变量 X 服从参数为 0 的 Poisson 分布，若 

,2,1,0,
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并记为 )(~ PX （ 或 PoissonX ~ ）。 

Poisson 分布可以理解成 Poisson 过程在 ]1,0[ 时段内的 Poisson 流的分布。 

2.  Poisson 分布的基本性质  

性质 1：（Poisson 定理）设随机变量 X 服从二项分布 B(n, np ) ( 10  np 依赖于 n )，

且满足 0lim 


n
n

np ，则 
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Poisson 近似定理说明了，Poisson 分布的广泛存在性的另一个理由。 
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性质 2： )(~ PX  DXEX  

性质 3：(Poisson 分布的可加性)  设相互独立随机变量 nXXX ,,, 21  服从参数分别为

n ,, 21 的 Poisson 分布，则 



n

i

in XS
1

服从参数为


n

i

i

1

 的 Poisson 分布。 

（直观理解：考虑 Poisson 过程） 

性质 4：(Poisson 分布在随机选择下的不变性) 设 )(~ PX  (X 表示某一群体的个数) ，

从此 X 个个体中逐个独立地以保留概率 p 筛选得到 Y 个个体, 则 )(~ pPY  。 

直观例子：假设某段时间里来百货公司的顾客数服从参数为的 Poisson 分布, 而在百货公

司里每个顾客购买电视机的概率为 p, 且每个顾客是否购买电视机是独立的, 求在这段时间

内, 百货公司内购买电视机的人数分布？ 

 

 

二. Poisson 过程的定义性质及其应用 

1. 定义 

定义：  一个整数值随机过程  N= }0,{ tN t 满足下述三个条件 , 就称它为强度为  的

Poisson 过程: 

(1)  0tN ; 

(2) tN 是独立增量过程（即对任意的 nttt  210 ， tN  在区间 ],( 1ii tt 上的

增量
ii tt NN 

1
是相互独立的， 1,2,1  ni  ） 

(3) 对任意 t>0, 0s 增量 )(~ tPNN sts  , 即 

         ,2,1,0
!
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定理（等价定义）： }0,{ tN t 为强度为的 Poisson 过程 }0,{ tN t 是初值为 0

的满足普通性的时齐独立增量过程。 

2. Poisson 过程的性质 

性质 1：（有限维分布）设 }0,{ tN t 为是度为 0 的 Poisson 过程, 则 tN 的 

有限维分布为: 对任意n , 任意 nttt  210 及任意非负整数 nkkk ,,, 21  , 有 
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性质 2： )(),(; tsNNCovtDNEN tstt   。 

性质 3：（Poisson 过程的可加性） 独立 Poisson 过程的和仍为 Poisson 过程, 且

其强度恰为各强度之和。 

性质 4：（与二项分布的联系） 

（1） }0,{ tX t 与 }0,{ tYt 分别为强度为 1 和 2 的 Poisson 过程，且相互独立。则 

 )( nYXkYP ttt
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从而 

21

2)()(





 ttttt YXYXYE 。 

（2）设 }0,{ tN t 为强度为 0 的 Poisson 过程, 则对 0<u<t ， nk 0 ,有 

   
knkk

ntu
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u
CnNkNP  )1()()(  ,              

即在条件概率 )( nNP t  下, )( tuNu  的条件分布为二项分布 ),(
t

u
nB . 

性质 5：（随机分流性）假设顾客到达商场的人数是强度为的 Poisson 过程，

且每一个到达商场的顾客是男性还是女性的概率分别为 p 和 q（p+q=1），若
)1(

tN 和
)2(

tN 分

别为(0，t]内到达商场的男性顾客和女性顾客数，则
)1(

tN 和
)2(

tN 分别是强度为 )1( pp  和

的 Poisson 过程，且相互独立的。 

 

3. 应用举例 

复合 Poisson 过程 

设 }0,{ tN t 为强度为 0 的Poisson过程， }1,{ iYi 是 }0,{ tN t 独立的随机变量序列，

且 iY  i.i.d.. 定义 
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性质： 11 tEYEYENEX tt  ； 

2

1tEYDX t   

 

附录：矩母函数补充 

定义：随机变量 X 的矩母函数定义为 RueEum uX

X  ),()( （如果后者的期望存在的话） 

矩母函数 )(umX 具有如下性质： 

（1） 若 X 的矩母函数 )(umX 在 0u 的某一开领域内存在，则 )0()( )(n

X

n mXE  。 

（2） 若随机变量 X 与Y 独立，则 )()()( umumum YXYX  。 

（3） 当矩母函数存在时，它可以唯一决定随机变量的分布。 

例 1： )(~ PX ，则 
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从而  )0(XmEX ；
22 )0(   XmEX ，故 DX 。 

例 2：复合 Poisson 过程的矩母函数：设 iY 的矩母函数为 )(umY ，则 
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故可推得 1tEYEX t  ，
2

1tEYDX t   

 

 


