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第五周讲稿 

 

1. 方差及其性质 

))(()})(({min 22 EXXECXE
C

 ))()(( XVarorXD ，若 2EX 。 

★ 方差的性质 

性质 1：若
2EX 存在，则

22 )(EXEXDX  （计算公式）. 

性质 2： 0)( CD ,且 1)(0  EXXPDX . 

性质 3：设 X X Xn1 2, , 相互独立，则 i
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例：（二项分布和几何分布的期望与方差） 
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2. 协方差与相关系数 

研究：（1）随机变量不独立时的刻画问题； 

     （2）最佳线性预测问题（线性回归） 

)])([(2)( EYYEXXEDYDXYXD   

 

★ 协方差与相关系数的定义 

设（X,Y）是一个二维随机变量，且 X 与 Y 各自平方的数学期望均存在, 则定义 

            )])([(),( EYYEXXEYXCov   

称为 X 与 Y 的协方差; 定义 

            
DYDX

EYYEXXE
r YX
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,


  

称之为 X 与 Y 的相关系数，称 X 与 Y 的不相关，若 )),((, 0YXCovor0r YX  。 

★ 定理（最佳线性预测） 
2
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Remark：（1）在均方误差最小的准则下，若把预测量局限在线性函数 baYYL )( ，则
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得到最佳线性预测（线性回归），此时无需知道（X，Y）的联合分布，而只需要知道它们的

前二阶矩。这套理论称为二阶矩理论，有广泛的应用，大家可以和一元回归分析作对比。 

（2）预测误差与相关系数 YXr , 有关，特别当 1r YX , 时，X 与 Y 完全相关，它们之间有线

性关系，因此能完全准确地进行线性预测，从而预测方差为 0。而当 0r YX , 时，作线性预

测完全是多余的。 

（3）预测值 )ˆˆ(ˆ bYaX  与残差 XX ˆ 不相关（思考）。这是最小均方误差预测的一个重

要结果。 

例：给定观测值 n21iyx ii ,,,),,(  ，讨论 y 关于 x 的最佳先行预测问题。 

解：这是一个统计问题，把上述观测值看作总体（X，Y）的一个样本，记 X 与 Y 的均值和

方差分别为
2
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11  ,;, ，它们的相关系数  ，则 Y 关于 X 的最佳线性预测为 
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在统计中，参数的估计值分别为 
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此时最佳线性预测即为通常的一元线性回归方程 
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★ 协方差与相关系数的性质 

定理  ),( YXC o v 是对称的双线性函数, 即有 

(1)  Cov(X,Y)= Cov(Y,X). 

(2)  若 a, b 是两个任意常数, 则 Cov(aX,bY)= abCov(X,Y) 

(3)  ),(),(),( 2121 YXCovYXCovYXXCov   

(4)  相关系数 YXr , 满足 1r YX || , ，且   1bYaXP1r YX  ˆˆ
, （具体的正负号，
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视 â 的正负而定） 
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例（独立一定不相关，反之不成立） 


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101
X ~ ，则 X 与

2X 不独立，但不相关。 

★ 对随机向量 ),,( 1 nXX  有协方差矩阵和相关矩阵 

njiji XXCov  ,)),(( , 称为协方差矩阵； 

njiXX ji
rR  ,, )( ，称为相关系数矩阵，它们均为对称矩阵。（注意对角线上的元素） 

 

 

§4  条件数学期望 

 

1. 条件数学期望 

(1)  设 (X,Y）为二维离散型随机向量，其取值为 },2,1,),,{( jiyx ji 。对一切

y y y yn{ , , , , }1 2   ，由于 X 在 Y = y 的条件下的条件分布 )}|({ | yxP iYX 是一个概率

分布. X 在这个分布下的数学期望就定义为给定 Y = y 的条件下，X 的条件数学期望 ( 如果

它存在 ), 我们将它记为 E ( X | Y= y) . 于是我们有 

       E (X | Y= y) = 
i

iYXi yxPx )|(| .        

 (2)  将 E ( X | Y = y ) 看成 y 的函数 ( 定义域为{ , , , , }y y yn1 2    )，记之为 g ( y )，

则随机变量 g ( Y (  ) ) 就定义为 X 对 Y 的条件数学期望，记为 E( X | Y ),它是一个随

机变量。 

 

2. 条件数学期望的性质 

定理 1（全期望公式）若随机变量 X 的数学期望 EX 存在，且 0)(  jyYP , j=1,2,…，则 

E E X Y E g Y P Y y E X Y y EXj j
j

( ( | )) ( ( )) ( ) ( | )      

例子（书上小猫例子） 

思考：改小猫为有判断能力的人，结果如何？ 

 

定理 2（最佳预测）设 X 与 Y 的平方的数学期望均存在, 则 

       
22 )]([min)]|([ YXEYXEXE 


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提供另一证明：先证明 
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})]()|({[})]|({[})]({[ 222 YYXEEYXEXEYXE    

我们先考虑 
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于是 

}|)]()|({[}|)]|({[}|)]({[ 222 YYYXEEYYXEXEYYXE    

两边取数学期望，由全期望公式得到， 

})]()|({[})]|({[})]({[ 222 YYXEEYXEXEYXE    

从而可知道，当 )|()(.,.,})]()|({[ 2 YXEYei0YYXEE   时，取到最小。 

推论 1： })]|({[})]({[ 22 YXEXEYXE   

推论 2： ))|((})]|({[ YXEDYXEXEDX 2   

推论 3： ))|(( YXEDDX  ，且等号成立当且仅当 )|( YXEX  （即 X 是 Y 的一个函数）。 

 

定理 3  (1) 若 bXa  , a, b 为常数，则 )( YXE 存在，且 bYXEa  )(  。 

        (2) 若 )()( 21 YXEYXE 与 存在，a,b 为常数，则 )( 21 YbXaXE  也存在，且 

                 )()()( 2121 YXbEYXaEYbXaXE   

定理 4  设离散型随机变量 X 与 Y 相互独立，则 )( YXE = EX  . 

定理 5  设（X,Y）为两维离散型随机变量，且 )(),(  hg 为任意两个实值函数，则 

               ))(()())()(( YXgEYhYYhXgE   
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§ 5 随机徘徊与独立增量过程 

1.  随机过程的定义 

定义 1：  设 ( , F, P) 是一个概率空间, 一族依赖于参数 t  ( Tt ) 的随机变量 X = 

 TtX t : 称为一个随机过程, 其中 T 称为指标集, 对 T 中的每个 t， tX  是一个随机变量

)(tX 。 对每个固定的基本事件 , { )(tX : t T }是一个定义在 T 上的实值函数, 称

之为随机过程 X 的一条(样本)轨道。 

● 随机过程的分类 

按过程的指标集和状态空间分类，有 

离散时间、离散状态（如随机徘徊等）； 离散时间、连续状态； 

连续时间、离散状态（如 Poisson 过程）；连续时间、连续状态（如 Brown 运动） 

● 随机过程的有限维分布族 

对任一随机过程 TtX t : ，定义： 

);,,(),,(

);,(),(

);()(

,,

,

kt1tk1tt

2t1t21tt

1t1t

xXxXPxxF

xXxXPxxF

xXPxF

k1k1

2121

11













 

为过程的有限维分布族，它满足： 

（a） 对称性：若 },,{ j1 ii  为 },,{ j1 的一个排列，则 

),,(),,( ,,,, j1ttiitt xxFxxF
j1j1ji1i
    

（b） 相容性：对任意 ji  ，有 

),,(),,,,,( ,,,,,,, i1tti1tttt xxFxxF
i1j1ii1
  


 

定理（Kolmogorov）设 )},,({ ,, j1tt xxF
j1
 是满足对称性和相容性条件的一函数族，则存

在一概率空间( , F, P)和定义于其上的随机过程 TtX t : ，使 tX 的有限维分布族为

)},,({ ,, j1tt xxF
j1
 。 

有限维分布族是研究随机过程的最重要的工具之一。 

 

● 独立增量过程 

以下我们介绍一类重要的随机过程—独立增量过程 

定义   设  X = tX{ }是一个随机过程 , 如果它在任意 s 个互不相交的区间上的增量

11 nm XX   , 
22 nm XX  , … , 

ss nm XX  都相互独立, 则称随机过程 X 为一个独立增量过

程。又如果对任意的 n>0 , 都有 mnm XX   (n > 0 ) 对一切 m 同分布，则称 X 为一个时
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齐的独立增量过程。  

 

结论：独立增量过程的有限维分布由其增量的分布和过程的初始分布唯一决定；时齐的独

立增量过程的有限维分布由其增量的（一维）分布和过程的初始分布唯一决定。 

简单证明：为方便起见，不妨考虑离散状态的随机过程，且设 00 xX  ， k21
ttt   ，

过程的有限维分布为 

)()(

),,(),,(

1-kktt010t00

1-kktt010t00kt1t

xxXXPxxX)P(XxXP

xxXXxxXX,xXPxXxXP
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
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


 

若为时齐的独立增量过程，则 

)()()( 01-kktt1-kk0tt1-kktt xxxXPxxXXPxxXXP
1kk1kk1-kk


   

 

2. 随机徘徊及其简单性质 

定义  设 ( ,F , P ) 是一个概率空间, 其上的独立同分布的随机变量序列 

}{ nZ 满足 

         pq
pq

Zn 







1

11
~        ( n=1,2,…). 

令 

        



n

i

in ZXX
1

0             ( n=1,2,…).        (2.26) 

我们称随机变量序列 X = 1, nX n 为(1-维)简单随机徘徊，其中 X 0 是任意一个取整数值的

随机变量, 通常取 X 0 为 x . 特别, 当
2

1
p 时，称之为(1-维)对称的简单随机徘徊。 

● 简单随机徘徊的有限维分布 

定理：简单随机徘徊是时齐的独立增量过程，其一维分布为 
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其他情形，

同奇偶与，，)()(  

简单证明：只证一维分布的求法 

由于 






 
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Zn ~ ，将其化为标准 0-1 分布，令
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其他情形，

同奇偶与，，)()(  

有限维分布（当 0X0  时）为 
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● 简单随机徘徊的分布性质 

设 X 0 = x ，则有 

（1） 

npqnDZZxDXD

qpnxnEZxZExEX
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（2） pqmnXXCov x

m

x

n )(4),(  . 

● 简单随机徘徊的轨道性质（上课没讲，供学习参考） 

记 }:{ yX0nminT x

n

x

y  为从 x 出发首次到达状态 y 的时刻，对整数 dc  ，定义 

)()( x

c

x

d TTPx   

即 )(x 表示从 x 出发，到达 c 之前先到达 d 的概率。由于 

)()()( 1xq1xpx    

从而 

 )()()()( 1xx
p

q
x1x   ，  dxc  

 )(,)( dc  。 

情形 1 ： qp   

p
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q

p

q
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所以 

 )()( x
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同理， 
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







,,
)(

)(
。 

情形 2 ：  /qp ， 

 )()( x

c

x

d TTPx qpdxc
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




,,  
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


,, 。 

讨论：（1）  )()( xx  ，即从 ],[ dc 内部出发，最终一定到达边界。 

（2）若 cx  ，则 
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