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第 4 周讲稿 

 

§ 2 数学期望与中位数 

一. 定义与计算 
定义(随机变量的数学期望)：  设 X 是概率空间 (, F, P )上的一个随机变量，其概

率分布为: 

X 
1x   2x    …  nx    … 

P 
1p   2p    …  np   … 

如果级数 p xn n
n

 绝对收敛，则 X 的数学期望定义为 p xn n
n

 ，并记为 E X( ( )) 或简单地

记为 EX. 数学期望就是（加权）平均值, 所以在统计学中也称为均值.  

注：1. 为什么需要绝对收敛？ 

2. 设 X 的分布为： ,2,1,
3

2
)

3
)1((  k

k
XP

k

k
k

，问 EX 存在吗？ 

3. 由 于 离 散 随 机 变 量 的 分 布 函 数 为 





1:

)()(
i

ii

xxi

i xxppxF
i

 ， 其 中










.0,0

,0,1
)(

x

x
x ，故 





 )(xxdFEX . 

例 1：在一个抛骰子的游戏中，你在每轮抛掷中可以获得所抛出的点数两倍的奖金，那么，

为参加这一游戏，你付出的“合理”的价格应该是多少？ 

显然， }6,,2,1{},,,{ 621    ，设 X 为你的支出， iiX  2)(  ，且具有等可

能分布 










6
1

6
1

6
1

1242
~




X  

故 72)2(2
6

1

6
1

6

1

 
 ii

ii iXPEX   

答：平均每轮 7 元。 

例 2：抛一枚均匀硬币，你期望要抛多少次才出现正面？ 

显然这是一个几何分布的期望问题，假设 )(~ pGeX ，即 ,2,1,)( 1   kpqkXP k
。

则
p

pkqEX
k

k 1

1

1 





。 

这里
2
1p ，所以，答案为 2 次。 
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例 3（St. Petersburg 悖论）：D. Bernoulli 1738 年提出加倍策略问题。 

在抛均匀硬币的游戏中，你采用赌注加倍的策略会怎样？比如，你押 2 元钱赌第 1 次就出现

正面，如果赌输了，就押 4 元钱赌第 2 次出现正面，如此继续，一直用加倍赌注的方法去赌。

这时的情况会怎么样呢？ 

首先，你博弈获胜时所投入的资金的期望值为 



n

n

nEX
2

1
2

1

。 

而当你首次赢的时候（比如在第 n 次抛时），你已经损失了 222
1

1






n
n

k

k
元钱，但第 n 次

抛时你赢了
n2 元，因此，不管你抛几次，你的净收益是 2 元。注意到第 n 次抛时你赢的概

率为
n2

1
，而你等到抛出正面时的博弈次数是服从参数为

2

1
的几何分布。如何解释这种现

象？这种策略成立的前提是你要有无穷的资金的支持，但如果你是融资得到的资金，这个策

略可以证明也是不可行的。 

 

另一种描述：1730 年代，数学家丹尼尔·伯努利的堂兄尼古拉一世·伯努利，在致法国数

学家皮耶·黑蒙·德蒙马特的信件中，提出一个问题：掷硬币，若第一次掷出正面，你就赚

1元。若第一次掷出反面，那就要再掷一次，若第二次掷的是正面，你便赚 2元。若第二次

掷出反面，那就要掷第三次，若第三次掷的是正面，你便赚
22 元，……，如此类推，即可

能掷一次游戏便结束，也可能反复掷没完没了。问题是，你最多肯付多少钱参加这个游戏？ 

你最多肯付的钱应等于该游戏的期望值：即 

1

1

1
2

2

n

n
n

EX






    

这个游戏的期望值是无限大，你甚至肯付出无限的金钱去参加这个游戏。但实际中是没

几个人愿意拿出几十元或更多的钱去冒险。 

 

解决方法：期望效用理论。赌徒资金为 x，效用函数为对数效用 ( ) lnU x x ，c 为肯

付的门票费，则此彩票的期望效用为有限。 

1

1

ln( 2 ) ln

2

n

n
n

x c x
EU





  
    

（比如：只有 2 元钱最多会付 2 元，有 1000 元最多付 5.94 元） 

 

如果赌场只有有限资金W ，这时彩票的期望值为 
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1 1 1
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L
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 
 

   

  

 

  
 

其中 2[log ]L W 实际为赌场在无力支付时赌博最多可能的局数，如果 10W  亿美元，则

15.93EV  美元。如果
10010W  美元，则 166.5EV  美元。 

 

例 4： npEXpnBX ),(~ . 

例 5（截止的几何分布的期望）：某射手每次射击的命中率为 10  p ，各次射击是相互独

立的，现在他拿了 m 发子弹，射击进行到击中目标或子弹用完为止，求直到射击结束时他

平均射击了几次？ 

解： 

1
1 1

1 1

1
1

2

( )

1 ( 1)

(1 )

1

m m
k m

k k

m m
m

m

EX kP X k kq p mq

mq m q
p mq

q

q

p


 

 




   

  
 






 

 

注：1. m 时，
p

EX
1

 与几何分布一致。 

2. 可以利用微积分知识求 

2

1

1

1 1

1

)1(

)1(1
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














 

 
 

注：截止的几何分布： 

背景：做一系列独立重复的 Bernoulli 试验，直到首次试验成功时或试验进行到第 m 次

为止，所需的试验的次数。 














mkq

mkpq
kXP

m

k

,

1,,2,1,
)(

1

1 
 

定义(随机变量的中位数)：一个数 x 如果满足 

10,1)(,)(  ppxXPpxXP  

则称 x 为随机变量 X 的 p 分位数，特别，当
2

1
p 时，称之为 X 的中位数。 
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显然， x 为随机变量 X 的中位数 )(
2

1
)(

2

1
xXPxF  ，且如果随机变量 X 的分

布是对称的，那么其对称中心显然是它的分布的中位数。 

例 6：随机变量 X 的分布为 










6
1

3
1

4
1

4
1

2102
~X  

则
6
1EX 。其中位数等于多少？由于 

2

1

4

3
)0(,

2

1
)0(  XPXP ，显然 0 是它的一个中位数，而当 10  x 时， 

2

1
)0()2()(  XPXPxXP ；

2

1
)2()1()(  XPXPxXP 。 

故每个 10,  xx ，都是 X 的中位数（有无穷个）。 

 

二. 实用统计学定律 

定理 1（实用统计学定律）：设随机变量 X 的分布函数为 )(xFX ， )(xg 为 R 上的连续函数，

如果 )(Xg 的期望存在，则 




 )()()( xdFxgXEg X ，特别，当 X 为离散型随机变量时，

有 i

i

i pxgXEg 





1

)()( . 

证明：不妨设 X 为离散型随机变量，其分布列为 ip ，记 )(XgY  ，显然它也是一个离散

型随机变量，其取值为 )(Xgy j  的值域，且具有分布 

))(()( jj yXgPyYP  )])(,[(
a

jyagaXP   
a

jyagaXP ))(,( ， 

因此，Y 的期望为 







1

)(
j

jj yYPyEY  

 






 aa

j

ja

j

j

j aXPagyagaXPagyagaXPy )()())(,()())(,(
11

 

即 i

i

i pxgXEg 





1

)()( 。 

定理 2：对任意随机变量 X ，有 






0

0

)()( dxxXPdxxXPEX （如果后面的两个积
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分收敛的话） 

思考：1. 定理 2 的证明； 

2. 用定理 2 来证明定理 1. 

 

 

§ 3 随机向量 

 

多维随机变量的相关问题 

★ 问题提出： ),( YX 分量之间可能不独立。 

解决方法：考虑   RB,A,BY,AXP   

1．二维随机变量的联合分布函数与边缘分布函数 

★ 对任意实数 yx, ，称函数 ),(),( yYxXPyxF  为二维随机变量 ),( YX 的联合分布

函数。 

★ 联合分布函数 ),( yxF 具有如下性质： 

（1） ),( yxF 是 x 或 y 的不减函数。 

（2） 1),(0  yxF ，且 1),(,0),(),(),(  FFyFxF 。 

（3） ),( yxF 关于 x 或 y 是右连续的。 

（4）对任意 2121 , yyxx  ， 0),(),(),(),( 11211222  yxFyxFyxFyxF 。 

注：二元实函数 ),( yxF 为某一随机向量的分布函数当且仅当性质（1）—（4）成立。 

★  X 的边缘分布函数为： ),()(  xFxFX ； 

Y 的边缘分布函数为： ),()( yFxFY  。 

2. 独立性的判断 

★ X 与 Y 相互独立       RB,A,BYPAXPBY,AXP   

yxyFxFyxF YX ,)()(),(   

jippp jiij ,  （离散型）（见下文） 

 

3.二维离散型随机变量的联合分布律与边缘分布律 

联合分布律： ijji pyYxXP  ),( ， 



 6 

}{ ijp 为联合分布律












 
ji

ij

ij

p

p

,

1

,0

 

边缘分布律：   i

j

iji ppxXP )( ， j

i

ijj ppyYP  )(  

离散型条件分布律：在 }{ jyY  的条件下，X的条件分布律为 

)0,,2,1()|(  



j

j

ij

ji pi
p

p
yYxXP   

边缘分布律、条件分布律的例子 

例 1 掷两颗均匀骰子，记第一颗骰子出现的点数为 X，而两颗骰子中点数的最大值为 Y，

求(X,Y)的联合分布律. 

 

   Y     

X 

1 2 3 4 5 6 
ip  

1 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6 

2 0 2/36 1/36 1/36 1/36 1/36 1/6 

3 0 0 3/36 1/36 1/36 1/36 1/6 

4 0 0 0 4/36 1/36 1/36 1/6 

5 0 0 0 0 5/36 1/36 1/6 

6 0 0 0 0 0 6/36 1/6 

jp  
1/36 3/36 5/36 7/36 9/36 11/36 1 

 

X 与 Y 不相互独立 

 

例 2 在 }4,3,2,1{ 中任取一数，记为 X，再从 },,2,1{ X 中任取一数，记为 Y，求(X,Y)的联

合分布律以及关于 Y 的边缘分布。 










.,0

,1,
)|()(),(

1
4
1

ij

ij
iXjYPiXPjYiXP i

 

   Y     

X 

1 2 3 4 
ip  

1 1/4 0 0 0 1/4 

2 1/8 1/8 0 0 1/4 

3 1/12 1/12 1/12 0 1/4 

4 1/16 1/16 1/16 1/16 1/4 

jp  
25/48 13/48 5/36 7/36 1 
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4.离散随机变（向）量的函数的分布律 

一维情形： 

}),(,),({,])([}{~
)(:

 i1

yxgi

ii xgxgypyXgPpX
i

 


 

二维情形： 

}),,(,),,({,]),([}{~),(
),(:,

 ji11

yyxgji

jiji yxgyxgypyYXgPpYX
ji

 


 

★ 列表法：用例子说明。 

 

5.随机变量函数的数学期望的计算公式 

★ }{~,)()()()]([ ii

i

i pXpxgxdFxgXgE  



（后者绝对收敛） 

★ },{~),(,),()],([ ijij

i j

ji pYXpyxgYXgE  （后者绝对收敛） 

★ k 阶（原点）矩： )( kXE ；k 阶（中心）矩： ))(( kEXXE   

X 和Y 的 k+l 阶混合矩： )( lkYXE ；k+l 阶混合中心矩： ))()(( lk EYYEXXE   

高阶矩存在，则低阶矩必存在（如何证明？） 

 

6.数学期望与方差的性质 

★ 数学期望的性质 

性质 1： |)(||)(| XEXE  . 

性质 2：如果存在 a, b，使得 1)(  bXaP ，则 E(X) 存在，而且a E X b ( ) . 

性质 3：设 X X Xn1 2, , 是 n 个数学期望有意义的随机变量, c c cn0 1, , ,  是 n+1 个实

数, 则 )()()( 110110 nnnn XEcXEccXcXccE   . 

性质 3：设 X X Xn1 2, , 相互独立，则 



n

i

i

n

i

i EXXE
11

)( . 

性 质 5 ： (Cauchy-Schwartz 不 等 式 ) 若 E X( )2    , E Y( )2    , 则 

( ( )) ( ) ( )E XY E X E Y2 2 2 . 

性质 6： ))(()})(({min 22 EXXECXE
C

 . 

性质 7： 0XE )( 2
,且   10XP0XE )( 2

。 

★随机变量的分解法 

例 3（二项分布与超几何分布的均值）； 

例 4（匹配数的均值） 
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★ 方差的性质 

性质 1：若
2EX 存在，则

22 )(EXEXDX  . 

性质 2： 0)( CD ,且 1)(0  EXXPDX . 

性质 3：设 X X Xn1 2, , 相互独立，则 i

n

i

i

n

i

ii DXaXaD 



1

2

1

)( . 

 


