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第 14 周讲稿 区间估计 

参数估计分为点估计和区间估计，前面我们已经对众多点估计方法有了比较详细的介

绍。 

点估计是用一个统计量来作为参数的估计，区间估计是找两个统计量

1 2
ˆ ˆ ( , , , )L L nX X X  和 1 2

ˆ ˆ ( , , , )U U nX X X  ，其中对任何样本观测值都

有 ˆ ˆ
L U  ，并用区间 ˆ ˆ[ , ]L U  作为参数的区间估计（量）。（注意，闭区间不是必要的，

可以是开区间也可以是左开右闭等等） 

例  1 2 9, , ,X X X 是取自正态总体 ( ,1)N  的一个样本，那么[ 1, 1]X X  就是参

数 的一个区间估计，在点估计部分，我们用样本均值 X 作为 的点估计量，在很多场

合下，我们需要得到 的一个（随机）区间估计。 
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也就是说，随机区间[ 1, 1]X X  涵盖参数真值的概率是 0.997. 

区间估计（置信区间）   

★ 区间估计的概念与求法 

随机区间涵盖参数真值的概率称为置信度，即下面这个概率 

1 2 1 2
ˆ ˆ( [ ( , , , ), ( , , , )])L n U nP X X X X X X     
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这个概率一般来说与 有关，希望最小的置信度（置信水平或系数）也比较大，即

ˆ ˆinf ( [ , ])L UP


  


 比较大。 

除了置信系数的要求，当然我们希望置信区间的平均长度 ˆ ˆ( )U LE   越小越好。

即置信水平给定时，置信区间的平均长度越小越好，即置信度越高。 

Neyman 准则：在保证置信水平的前提下，最求高的置信度。 

★ 概念的引出和理论依据.  

 置信水平为 1 （双侧）置信区间： 

1 1
ˆ ˆ( ( , , ) ( , , )) 1 ,L n U nP X X X X            

同等置信区间： 

1 1
ˆ ˆ( ( , , ) ( , , )) 1 ,L n U nP X X X X            

 置信水平为 1 单侧置信区间： 

单侧置信上限： 1
ˆ( ( , , )) 1 ,U nP X X          

单侧置信下限： 1
ˆ( ( , , )) 1 ,L nP X X          

同等单侧置信限区间：改为等号即可 

 

★ 置信区间的一般求法（枢轴变量法）： 

（1） 先找一个与要估计的参数 （或 )(g ）有关的统计量 T ，一般是一良好的点估计 

（MLE 或充分统计量）; 

（2） 寻找一样本 nXXX ,,, 21  的函数，即找出 T 和 （或 )(g ）的某一函数： 

),(),,,,( 21  TZXXXZZ n    

它只含待估参数和样本，不含其它未知参数，并且 Z 的分布（或渐近分布）G 已知，

且不依赖于任何未知参数（也不依赖于待估参数 ）(称 Z 为枢轴变量)； 

（3） 对于给定的置信度 1 ，定出两常数 a，b，使得 

  1)),,,,(( 21 bXXXZaP n  

a，b 选用原则： 

*： ˆ ˆ( )U LE   最小（最优置信区间） 
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      *：一般 a，b 选用分布（或渐近分布）G 的
2


和1

2


 分位点（等尾置信区间）； 

（4） 若能从 bXXXZa n  ),,,,( 21  ，得到等价的不等式 

1 2 1 2
ˆ ˆ( , , , ) ( , , , )L n U nX X X X X X     

1 2 1 2( ( , , , ) ( ) ( , , , ))L n U nX X X g X X X   或  

那么 ˆ ˆ[ , ]L U  ( [ , ])L U 或 就是（或 )(g ）的一个置信度为 1 的置信区间. 

注：枢轴变量的分布为单峰对称分布时，最优置信区间=等尾置信区间 

 

例：设样本 1 8, ,X X 是来自 [0, ]U  ，求 的置信度为(1 )% 的等尾置信区间与最

优置信区间。 

解： 

Step 1：从充分统计量或点估计出发找枢轴量 

( )nX 为 的充分统计量（是 MLE） 

枢轴量为
( ) 7

{0 1}~ ( ) 8 1
n

Y y

X
Y f y y


    

Step 1：确定常数 

等尾置信区间： 

2 2

( )

1
( ) 1

nX
P y y  

 
     

其中

2

7

0

8
2

y

y dy




 ，

1
8

2

( )
2

y


 ，同理

1
8

2
1

1
( )

2
y 





  

Step 3：不等式改写 

等尾置信区间为
1 1
8 8

( ) ( )
[ , ]

1
( ) ( )

2 2

n nX X

 
 

同上述步骤：最优置信区间： 

( )

8 8

( ) 1

1

nX
P a b

b a






   

  
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( )

8 8

1 1
min ( )

. . 1

0 1

nEX
a b

s t b a

a b





  

  

 

求条件极值问题（可忽略
( )nEX ），解得 1, ( 8)nb a n    

即最优置信区间：
( )

( )[ , ]
n

n n

X
X


。 

例：设样本 1, , nX X 是来自
1

( )E


，求 的置信度为(1 )% 的等尾置信下限。 

解：Step 1：从充分统计量或点估计出发找枢轴量 

由于

1

n

i

i

T X


 是 的充分统计量，

1

1
~ ( , )

n

i

i

T X n


   

枢轴量为
22 1

~ ( , ) (2 )
2

T
n n


  （非对称分布） 

Step 1：确定常数 

2

1

2
( (2 )) 1

T
P n 


    

Step 3：不等式改写 

2

1

2
( ) 1

(2 )

T
P

n

 
 

    

故 的置信度为(1 )% 的等尾置信下限为
2

1

2ˆ
(2 )

L

T

n


 

  

★ 〖等尾双侧置信区间与单侧置信区间的对照〗 
2


   

例：设样本 1, , nX X （大样本）是来自 (1, )B p ，求 p 的置信度为(1 )% 的等尾置

信区间。 

解：Step 1：从充分统计量或点估计出发找枢轴量 

由于

1

1 n

i

i

X X
n 

  是 的充分统计量， 
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为简化问题，找枢轴量需要用到中心极限定理： ~ (0,1)
(1 )

X p
AN

p p

n




 （渐近正态） 

枢轴量为 ~ (0,1)
(1 )

X p
AN

p p

n




 

Step 2：确定常数 

2 2
1

( ) 1
(1 )

X p
P u u

p p

n

  



   


 

Step 3：不等式改写 

21 (1 )
[ ( ) ]

1 2 2n

X X
p X

n n n

 



   


    （

2

2

1
u 


 ） 

由于n很大，故 的置信度为(1 )% 的等尾置信区间为 

2
1

(1 )
[ ]

X X
X u

n



  

★ 〖等尾双侧置信区间与单侧置信区间的对照〗 
2


   

 

★ 正态总体参数的置信区间 

1)求 的置信度为 1-的置信区间.  

（a）设方差 2 已知；(b) 设方差 2 未知 

2) 方差 2 的置信度 1 置信区间 

 (a) 设 已知    (b) 设 未知  

3） 两个总体均值差 21   的置信区间 

 (a) 设
2

2

2

1 , 均为已知 

 (b) 设 22

2

2

1   , 但 2 为未知. 

 (c) 设
2

2

2

1 , 均为未知, 且不知它们是否相等 

4) 两个总体方差比
2

2

2

1 / 的置信区间 
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总

体

均

值

的

区

间

估

计 

条件 枢轴量 双侧等尾置信区间 

1、正态总

体，方差已

知 

~ (0,1)
X

Z N
n






  

1 2 1 2,X u X u
n n

 

 
 

 
  

 
 

2、正态总

体，方差未

知 

~ ( 1)
X

T t n
S n


   

1 2 1 2,
S S

X t X t
n n

  

 
  

 
 

3、双正态总

体均值差， 

2

2

2

1 , 均已

知 

1 2 1 2

2 2

1 2

1 2

( ) ( )

~ (0,1)

X X
Z

n n

N

 

 

  


  

2 2

1 2
1 2 1 2

1 2

( )X X u
n n



 
     

4、双正态总

体均值差，

2

2

2

1   未

知 

1 2 1 2

1 2

1 2

( ) ( )

1 1

~ ( 2)

w

X X
T

S
n n

t n n

   




 

 

   2 2

2 1 1 2 2

1 2

1 1

2
w

n S n S
S

n n

  


 
 

 1 2 1 2 1 2

1 2

1 1
( 2) wX X t n n S

n n
       

5、双正态总

体均值差， 

2

2

2

1 , 均未

知（大样本） 

1 2 1 2

2 2

1 2

1 2

( ) ( )

~ (0,1)

X X
Z

S S

n n

AN

   


  

2 2

1 2
1 2 1 2

1 2

( )
S S

X X u
n n

     

6、、双正态

总体均值

差。小样本， 
2

2

2

1    

1 2 1 2

2 2

1 2

1 2

( ) ( )
~ ( )

X X
T t f

S S

n n

   




 

   

22 2
1 2

1 2
2 22 2

1 1 2 2

1 11 2

s s

n n
f

s n s n

n n







 

 
 
 

 

 
2 2

1 2
1 2 1 2

1 2

( )
S S

X X t f
n n

     
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例 1  设某糖厂用自动包装机包装糖果，包装好的糖果的重量服从正态分布，且由以往经验

知标准差为 0.015（kg）. 某日开工后在生产线上抽测 9袋，得数据 0.497，0.506，0.518，

0.524，0.488，0.511，0.510，0.515，0.512（kg），请估计生产线上包装机装箱糖果的期

望重量（取 1.0 ）.              

【 1 /2 / 0.509 1.645 0.015 / 9x u n     】 

例 2 已知一批零件的长度 X（单位： cm）服从正态分布 )1,(N ， 从中随机地抽取 16 个

零件，得到长度的平均值为 40（cm）, 则 的置信度为 0.95 的置信区间

是                  . 

（注：标准正态分布函数值 95.0)645.1(975.0)96.1(  ， ） 

例 3  假设 0.50, 1.25, 0.80, 2.00 是来自总体 X 的简单样本值. 已知 Y = ln X 服从正态分布

N( , ) 1 .  

(1) 求 X 的数学期望 EX (记 EX 为 b);                                      [ e1 2/ ] 

(2) 求的置信度为 0.95 的置信区间;                                    [-0.98, 0.98] 

(3) 利用上面结果求 b 的置信度为 0.95 的置信区间.                       [ e e0 48 148. ., ] 

7、总体服从

Bernoulli 分

布，大样本 

~ (0,1)
(1 )

X p
Z AN

p p

n





 

1 2

(1 )X X
X u

n



  

8、两个总体

独立，分别

服从

Bernoulli 分

布，大样本 

   1 2 1 2

1 1 2 2

1 2

~ (0,1)

(1 ) (1 )

X X p p
Z

AN

X X X X

n n





  


 


  1 2 1 2X X u      

总

体

方

差

的

区

间

估

计 

9、总体服从

正态分布，

 未知 

 
 

2

2 2

2

1
~ 1

n S
n 




   

   2 2

2 2

1 2 2

1 1
,

n S n S

  

  
 
  

 

10、两个正

态总体方差

比的区间估

计 

)1,1(~ 21
2

2

2

2

22

1   nnF
S

S
F




 

   

2 2 2 2

1 2 1 2

1 2 1 2 2 1 2

,
1, 1 1, 1

S S S S

F n n F n n 

 
 

     
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例 4 设 X X X
1 2 n
, , , 是正态总体 N ( , . ) 092

的大小为 n 的简单样本. 为使的 0.95的双

侧置信区间长度不超过 1.0, 则样本容量 n至少应该取多少? 请说明道理. 

例 5  为提高某一化学生产过程的得率, 试图采用一种新的催化剂. 为慎重起见, 在实验工厂先

进行试验. 设采用原来的催化剂进行了 n1 = 8 次试验, 得到得率的平均值 1x = 91.73, 样本方差

89.3
2

1 s . 又采用新的催化剂进行了 n2 = 8 次试验, 得到得率的均值 2x =93.75, 样本方差

02.4
2

2 s . 假设两总体都可认为服从正态分布, 且方差相等, 试求两总体均值差 21   的置

信度为 0.95 的单侧置信下限. 

例 6  研究由机器 A 和机器 B 生产的钢管的内径. 随机抽取机器 A 生产的管子 18 只, 测得

样本方差 )(34.0 22

1 mms  ; 抽取机器 B 生产的管子 13 只, 测得样本方差
2

2s = 0 29 2. ( )mm . 

设两样本相互独立, 且设由机器A、机器B生产的管子的内径分别服 ),( 2
21 N , ),( 2

22 N , 

这里 )2,1(, 2 iii  均未知. 试求方差比
2

2

2

1 / 的置信度为 0.90 的置信区间. 


