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第 10 周讲稿 

§ 4  Brown 运动的简单特性 

性质 1：定理：设随机过程 }0:{ tBt 满足 00 B . 那么 }0:{ tBt 是 Brown 运动当且

仅当它是 Gauss 过程,而且满足 ),min()(,0 tsBBEEB tst  。 

证明：必要性：若 }0:{ tBt 是 Brown 运动（ 00 B ），则 ),0(~ tNBt ，故 0tEB 。

当 ts  时，我们有 

),(),( stssts BBBBCovBBCov   

sBBBCovBBCov stsss  ),(),( ． 

可见一般地我们有 

),( ts BBCov = ）即）（ ),min(( tstsBBE ts  ． 

充分性：若 }0:{ tBt 是 Gauss 过程,而且满足 ),min()(,0 tsBBEEB tst  ， 

则 0,  ts ，有 0)(  st BBE     

||)(2)(2)( 222 sttsstBBEEBEBBBE ststst  ， 

而 22110 tsts  ，有 
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即它们的协方差为 0. 由于 Gauss 分布中分量相互独立等价于协方差为对角阵，故可知

}0:{ tBt 为独立增量过程，且 |)|,0(~ stNBB st  ，故 }0:{ tBt 为 Brown 运动。 

性质 2：设 }0:{ tBt 为 Brown 运动，则 

（1）（平移不变性） }0,{  tBB aat （ 0a 为常数）为 Brown 运动； 

（2）（尺度不变性） }0,{ t
c

Bct （ 0c 为常数）也是 Brown 运动； 

（3） }0,{ 1 ttB
t

（定义 0|}{ 01 t
t

tB ）为 Brown 运动。 

证明：利用性质 1 证明。 }0:{ tBt 为 Brown 运动，从而为 Gauss 过程，因此 }0,{  tBB aat

仍为 Gauss 过程，且 00)(;00   tBBEBB aataa 。而 
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故 }0,{  tBB aat （ 0a 为常数）为 Brown 运动。 

Brown 运动的轨道性质： 

性质 3：Brown 运动 }0,{ tBt 的轨道处处连续处处不可导。（不要求严格证明） 

性质 4：（Brown 运动的镜面对称性） 

),]0[( xBxtBrownP t 到达过，运动在 = ),]0[( xBxtBrownP t 到达过，运动在  

性质 5：Brown 运动 }0,{ tBt 的首达 a 的首达时 }:0min{ aBtT ta  的分布为 
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从而， aT 几乎处处有限（即 1)( aTP ）且 aET 。 

性质 6： s
ts
B

0
max 的密度函数为 0,

2

2
)( 2

max

2




ae
t

af t

a


． 

性质 7*：设 }0,{}0,{  txBtB t

x

t 为始于 x 的 Brown，则
x

tB 在 ),0( t 中至少有一个零点

的概率为 dueu
x

t

u
x




0

2

2

2
3

2

||


。（有兴趣的同学自己证明一下） 

（注意到 P(
x

tB 在 ),0( t 中至少有一个零点)= 0max(
0




x

s
ts
BP ）即可） 

性质 8*：（反正弦律）P(
x

tB 在 ),( ba 中没有零点)=
b

a
arcsin

2


.（有兴趣的同学自己证一下） 
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第六章   极限定理 

§ 1 大数定律与依概率收敛 

1. 依概率收敛 

定义  若随机变量序列 }{ nX 及随机变量 X 满足：:对任意 0 有 

0)(lim 


XXP n
n

，                          

则称 nX 依概率收敛于 X ，并记为 XX
P

n   

例  设独立同分布的随机变量序列 }{ n 均服从[0,a]上的均匀分布．则 

aP

n ),,max( 21   ． 

2. 性质 

性质 1（比较微积分的结论）：若  P

n ， )(xg 是连续函数，则 )()(  gg P

n  ．                                    

又若  P

n ， ba, 为常数，则 

aa P

n   ，  baba P

nn  ，  P

nn ． 

进一步，如果还有 0, n ，则 







P

n

n ． 

性质 2：如果 XX P

n  ，那么它也是依分布收敛的，即 XX D

n  （证明不做要求） 

性质 3： aX P

n  （常数）当且仅当 aX D

n  （或 aF ）； 

所以也当且仅当特征函数
 ia

X e
n

)( 。 

Slutsky 定理： 

例 (Slutsky 定理)： ,
L P

n nX X Y a  ,则
L

n nX Y X a   . 

证明：只需证明 , 0
L P

n nX X Y  ,则
L

n nX Y X  . 

法一（定义） x R  ， 0  ， 

( ) ( ) ( ,| | ) ( ,| | )

( ,| | ) (| | )

( ) (| | )

n nX Y n n n n n n n n

n n n n

n n

F x P X Y x P X Y x Y P X Y x Y

P X Y x Y P Y

P X x P Y

 

 

 

           

     

    

（1） 

同理 

( ) ( ,| | ) ( ,| | )

( ) (| | )

n n n n n

n n n

P X x P X x Y P X x Y

P X Y x P Y

    



         

    
             （2） 
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由（1）式得， lim ( ) ( )
n nX Y X

n
F x F x 


  ， 

由（2）式得， lim ( ) ( )
n nX Y X

n

F x F x 


   

令 0  ，则对 XF 的连续点 x ，有 ( ) ( )
n nX Y XF x F x  ，即

L

n nX Y X  。 

法二（特征函数）由于 0 0
P L

n nY Y   ，故 1ni Y
Ee


 ，从而 

| [ ( 1)] | [| 1|] 0n n ni X i Y i Y
E e e E e

  
     

故
( )

( ) [ ( 1)]n n n n n

n n

i X Y i X i X i Y

X Y Ee Ee E e e
     

      ( )i X

XEe     

即
L

n nX Y X  。 

 

3. 大数定律 

何谓大数定律？ 

}{ nX 满足大数定律： 0 ，有 1)|
11

(|lim
11

 





n

i

i

n

i

i
n
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n

X
n

P  

i.e. 0
11

11

Pn

i

i

n

i

i EX
n

X
n

 


 

（A）Chebyshev 大数定律与 Chebyshev 不等式： 

定理：（Chebyshev 大数定律）若 }{ nX 满足两两不相关，且方差一致有界（ i.e. 

iCXD i  ,)( ）, 则 }{ nX 满足大数定律。 

引理：（Chebyshev 不等式）对具有有限方差的随机变量 X，及任意的 0 有 

2
)(




DX
EXXP  。 

Chebyshev 不等式证明与应用 

例. 设随机变量 X 和 Y 的数学期望分别为 2 和 2, 方差分别为 1 和 4, 而相关

系数为0.5, 则根据切比雪夫（Chebyshev）不等式  )6|(| YXP      .          

【解】因为 022)( YXE ，故由切比雪夫不等式知， 

22 6

),(2)()(

6

)(
)6|)()((|)6|(|

YXCovYDXDYXD
YXEYXPYXP







12

1

36

4)5.0(241

36

)()(2)()(








YDXDYDXD XY
. 

（B）Khintchine 大数定律及其应用 
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定理（Khintchine 大数定律） 设 }{ nX 是相互独立同分布的随机变量序列，且其数学期望

为，则 }{ nX 服从大数定律，即 )(1 


n
n

XX Pn 


． 

证明 利用独立同分布性质，对于特征函数我们有 

n

XXX

n

XX
nnnn

)]([)()(
111





    

n

n
o

n
i )](1[





  ie ． 

应用举例（在统计中）。 

（B）Bernoulli 大数定律 

推论（Bernoulli 大数定律） 在事件 A 发生的概率为 p 的 n 次重复独立试验的 Bernoulli 概

型中，令 n 为 n 次重复中试验 A 发生的次数．我们有： p
n

P
n 


．    

§ 2 中心极限定理 

何谓中心极限定理？ 

}{ nX 满足中心极限定理： Rxxx

XD

EXX

P
n

i

i

n

i

i

n

i

i

n













)()

)(

(lim

1

11  

i.e. )1,0(

)(
1

11* N

XD

EXX

S
D

n

i

i

n

i

i

n

i

i

n 










  




n

i

iX
1

近似服从正态分布。 

（A）Levy- Lindeberg 中心极限定理 

定理（Levy- Lindeberg 中心极限定理）  设独立同分布随机变量序列 }{ nX 具有有限的数

学期望 iEX 和方差 02 iDX ，则 }{ nX 满足中心极限定理，即当 n 时有
*

nS  

)1,0(N
D

 。 

（应用于独立和的近似计算） 

注：1（Polya 定理） 设随机变量 X 分布函数 )(xFX 是连续函数 , 又随机变量序列

X

D

n FX  ．那么分布函数 )(xF
nX 一致收敛到 )(xFX .（不需要证明） 
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2. 若随机变量序列 nX 为独立同分布, nEX  且 ),2,1(2  nDX n  , 则 

0|
2

1
)(|sup

2

2

2

)(

1













 
nx

n

nu

n
x

due
n

xXXP 




 ． 

 

 

（B）De Moivre-Laplace 定理 

推论（De Moivre-Laplace）设 n 次独立的重复试验中，事件 A 在每次试验中出现的概率 p

（0<p<1），随机变量 A 为此 n 次试验中事件 A 出现的次数（即 A ～B(n,p)）．那么，对于

任意 Rx 有 












x z

A

n
dzexx

pnp

np
P 2

2

2

1
)()

)1(
(lim




， 

而且对于 x 是一致收敛． 

应用于二项分布的近似计算（注意与 Poisson 定理的区别）。 

例：已知 n 重贝努利试验中参数 p =0.75, 问至少应该做多少次试验，才能使试

验成功的频率在 0.74 和 0.76 之间的概率不低于 0.95 ?                       

【解】  由题设,求 n使 

95.0)01.0|75.0(|)76.074.0( 
n

P
n

P nn 
 

注意 n ~B( n , p ),故由 De Moivre-Laplace 定理得 

 

1)
)25.0(75.0

01.0(2)01.0|75.0(| 
n

n
P n 95.0  

即求 n使 

975.0)
)25.0(75.0

01.0(2 
n

 

即至少应该取 n使 

96.1
)25.0(75.0

01.0 
n

 

解得 .72031875.096.1 2 n  

（C）Liapunov 定理 

定理（Liapunov 定理） 设独立随机变量序列 }{ nX 的数学期望和方差分别为 iiEX  和
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2

iiDX  （ ,2,1i ），记 



n

i

inB
1

22
 ，如果满足以下的 Liapunov 条件：存在 0 ，

使得 

           0)(
1

lim 2

1
2

 



 




n

i

ii

n
n

XE
B

，                          

则对任意的 Rx 有 











x zn

i

ii

n
n

dzexX
B

P 2

1

2

2

1
))(

1
(lim


 ． 

 

注：实际上有更一般的结果 

定理（Lindeberg 中心极限定理）设独立随机变量序列{ }, ~ ( )
nn n XX X f x 的数学期望

和方差分别为 iiEX  和
2

iiDX  （ ,2,1i ），记 



n

i

inB
1

22
 ，如果 }{ nX 满足以

下的 Lindeberg 条件： 0  有 

           
2

2 2
1

1
lim ( ) ( ) 0

i

i n

n

i X
n

in x B

x f x dx
B

 




  

   ，                          

则对任意的 Rx 有 











x zn

i

ii

n
n

dzexX
B

P 2

1

2

2

1
))(

1
(lim


 ． 

 

（应用说明正态分布的广泛存在性） 

例  (随机模拟算法（Monte Carlo 方法）见教材。 

 


