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说明

题目解析见后。

点击链接可查看更多数学基础课程的近年考题：

https://github.com/mathsdream/THU-math-source。

一、(15 分)

设 X,Y 相互独立，均服从 U(0, n)，

(1) 求 P (X + Y ≤ 1)；

(2) 求 P (min (X,Y ) ≤ 1)；

(3) 令 W = X − [X]，其中 [X] 为 X 的整数部分，求 W 的分布。

二、(15 分)

设 X 服从参数为 λ 的指数分布，F (x) 为 X 的分布函数，F (3 ln 2) = 1
2
。

(1) 求 λ 的值；

(2) 求 P (X − EX >
√
DX)；

(3) 随机变量 X1, X2, · · · , Xn 相互独立，且与 X 同分布。令 Sn =
n∑

k=1

kXk，证明：
Sn

n(n+ 1)

P−→ 3

2
。

三、(10 分)

设 {Bt : t ≥ 0} (B0 = 0) 为标准布朗运动。

(1) 记 U = 2B1 +B2 −B3，求 U 的分布和 P (|U | ≤ DU)；

(2) 求 P (B3 ≤ 3|B1 = 1) 和 P (B1 ≤ 1|B3 = 3)。
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四、(15 分)

已知随机向量 (X,Y ) 的联合分布密度为

fX,Y (x, y) =

6y, 0 < y < x < 1

0, 其它

(1) 求 E(Y |X)；

(2) 求 X − Y 的分布；

(3) 求 E(X|X + Y < 1)。

五、(20 分)

设 X1, · · · , Xn 是正态总体 X ∼ N(0, σ2) 的一个样本，X̄ 为其样本均值，

(1) 求 X̄ 的矩母函数 MX̄(u) 和特征函数 φX̄(θ)；

(2) 求 E(2X1 + 3X2|X̄)；

(3) 证明： X1√
1

6
(X2 +X3 +X4)2 +

1

4
(X2 −X3)2

∼ t(2)；

(4) 统计量 T =

√
π
2

n

n∑
i=1

|Xi| 是否为 σ 的无偏估计？证明：
√
n (lnT − lnσ)

D−→ N(0,
π − 2

2
)。

六、(25 分)

设 X1, · · · , Xn 是总体 X 的一个样本，X 的密度函数为：

f(x; θ) =


1

θ
x

1
θ−1, 0 < x < 1

0, 其它

其中 θ > 0 为未知参数。

(1) 设统计量 T = −
n∑

i=1

lnXi，试问 T 是否为 θ 的充分统计量？是否为完备统计量？为什么？

(2) 证明：T ∼ Gamma(n, 1
θ
)；

(3) 求参数 θ 的最大似然估计 θ̂MLE，其是否为 θ 的 UMVUE？

(4) 构造枢轴量，并求出参数 θ 的置信水平为 1− α 的等尾置信区间；

(5) 考虑假设检验问题：H0 : θ = 1，H1 : θ = 2，进行显著性水平为 α 的似然比检验，给出拒绝

域的表达式。
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解析为个人做本卷时的第一思路，不代表最巧妙的解法，同时不保证完全无误，仅供参考。

一、

设 X,Y 相互独立，均服从 U(0, n)，

(1) 求 P (X + Y ≤ 1)；

(2) 求 P (min (X,Y ) ≤ 1)；

(3) 令 W = X − [X]，其中 [X] 为 X 的整数部分，求 W 的分布。

解析：

(1) X,Y 的联合密度函数为 fX,Y (x, y) = fX(x)fY (y) =
1

n2
，0 < x, y < n，所以

P (X + Y ≤ 1) =

∫ 1

0

∫ 1−x

0

1

n2
dydx =

1

2n2

(2)
P (min (X,Y ) ≤ 1) = 1− P (min (X,Y ) > 1)

= 1− P (X > 1, Y > 1)

= 1− P (X > 1)P (Y > 1)

= 1− (1− 1

n
)(1− 1

n
)

=
2

n
− 1

n2

(3) 先求 W 的分布函数：

FW (w) = P (W ≤ w) = P (X − [X] ≤ w)

=
n−1∑
k=0

P (k ≤ X ≤ k + w)

=
n−1∑
k=0

∫ k+w

k

1

n
dx

=
n−1∑
k=0

w

n
=

nw

n
= w (0 < w < 1)

所以 W 的密度函数为 fW (w) = 1，0 < w < 1，即 W ∼ U(0, 1)。

二、

设 X 服从参数为 λ 的指数分布，F (x) 为 X 的分布函数，F (3 ln 2) =
1

2
。

(1) 求 λ 的值；

(2) 求 P (X − EX >
√
DX)；

(3) 随机变量 X1, X2, · · · , Xn 相互独立，且与 X 同分布。令 Sn =
n∑

k=1

kXk，证明：
Sn

n(n+ 1)

P−→ 3

2
。
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解析：

(1) F (x) = 1− e−λx，所以 F (3 ln 2) = 1− e−3λ ln 2 =
1

2
，因此 λ =

1

3
。

(2)
EX =

1

λ
= 3, DX =

1

λ2
= 9

P (X − EX >
√
DX) = P (X > 6)

=

∫ ∞

6

1

3
e−

1
3
xdx

= e−2

(3)

ESn = E

(
n∑

k=1

kXk

)
=

n∑
k=1

kE(Xk) =
n∑

k=1

k · 3 = 3 · n(n+ 1)

2

DSn = D

(
n∑

k=1

kXk

)
=

n∑
k=1

k2D(Xk) =
n∑

k=1

k2 · 9 = 3 · n(n+ 1)(2n+ 1)

2

E

(
Sn

n(n+ 1)

)
=

3

2

D

(
Sn

n(n+ 1)

)
=

1

(n(n+ 1))2
3n(n+ 1)(2n+ 1)

2
=

3(2n+ 1)

2n(n+ 1)

由切比雪夫不等式：

P

(∣∣∣∣ Sn

n(n+ 1)
− 3

2

∣∣∣∣ > ϵ

)
≤ 3(2n+ 1)

2n(n+ 1)ϵ2
n→∞−−−→ 0

所以
Sn

n(n+ 1)

P−→ 3

2
。

三、

设 {Bt : t ≥ 0} (B0 = 0) 为标准布朗运动。

(1) 记 U = 2B1 +B2 −B3，求 U 的分布和 P (|U | ≤ DU)；

(2) 求 P (B3 ≤ 3|B1 = 1) 和 P (B1 ≤ 1|B3 = 3)。

解析：

(1) U = 2B1 +B2 −B3 = (2, 1,−1) (B1, B2, B3)
T
，而

(B1, B2, B3)
T ∼ N(µ,Σ) = N

0,


1 1 1

1 2 2

1 2 3




所以 U ∼ N(0, (2, 1,−1)Σ (2, 1,−1)
T
) = N(0, 5)。

P (|U | ≤ DU) = P (−DU ≤ U ≤ DU)

= P

(
−
√
5 ≤ U√

5
≤

√
5

)
= Φ(

√
5)− Φ(−

√
5)

= 2Φ(
√
5)− 1
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(2) 由独立增量性质，B3 −B1 与 B1 独立，且 B3 −B1 ∼ N(0, 2)，所以

P (B3 ≤ 3|B1 = 1) = P (B3 −B1 ≤ 2|B1 = 1)

= P (B3 −B1 ≤ 2)

= P

(
B3 −B1√

2
≤ 2√

2

)
= Φ(

√
2)

此外，由 (B1, B3) ∼ N(0, 0,
1√
3
, 1, 3)，所以 B1|B3 = 3 ∼ N(1,

2

3
)，因此

P (B1 ≤ 1|B3 = 3) = P

B1 − 1√
2
3

≤ 0√
2
3

|B3 = 3


= Φ(0) =

1

2

四、

设 (X,Y ) 的联合分布密度为

fX,Y (x, y) =

6y, 0 < y < x < 1

0, 其它

(1) 求 E(Y |X)；

(2) 求 X − Y 的分布；

(3) 求 E(X|X + Y < 1)。

解析：

(1)
fX(x) =

∫ x

0

fX,Y (x, y)dy =

∫ x

0

6ydy = 3x2 (0 < x < 1)

fY |X(y|x) = fX,Y (x, y)

fX(x)
=

2y

x2
(0 < y < x < 1)

E(Y |X = x) =

∫ x

0

yfY |X(y|x)dy =

∫ x

0

y · 2y
x2

dy =
2x

3

所以 E(Y |X) = 2X
3
。(2) 记 U = X − Y, V = X，则 X = V, Y = V − U，所以

fU,V (u, v) = fX,Y (v, v − u)

∣∣∣∣∂(X,Y )

∂(U, V )

∣∣∣∣
= 6(v − u) (0 < u < v < 1)

所以

fU (u) =

∫ 1

u

fU,V (u, v)dv =

∫ 1

u

6(v − u)dv

= 3(1− u)2 (0 < u < 1)
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(3)

E(X|X + Y < 1) =
E(X · IX+Y <1)

P (X + Y < 1)

=

∫ 1
2

0

∫ 1−y

y
x · 6ydxdy∫ 1

2

0

∫ 1−y

y
6ydxdy

=
1

2

五、

设 X1, · · · , Xn 是正态总体 X ∼ N(0, σ2) 的一个样本，X̄ 为其样本均值，

(1) 求 X̄ 的矩母函数 MX̄(u) 和特征函数 φX̄(θ)；

(2) 求 E(2X1 + 3X2|X̄)；

(3) 证明： X1√
1

6
(X2 +X3 +X4)2 +

1

4
(X2 −X3)2

∼ t(2)；

(4) 统计量 T =

√
π
2

n

n∑
i=1

|Xi| 是否为 σ 的无偏估计？证明：
√
n (lnT − lnσ)

D−→ N(0,
π − 2

2
)。

解析：

(1) X̄ ∼ N(0,
σ2

n
)，所以

MX̄(u) = exp
(
σ2u2

2n

)
, φX̄(θ) = exp

(
−σ2θ2

2n

)
(2) 由 (X1, · · · , Xn)

T 服从高斯分布和高斯分布的线性性，可以得到 (2X1 + 3X2, X̄) 服从二元正态

分布，参数为

E(2X1 + 3X2) = 0, E(X̄) = 0

D(2X1 + 3X2) = 13σ2, D(X̄) =
σ2

n

r(2X1 + 3X2, X̄) =
cov(2X1 + 3X2, X̄)√
D(2X1 + 3X2)D(X̄)

=
5
√
n√
13

由二元正态分布的条件分布结论得到 E(2X1 + 3X2|X̄) = 5X̄。

(3) 记
Y1 =

X1

σ
∼ N(0, 1)

Y2 =
X2 +X3 +X4√

3σ
∼ N(0, 1)

Y3 =
X2 −X3√

2σ
∼ N(0, 1)

同时，显然 (Y2, Y3) 呈高斯分布，而 Cov(Y2, Y3) = 0，所以 (Y2, Y3) 独立。所以

Z = Y 2
2 + Y 2

3 ∼ χ2(2)

而 Y1 与 Z 独立，所以

X1√
1

6
(X2 +X3 +X4)2 +

1

4
(X2 −X3)2

=
Y1√
Z/2

∼ t(2)
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(4)

E (|Xi|) =
√

2

π
σ

D (|Xi|) =
(
1− 2

π

)
σ2

所以 E(T ) =

√
π
2

n
· n ·

√
2

π
σ = σ，因此 T 是 σ 的无偏估计。

由中心极限定理，
√
n (T − σ)

D−→ N(0,
π − 2

2
σ2)，由 Delta 方法，取 g(x) = lnx，g′(σ) =

1

σ
，得到

√
n (lnT − lnσ)

D−→ N(0, g′(σ)2
π − 2

2
σ2) = N(0,

π − 2

2
)

六、

设 X1, · · · , Xn 是总体 X 的一个样本，X 的密度函数为：

f(x; θ) =


1

θ
x

1
θ−1, 0 < x < 1

0, 其它

其中 θ > 0 为未知参数。

(1) 设统计量 T = −
n∑

i=1

lnXi，试问 T 是否为 θ 的充分统计量？是否为完备统计量？为什么？

(2) 证明：T ∼ Gamma(n, 1
θ
)；

(3) 求参数 θ 的最大似然估计 θ̂MLE，其是否为 θ 的 UMVUE？

(4) 构造枢轴量，并求出参数 θ 的置信水平为 1− α 的等尾置信区间；

(5) 考虑假设检验问题：H0 : θ = 1，H1 : θ = 2，进行显著性水平为 α 的似然比检验，给出拒绝

域的表达式。

解析：

(1)

f(x1, · · · , xn; θ) =
n∏

i=1

f(xi; θ)

=
n∏

i=1

1

θ
x

1
θ−1
i I{0<xi<1}

=
1

θn
(

n∏
i=1

xi)
1
θ−1

n∏
i=1

I{0<xi<1}

=
1

θn
e−T ( 1

θ−1)

n∏
i=1

I{0<xi<1}

这是一个指数族，由此可知，T 是 θ 的充分完备统计量。

(2) 设 Yi = − lnXi，则

fYi
(yi) = fXi

(e−yi)

∣∣∣∣∂Xi

∂Yi

∣∣∣∣ = 1

θ
e−

yi
θ , yi > 0
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所以 Yi ∼ Exp( 1
θ
)，而 Y1, · · · , Yn 相互独立，所以

T =
n∑

i=1

Yi ∼ Gamma(n, 1
θ
)

(3)
lnL(θ) = −n ln θ − T (

1

θ
− 1)

∂ lnL(θ)

∂θ
= 0 ⇒ θ̂MLE =

T

n

已知 T 是 θ 的充分完备统计量。E(θ̂MLE) = θ，所以 θ̂MLE 是 θ 的无偏估计，同时 θ̂MLE 是 T 的

函数，所以 θ̂MLE 是 θ 的 UMVUE。
(4) 由 T ∼ Gamma(n, 1

θ
)，所以 2T/θ ∼ χ2(2n)，因此

P

(
χ2

α
2
(2n) <

2T

θ
< χ2

1−α
2
(2n)

)
= 1− α

P

(
2T

χ2
1−α

2
(2n)

< θ <
2T

χ2
α
2
(2n)

)
= 1− α

所以置信区间为

(
2T

χ2
1−α

2
(2n)

,
2T

χ2
α
2
(2n)

)
。

(5) 似然比 Λ =
L(2)

L(1)
= 2−ne

T
2，拒绝域为 W = {Λ ≥ c} = {2T ≥ d}，其中 c, d 是常数，则

P (2T ≥ d|θ = 1) = α

由 2T |θ = 1 ∼ χ2(2n)，所以拒绝域为
{
2T ≥ χ2

1−α(2n)
}
=

{
T ≥ 1

2
χ2
1−α(2n)

}
。


