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清华大学本科生考试试题专用纸 

考试课程   随机数学方法 （A 卷）   2012 年 1 月 7 日 

         学号：              姓名：             班级：            

注：在本试卷中，标准正态分布函数 看作已知函数。 

一. 填空题（32 分，每空 4 分，将计算结果直接写在横线上） 

(1) 某学校有 20%的同学参与日常锻炼。现在该校要组织马拉松比赛，在指定时间

前到终点的同学都有奖励。如果同学参加日常锻炼，则获奖的概率为 60%；如果同

学不参加日常锻炼，则获奖的概率为 15%。已知某同学在比赛中获奖，则他参加日

常锻炼的概率=            。 

(2) 已知 相互独立，且分别服从参数为 和 的泊松分布 ， 

则 =              。 

(3) 一只小猫陷入一个有四条道路的山洞中：沿第一条道路走 4 小时后可回到地面； 

沿第二条道路走 2 小时候返回山洞；沿第三条道路 3 小时后返回山洞；沿第四条道

路 7 小时后回到地面；假定小猫没有记忆，在山洞处，它每次都等可能的选择道路。

则小猫回到地面的时间的数学期望 =         。 

(4) 设 的联合概率密度函数为 ， 

则常数 =        ； =           。 

(5) 已知 是标准布朗运动，且 ， 

则 =         ; =       。 

(6) 某种型号的每个螺丝钉的质量为随机变量，其期望为 50 克，标准差为 5 克。若 

将 100 个螺丝钉放在一个袋子里，则这 100 个螺丝钉的总质量超过 5.1 千克的概率 

约为        。 

二.（15 分）设 相互独立 ,均服从参数为 的几何分布，求 

（1） 的分布； 

（2） 的特征函数 ； 

（3） 。 
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三．（10 分）设 相互独立 ,均服从参数为 的指数分布，求 

（1）试求 ； 

（2） 依概率收敛于多少，并给出证明。 

四．（15 分）设随机变量 服从 上的均匀分布，而在随机变量 的

条件下，随机变量 的条件分布为正态分布 ,  

（1）试分别求 、 及 ； 

（2）试证随机变量 与 相互独立。 

五．（16 分）设三维正态随机变量 X ， 

其中 ， ，令 Y = X ， 

（1）求 Y 的协方差矩阵； 

（2）分别求 和 ； 

（3）求常数 ，使得 与 相互独立； 

（4）求 。 

六．（12 分）某商场经过调研，发现男女顾客到达商场的人数分别服从每分钟 1人

和 2人的泊松过程，且男女顾客的到达过程相互独立，试求： 

（1）在 时间内有 3 位顾客到达，且在 时间内有 4 位女顾客到达的概率； 

（2）已知在 时间内有 4 人到达商场的条件下，在 时间内恰有 2 位女顾

客到达的概率。 
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清华大学本科生考试试题专用纸 

考试课程   随机数学方法 （A 卷）   2012 年 6 月 17 日 

         学号：              姓名：             班级：            

注：在本试卷中，标准正态分布函数 看作已知函数。 

一. 填空题（32 分，每空 4 分，将计算结果直接写在横线上） 

(1) 已知 10 个零件中有 7 个正品，3 个次品。每次任取一个进行不放回的检验，直

到找到所有的次品停止，则测试次数恰等于 4 的概率为=            。 

(2) 已知 相互独立，且分别服从参数为 , 和 的泊松分布( )，

则 =              。 

(3) 考虑随机变量 ，它的取值范围为 ， ， ，在事

件 出现的条件下， 在区间 内的任意一个子区间上取值的条件

概率正比于该子区间的长度，则 =         。 

(4) 设 的联合概率密度 ，考虑事件 ，则

=        ， =           。 

(5) 已知 是标准布朗运动，且 ，则 =         ， 

=       。 

(6) 设 独立均服从二项分布 ，则当 时，  

依概率收敛到：        。 

二.（10 分）设 相互独立且均服从参数为 的几何分布，考虑 ，

试求： 

（1） 的值； 

（2） 的特征函数 ； 

（3） 的特征函数 。 
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三．（12 分）设随机变量 服从参数为 的指数分布，而在随机变量  

的条件下，随机变量 的条件分布为正态分布 ，试求： 

（1）概率 ； 

（2） 和 。 

四．（15 分）已知 是强度为 的泊松过程， 表示第 个事件发生的

时刻，试求：  

（1）概率 ， ； 
（2）联合概率密度 ； 
（3） 的分布函数。 

五．（15 分）已知随机变量 ，随机变量 满足 ，

且 ，  独立，令 ，则 

（1）证明： ； 

（2）试求 ，并问 ， 是否独立，说明你的理由； 

（3）证明： 不服从正态分布。 

六．（16 分）设三维正态随机变量 ， ， 

，令 ， ， ，试求： 

（1） 的期望 和协方差矩阵 ； 

（2） 的概率密度 ； 

（3）常数 ，使得 与 相互独立； 

（4） 。 
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清华大学本科生考试试题专用纸 

考试课程   随机数学方法 （A 卷）   2013 年 1 月 7 日 

 

         学号：              姓名：             班级：            

 

注：在本试卷中，标准正态分布函数 看作已知函数。 

一. 填空题（40 分，每空 4 分，将计算结果直接写在横线上） 

(1) 设 ，且相互独立，则           。 

(2) 设随机变量 X服从参数为 的 Poisson 分布，其中 也是随机变量且与 X独立，

并服从两点分布： ，则        。 

(3) 若 服从区间[0，1]上的均匀分布，记 为标准正态分布的分布函数 的

反函数，则         。 

(4) 设 二 维 正 态 随 机 变 量 满 足 ， 则 概 率

           。 

(5) 设二维随机变量 的概率密度为  

则           。 

(6) 设X 和Y 的方差分别为1和9, 相关系数为 , 则 =       。 

(7) 设 独立同分布，且 ，则 的特征 

函数 =           。当 时， 依概率收敛到        。 

(8) 设 为标准 Brown 运动，记 ，则对 ， 

有 =        。 

(9) 设 为一对称简单随机徘徊， ，则        。 

 
第 1 页/共 2页 （A 卷） 

)(xF

)
2
1,4(~),

2
1,2(~ BYBX ==+= )4|1( YXXP

l l

8.0)2(,2.0)1( ==== ll PP =)(XE

U )(1 •F- )(•F

=£F- )
3
1)(( 1 UP

),( YX ,2== DXEX 1== DYEY

=>- )1( YXP

),( YX
ïî

ï
í
ì

>>=

+-

其他,0

,1,1,),( 2

1

yx
x
e

yxf
y

=),( YXCov

3
1 )2( YXD +

1 2, ,..., ,...nX X X !,2,1,)
3
2(

3
1)( 1

1 === - kkXP k
1X

)(qj ®¥n å
=

n

i
iXn 1

1

}0:{ ³tBt )10(1 ££-= ttBBW tt 10 ££ t

)( 2
tWE

}0,{ ³nX n 00 =X == ))(( 324 XXEXP



二.（10 分）有两枚硬币 A 与 B，A 为均匀硬币，硬币 B 出正面的概率为 ，在

时，抛硬币 A。如果出现正面，那么在 时还抛硬币 A，否则改抛硬币 B。一般

地，如果 时出现正面，则下一次就抛硬币 A，否则就改抛硬币 B。 

（1） 试求 时出现正面的概率 的递推表达式。 

（2） 若已知 时出现正面，问 时硬币出现正面的概率。 

三．（10 分）随机变量 的密度函数为  

(1) 设 是在对 的取值进行 5 次独立观察中 的取值小于 2 的观察次数，试求

的特征函数 。 

(2) 令 ,试求 的分布函数 ，并问 是否为连续型随机变量。 

四．（15 分）设随机变量 X与 Y的联合密度为：  

（1） 与 是否相互独立？为什么？ 

（2）求 。 

（3） 与 是否相互独立？为什么？ 

五．（10 分）顾客到达过程 是强度为 的 Poisson 过程， 表示第 i

个顾客到达的时刻。 

（1） 试求 的分布函数与密度函数。 

（2） 求条件概率 。 

六．（15 分）设三维正态随机变量 ，其中 ， 

，  

（1）记 ，试求概率 。 

（2） 与 是否相互独立，为什么？。 

（3）求常数 ，使得 与 相互独立。 
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清华大学本科生考试试题专用纸 

考试课程   随机数学方法 （A 卷）   2013 年 6 月 29 日 

 

         学号：              姓名：             班级：            

 

一. 填空题（40 分，每空 4 分，将计算结果直接写在横线上） 

(1) 设 P(B) > 0, P(C) > 0, P(A|B) = 0.6 , 且 B, C 独 立 ， 则 P(A|BC)P(C) +

P(A|BC/)P(C/) =          。  

(2) 设{B!, t ≥ 0}为标准 Brown 运动，则E((B" − 2B# + B$)#) =          ，

E(e%!|B$ = 8) =         。 

(3) 设独立随机变量X和Y的特征函数分别为φ&(θ) = e'()
"
#(

#
和φ*(θ) = e#'()

"
#(

#
，则

Z = X + 2Y的特征函数φ+(θ) =         ，概率密度函数f+(z) =         。 

(4) 设某种元件寿命X（单位：小时）对应的概率密度函数为f(x) = A
$,,
-# , x > 100,

0, x ≤ 100.
 

某个系统中装有三个这种元件，则在最初使用的 150 小时内至少有一个损坏的概率

为         。 

(5) 考虑相互独立的随机变量序列{X., k = 1,2,⋯	}，且X.服从参数为kλ的泊松分布

(λ > 0)，设Y = X" −
$
#X/，Z = X" +

$
#X/则DY =         ，P(Z = 2) =        。 

(6) 考虑随机变量X，它的取值范围为[0,2]，P(X = 0) = λ，且P(X ≤ x	|	0 < X ≤ 2) =

λx#，则P(X ≤ 1) =        。 

(7) 考虑离散型随机变量X，取值为1,2,⋯，已知P(X = 1) = 0.25，且P(X = n +

k	|	X > n) = P(X = k)，这里k = 1,2,⋯，n = 0,1,⋯，则EX =         。 
 
二．（6 分）袋中有 4 个球（只能是黑球或白球，且至少各有 1 个），取球 5 次（每

次取 1 个球，观察完球的颜色后立即放回），记录结果为观察到 3 次黑球，2 次白

球。利用贝叶斯公式，求袋中有 1 个黑球和 3 个白球的概率。 
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三.（16分）设X, Y分别服从参数为 1 和 2 的指数分布，且相互独立。记U = min	(X, Y)， 

V = R
1, X ≤ Y,
0, X > Y.

 

（1） 求EU和EV； 

（2） 求Cov(U, V)； 

（3） 设V$, V#, ⋯ , V0, V独立同分布，求W = ∑ V.
0
.1$ 的特征函数φ2(θ)。 

 

四．（16 分）设Z., k = 1,2,⋯独立同分布，且Z.~N(0,1)，且存在如下变换 

⎩
⎪⎪
⎨

⎪⎪
⎧ X$ =

1

√2
(Z$ − Z#),

X# =
1

√6
(Z$ + Z# − 2Z"),

X" =
1

√3
(Z$ + Z# + Z").

 

（1） 试证明：X$, X#, X"相互独立，且分别给出X$, X#, X"的概率密度函数； 

（2） 记V0 =
$
3∑ Z.

#0
.1$ ，试证明V0依概率收敛于 1； 

（3） 试求E(Z$|X#)。 

 

五．（10 分）设X., k = 1,2,⋯独立同分布，且X$的概率密度函数为 

f(x) = _e
)-4(, x ≥ θ,
0, x < θ.

 

（1） 求P(X$ > EX$)； 

（2） 令U0 = min$5.50(X.)，试求U0的概率分布函数。 

 

六．（12 分）顾客到达过程{N!, t ≥ 0}是强度为λ > 0的 Poisson 过程，T0为第n个顾

客到达的时刻 

（1） 对0 < t$ < t#，试求P(T$ ≤ t$, T# > t#)；  

（2） 求T$, T#的联合密度函数； 

（3） 求T# − T$的分布函数。 
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清华大学本科生期末考试试题
随机数学方法（kyky 年春）

学 号, 姓 名, 班 级,
（请在答题纸上抄下这段话：我承诺完全独立完成这份试卷。考试过程中，我不

会翻看或查阅任何书籍、资料，也不会通过任何方式向他人寻求帮助。）
（注：在本试卷中，标准正态分布 Φ(x) 看做已知函数；可以使用计算器，答案

精确到小数点后 2 位。）

一、试求解或证明以下问题（j8 分）：
RX 甲袋中有 4 只白球和 1 只黑球，乙袋中有 5 只白球，每次从甲乙两袋中随
机各取一球放入另一袋中，这样做了 4 次，求黑球出现在甲袋中的概率。

kX 随机变量 X 只取正偶数值，且概率 P (X = k) 与 k(k + 2) 成反比，求 X

的概率分布律。

jX 一个袋中装有 4 的球，球上分别有数字 2, 3, 4, 5，从中任取 2 个球，以 X

记取出两个球的数字和，求 X 的概率分布律。

9X 设 X 为取非负整数值的随机变量且 EX = 22.5，试求：
∑∞

n=0 P (X ≥ n)。

8X 一辆公共汽车上共有 15名乘客，每个乘客都等可能的在 6个车站中的任一
站下车，并且他们下车与否相互独立，又知公共汽车只有在有人下车时才
停车，求公共汽车停车次数的数学期望。

eX 考虑相互独立的随机变量序列 {Xk, k = 1, 2, · · · }，且 Xk 服从参数为 1
2k

的泊松分布，设 Y = X3 − 1
3X4, Z = X3 +

1
2X4，试求 DY, P (Z = 2)。

二、试求解或证明以下问题（jy 分）：
dX 考虑随机变量 X，它的取值范围为 [0, 1]，已知

P (X = 0) =
1

5
, P (X = 1) =

1

3
,

在事件 {0 < X < 1} 发生的条件下，X 在区间 [0, 1] 内的任意一个子区间
上取值的条件概率正比于该子区间的长度，试求 P (X ≤ 1

3)。

3X 设随机变量 (X, Y ) 的联合密度为

f(x, y) =
1

2x2y
, 1 ≤ x < ∞,

1

x
< y < x.

试求 X 和 Y 的边缘概率密度。

R



NX 设三维正态随机变量

X = (X1, X2, X3) ∼ N(µ,Σ), µ = (0, 0, 0)T , Σ =




1 1 1

1 2 2

1 2 3



 ,

（R）记 Y = X1+2X2+3X3，试求 P (|Y | ≤ 2DY )；（k）X2−X1 和 X3−X2

是否相互独立，并说明理由；（j）求常数 c 使得 X1 − cE(X1|X3) 与 X3 相
互独立。

三、试求解或证明以下问题（R8 分）：
RyX 设随机变量 X 服从参数为 λ 的泊松分布，且 λ 也是一个随机变量，服从
以下分布

P (λ = 1) = P (λ = 2) = P (λ = 3) =
1

3
.

请利用母函数方法求 X 的分布律。

RRX 已知 {Nt : t ≥ 0} 是强度为 λ > 0 的泊松过程，Tk 表示第 k 个事件发生
的时刻，试求：T2 − T1 的分布函数。

RkX 对于标准布朗运动 {Bt : t ≥ 0}，试求 E
(
|Bt − tB2|2

)
, 0 ≤ t ≤ 2。

k



清华大学本科生期末考试试题
随机数学方法（2021 年春 A 卷）

学 号: 姓 名: 班 级:
（注：在本试卷中，标准正态分布 Φ(x) 看做已知函数；可以使用计算器，答案

使用分数形式，或者精确到小数点后 2 位。）

一、试求解或证明以下问题（35 分）：

1. 指定甲乙两人，设 n 个人排成一排，求甲乙之间恰有 k 个人的概率。

2. 一袋中装有 5 个球，球上分别记有号码 1, 3, 5, 7, 9, 从中任意取 2 个球，以
X 记取出的球中的大的号码，求 X 的概率分布律。

3. 一批零件中有 6 个正品和 3 个次品，安装配件时，从这批零件中任取一个，
如果取出的是次品，则不再放回，再取一个零件，直到取到正品为止。求取
到正品以前已取出的次品数的概率分布律。

4. 设 X 为取正整数值的随机变量，且

P (X = n+ k | X > n) = P (X = k), k = 1, 2, · · · , n = 0, 1, · · · ,

试求 X 的概率分布律，并说明 X 是什么分布。

5. 设随机变量 X 取非负整数值，其分布律为

P (X = k) =
Cαk

(1 + α)k+1
, α > 0, k = 0, 1, 2, · · · .

求 EX。

6. 设 X 为取非负整数值的随机变量，且 EX = 100
3 ，试求

∞∑

n=1

P (X ≥ n).

7. 若 X1, X2, · · · , X9 为正的独立随机变量，服从相同分布，试求：

E

(
X1 +X2 + · · ·+X6

X1 +X2 + · · ·+X9

)
.

1



二、试求解或证明以下问题（30 分）：

8. 设随机变量 X ∼ N(0, 1)，试求 EXn。

9. 设相互独立的随机变量 X 与 Y 分别服从参数为 λ 与 µ 的指数分布，定义
一个如下的随机变量

Z =

{
1, X ≤ Y,

−1, X > Y.

求 EZ。

10. 任取以 R 为半径的圆周上的一点，将该点和圆周上其它点联接成的弦长记
为随机变量 X，求 X 的概率密度函数。

11. 设 Z1, Z2, Z3 独立同分布，且 Zk ∼ N(0, 1)，并有如下变换





X1 =
1√
2
(Z1 − Z2) ,

X2 =
1√
6
(Z1 + Z2 − 2Z3) ,

X3 =
1√
3
(Z1 + Z2 + Z3) .

（1）试证明：X1, X2, X3 相互独立；（2）试给出 X1, X2, X3 的概率密度函
数；（3）试求 E(Z1|X2)。

三、试求解或证明以下问题（15 分）：

12. 某商场经过调研，发现男女顾客到达商场的人数分别服从每分钟 1 人和 2

人的泊松过程，且男女顾客的到达过程相互独立，试求：（1）在 (0, t] 时间
内有 3 位顾客到达，且在 (0, 32t] 时间内有 4 位女顾客到达的概率；（2）已
知在 (0, t] 时间内有 4 人到达商场的条件下，在 (0, 12t] 时间内恰有 2 位女
顾客到达的概率。

13. 对于标准布朗运动 {Bt : t ≥ 0}，试求E
(
eB2 | B1 = x

)
, E ((B1 − B2)(B2 + B3))。

2



清华大学本科生期末考试试题
随机数学方法（2022 年春 A 卷）

学 号: 姓 名: 班 级:
（注：在本试卷中，标准正态分布 Φ(x) 看做已知函数；可以使用计算器，答案

使用分数形式，或者精确到小数点后 2 位。）

一、试求解或证明以下问题（35 分）：

1. 指定甲乙两人，设 n个人排成一个环形，问甲乙之间恰有 k 个人的概率（依
从甲到乙顺时针方向计数）。

2. 一副扑克牌（去掉大小王），共 52张（花形：黑红梅方、点数：A2345678910JQK），
任选 5 张牌，出现顺子（5 张点数相连，对花形没有限制）的概率是百分之
多少。

3. 两人相约于晚 7 点到 8 点间在某地会面，先到者等足 20 分钟便立即离去。
设两人的到达时刻在 7 点到 8 点间都是随机且等可能的。求两人能会面的
概率。

4. 设一个纺织工人照顾 600个纱锭，在一天中，每个纱锭断头的概率为 0.4%，
求在一天内断头次数不超过 5 的概率。

5. 一民航机场的送客汽车载有 10 位旅客，自机场开出，沿途有 8 个车站。如
到达一个车站没有旅客下车，就不停车。假设每个旅客在各个车站下车是
等可能的，以 X 表示停车次数，求 EX。

6. 一只小猫陷入一个有三条道路的山洞中：沿第一条道路走 3 小时后可回到
地面；沿第二条道路走 5 小时候后可回到地面；沿第三条道路 6 小时后返
回山洞。假定小猫没有记忆，在山洞处，它每次都等可能的选择道路。试估
计小猫回到地面的平均时间。

7. 设独立同分布随机变量序列 {Xn : n = 1, 2, · · · } 满足：

P (Xn = 1) = p ≥ 0, P (Xn = −1) = q = 1− p.

令 Yn =
∑n

k=1Xk，Y0 = 0。求 E(Yn+1|Yn) 的分布律。

1



二、试求解或证明以下问题（30 分）：

8. 设随机变量 X 的分布函数为

F (x) = A+B arctanx, −∞ < x < +∞.

求：(1)X 落在区间 (−1, 1) 的概率；(2)X 的概率密度函数。

9. 设随机变量 k 服从 (0, 5) 上的均匀分布，求方程

4x2 + 4kx+ k + 2 = 0

有实根的概率。

10. 设 Λ 的概率密度函数为 f(λ) = 1
λ2e−β/λ, λ > 0，其中 β 为正常数。给定

Λ = λ 时，X 服从参数为 λ 的指数分布，求 EX。

11. 设随机变量 X = (X1, X2)T 服从正态分布 N(µ,Σ)，其中

µ = (1, 2)T , Σ =

(
1 4

5
4
5 1

)
, Y =

(
3 2

2 3

)
X.

试求：（1）D(X2|X1) 和 E(Y2|Y1)；（2）试问 X2 − E(X2 | X1) 与 X1 是否
独立？并证明你的结论。

三、试求解或证明以下问题（15 分）：

12. 考虑复合泊松过程 {Xt : t ≥ 0}，即

Xt =
Nt∑

k=1

Yk,

其中 {Yk : k ≥ 1} 独立同分布且它们的母函数均为 η(s)，{Nt : t ≥ 0} 是
强度为 λ 的泊松过程，且 {Yk : k ≥ 1} 和 {Nt : t ≥ 0} 相互独立。求复合
泊松过程 {Xt : t ≥ 0} 的母函数 gX(t, s)。

13. 若 {Bt : t ≥ 0} 为布朗运动，试求 E(Bs | Bt = x)。

2



清华大学本科生期末考试试题
随机数学方法（2024 年春）

学 号: 姓 名: 班 级:
注记：（1）所有答案及过程，请务必写在答题纸上，写在试卷上不给分。（2）单选题和填空题只需给出
答案；解答题务必写出详细过程。（3）可以使用计算器，答案使用分数形式，或者保留 3 位有效数

字。（4）标准正态分布 Φ(x) 及其逆函数 Φ−1(x) 均可看做已知函数。

一、单选题（18 分）

1. 箱子中有 10 个球，6 白 4 红，随机地一个个取出不放回，则第 5 次取到红
球的概率为（ ）。

A. 0.3 B. 0.4 C. 0.5 D. 0.6

2. 一台机器，状态良好时产品的合格率为 95%，发生故障时产品合格率为 20%。
每次机器开动时，其状态良好的概率为 80%。若某次开动时生产出的第一
件产品是合格的，则机器状态良好状态的概率是（ ）。

A. 80% B. 85% C. 90% D. 95%

3. 设随机变量 X ∼ B(3, 0.2)，令 Y =

{
1, 若 X 为偶数,

−1, 若 X 为奇数.
则 EY =（ ）。

A. 0.125 B. 0.216 C. 0.25 D. 0.36

4. 老吴误入一个有三条道路的山洞中：沿道路一 1 小时回到地面；沿道路二
2小时返回山洞；沿道路三 4小时返回山洞。老吴记性不错，如果选错道路
返回山洞，他将不会再选这条路，则老吴回到地面的平均时间是（ ）。

A. 4 B. 5 C. 6 D. 7

5. 某商店上午 9 : 00 开门，顾客到来服从强度为每小时 6 人的泊松过程。则
在 9 : 00 ∼ 11 : 30 有 5 人到来的条件下，9 : 00 ∼ 9 : 30 仅有 1 人到来的概
率是（ ）。

A. 1.55% B. 13.53% C. 40.96% D. 61.03%

6. 对连续型随机变量X，已知 EX 存在且DX = 0，则 P (X = EX) =（ ）。

A. 0 B. 0.5 C. 1 D.不确定

二、填空题（27 分）

7. 已知事件 A, B，则 (A ∪B)− (A−B) = .

1



8. 将写有单词 “NEUROSCIENCE”的 12个字母的 12张卡片混合之后，从中
任意连续的抽取 7张，则排列顺序恰为 “SCIENCE”的概率为 。

9. 有 m 枚正品硬币（正面国徽、背面面值）和 n 枚次品硬币（两面均为国
徽）。正品无论如何抛掷，获得国徽和面值的概率均为 1/2。任取 1 枚硬币，
抛掷 r 次，每次都得到国徽，则这枚硬币是正品的概率为 。

10. 设X 服从泊松分布，已知 P (X = 2) = P (X = 3)，则 P (X = 4) = 。

11. 设 X ∼ Ge(p), Y ∼ N(µ, σ2)，则 X 的母函数 gX(s) = ，Y 的特
征函数 ϕY (θ) = 。

12. 考虑随机变量 X，它的取值范围为 [−1, 1]，已知

P (X = −1) =
1

6
, P (X = 1) =

1

4
,

在事件 {−1 < X < 1}发生的条件下，X 在区间 (−1, 1)内的任意一个子区
间上取值的条件概率正比于该子区间的长度，则 P (X ≤ 1

2) = 。

13. 设 (X, Y ) 服从 {(x, y) | x2 + y2 ≤ 1} 上的均匀分布，则 Cov(X, Y ) =

。

14. 某机器在进行加法计算时，先对所有加数取整。设所有的取整误差是相互
独立且服从 (−0.5, 0.5] 上的均匀分布。现将 2000 个数相加，则总误差的绝
对值超过 10 的概率为 。

三、解答题（35 分）

15. 考虑强度为 λ的泊松过程 {Nt : t ≥ 0}。相应的，我们可以给出另一组随机
过程 {Xn : n = 1, 2, · · · }，它给出泊松过程中第 n 个信号的发生时间。求
EXn 和 DXn。

16. 已知

X = (X1, X2, X3) ∼ N(µ,Σ), µ = (0, 0, 0)T , Σ =




1 1 1

1 2 2

1 2 3



 ,

（1）记 Y = X1+2X2+3X3，试求 P (|Y | ≤ 2DY )；（2）X2−X1 和 X3−X2

是否相互独立，并说明理由；（3）求常数 c 使得 X1 − cE(X1|X3) 与 X3 相
互独立。

17. 设 {B(t), t ≥ 0} 为标准布朗运动，则：（1）试求 E
(
|Bt − tB2|2

)
, 0 ≤ t ≤

2。（2）对 0 ≤ t1 < t < t2，给定 B(t1) = a, B(t2) = b, B(0) = 0，试求
E (B(t) | B(t1) = a, B(t2) = b)。

2



清华大学本科生期末考试试题
随机数学方法（2025 年春）

学 号: 姓 名: 班 级:
注记：（1）所有答案及过程，请务必写在答题纸上，写在试卷上不给分。（2）单选题和填空题只需给出
答案；解答题务必写出详细过程。（3）可以使用计算器，答案使用分数形式，或者保留 3 位有效数

字。（4）标准正态分布 Φ(x) 及其逆函数 Φ−1(x) 均可看做已知函数。

一、单选题（18 分）

1. 已知事件 A, B，则 (A ∩ B) ∪ (A−B) =（ ）。

A. A B. B C. A ∪ B D. A ∩ B

2. 小明投篮命中率为 0.3，且每次投篮相互独立。设 X 表示小明第一次命中所需的投篮次数，
则 P (X ≤ 3) 的值为（ ）。

A. 0.3 B. 0.51 C. 0.657 D. 0.973

3. 甲、乙两人约定在晚上 18 : 00 到 19 : 00 之间随机到达某地见面，并约定：（1）先到者最
多等待 15 分钟，若对方未到则离开；（2）两人的到达时间在该小时内均匀分布，且相互
独立。则两人能成功会面的概率是（ ）。

A.
1

16
B.

3

16
C.

5

16
D.

7

16
.

4. 某电商平台使用 AI 模型识别虚假评论：（1）在所有评论中，真实评论占 95%，虚假评论
占 5%。（2）如果一条评论是虚假的，AI模型有 90%的概率能正确识别。（3）如果一条评
论是真实的，AI 模型有 8% 的概率误判为虚假。现在，AI 模型判定某条评论为虚假评论，
则这条评论确实是虚假评论的概率约为（ ）。

A. 25% B. 37% C. 50% D. 72%

5. 设 (X, Y ) 在区域 {(x, y) | 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ x} 上服从均匀分布，定义 Z = X + Y。则
E(Z | Y = 0.5)=（ ）。

A. 0.75 B. 1.0 C. 1.25 D. 1.5

6. 设 {B(t), 0 ≤ t ≤ 2} 为标准布朗运动，则 E
((

Bt − t
2B2

)2)=（ ）。

A. t− 1

2
t2 B. 2t− t2 C.

1

2
t D. t2

二、填空题（27 分）

7. 从一副标准的 52张扑克牌（不含大小王）中随机抽取 5张牌，则恰好拿到两对（即 5张牌中
有 2个不同的点数各出现 2张，剩下的 1张牌的点数与这两对都不同）的概率为 。

8. 袋中装有 3n 个白球和 3n+ 1 个黑球，随机地一次取出 n+ 1 个球，发现都是同一种颜色
的。则此时这种颜色是黑色的概率为 。
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9. 某小区班车搭载 10 位居民从小区出发，沿途经过 8 个站点。每位居民独立地：（1）在前
1 ∼ 7 站下车的概率均为 0.1；（2）在最后的第 8 站下车的概率为 0.3。如果某站没有居民
选择下车，班车将不停靠该站。设 X 为班车的实际停靠次数，则 EX = 。

10. 已知离散随机变量 X ∼ B(1, p)，则它的熵 H(X) = 。

11. 设离散随机变量 X 的概率分布为 P (X = k) = 1
e ·

1
(k−1)! , k = 1, 2, 3, · · ·，则 X 的母函数

gX(s) = 。

12. 设 X, Y 独立同分布于参数 λ = 3
2 的指数分布，若 Z =

{
3X + 1, X ≥ Y,

6Y, X < Y.
则 EZ =

。

13. 若某分子运动速度的绝对值 X 服从麦克斯韦分布，其概率密度为 f(x) =
√
2x2
√
π e−

x2

2 , x > 0，
则该分子动能 Y = 1

2mX2 (m > 0) 的概率密度为 。

14. 考虑随机变量 X，它的取值范围为 [−2, 2]，已知 P (X = −2) = 1
8 , P (X = 2) = 1

4，在事件
{−2 < X < 2} 发生的条件下，X 的条件概率密度函数为 fX|−2<X<2(x) =

3
32(4 − x2)，则

P (X ≤ 1) = 。

15. 某气象站用传感器测量每日降雨量（单位：毫米），但由于仪器精度限制，测量值会四舍
五入到最接近的整数。假设所有测量值的舍入误差相互独立且服从 [−0.5, 0.5) 上的均匀分
布。若该气象站连续观测 2500 天的降雨量，则累计舍入误差的绝对值超过 20 毫米的概率
为 。

三、解答题（35 分）

16. 某云服务器的 API接口接收外部请求，请求到达服从强度为每分钟 0.2次（即平均每 5分
钟 1次请求）的泊松过程。服务器从 00 : 00开始记录，试求以下概率：（1）00 : 00 ∼ 00 : 05

无请求到达；（2）已知 00 : 00 ∼ 00 : 05 无请求到达的条件下，00 : 05 ∼ 00 : 10 仍无请求
到达；（3）00 : 00 ∼ 00 : 05 收到 1 次请求，而 00 : 00 ∼ 00 : 15 共收到 3 次请求；（4）已
知 00 : 00 ∼ 00 : 15 共收到 4 次请求的条件下，00 : 00 ∼ 00 : 05 恰好收到 2 次请求。

17. 设随机变量 (X, Y ) 的密度函数为

f(x, y) =

{
12
7 x(x+ y), 0 < x, y < 1,

0, 其他.

令 U = min(X, Y ), V = max(X, Y )，试求 (U, V ) 的联合密度函数。

18. 已知 Z1, Z2, Z3 独立同分布，且 Zk ∼ N(0, 1)。考虑变换 X = AZ + µ，且

A =





1√
3

1√
2

1√
6

1√
3

− 1√
2

1√
6

1√
3

0 − 2√
6



 , µ =




−1

2

0



 .

（1）试证明 X1, X2, X3 相互独立；（2）试给出 X1, X2 的联合概率密度函数；（3）试求
E(Z1 | X3)。
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