
2023 年春季《高等微积分 2》期末考试参考解答

本试卷分两页, 共七道试题, 其中第 1 题 10 分, 其余每题 15 分.

1 (1) 叙述高斯 (Gauss) 公式与斯托克斯 (Stokes) 公式.

(2) 给定 R3 上的向量场 F = (cosx sin y cos z, sinx cos y cos z, sinx sin y sin z), 判断是
否存在光滑函数 ϕ(x, y, z), 使得 ∇ϕ = F. 若不存在, 请说明理由; 若存在, 请找出 ϕ.

解. (1) Gauss 公式: 设三维有界闭区域 Ω 的边界 ∂Ω 是分块光滑的曲面, 取指向 Ω

外面的定向. 设 P,Q,R 是 Ω 上的 C1 光滑函数, 则有∫∫
∂Ω

Pdydz +Qdzdy +Rdxdy =

∫∫∫
Ω

(
∂P

∂x
+

∂Q

∂y
+

∂R

∂z

)
dxdydz.

Stokes 公式: 设定向曲面 S 的边界 ∂S 是分段光滑的, 按照右手法则对 ∂S 规定一个

定向, 把取好这个定向的边界记作 ∂S+. 设 P,Q,R 是 S 上的 C1 光滑函数, 则有∮
∂S+

Pdx+Qdy+Rdz =

∫∫
S

(
∂R

∂y
− ∂Q

∂z

)
dydz+

(
∂P

∂z
− ∂R

∂x

)
dzdx+

(
∂Q

∂x
− ∂P

∂y

)
dxdy.

(2) 不存在 ϕ(x, y, z) 使得 ∇ϕ = F. 否则的话, 应该有 ∇× F = ∇× (∇ϕ) = 0, 但直
接计算可得

∇× F = det


i j k

∂x ∂y ∂z

cosx sin y cos z sinx cos y cos z sinx sin y sin z


= (2 sinx cos y sin z, ∗, ∗)

̸= 0,

矛盾!
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2 (1) 求出二元函数 f(x, y) = 3xy − x3 − y3 + 3 的所有极值点.

(2) 设 a = (a1, . . . , an) 是光滑函数 f(x1, . . . , xn) 在约束条件 x1 + · · ·+ xn = 0 下的

条件极大值点. 证明:
∂f

∂x1
(a) = ∂f

∂x2
(a) = · · · = ∂f

∂xn
(a).

证明: (1) f 有唯一的极值点 (1, 1).

f 的临界点方程为

f ′
x = 3y − 3x2 = 0, f ′

y = 3x− 3y2 = 0,

结合起来可得 x = y2 = x4, 解得 f 的全部临界点为 (0, 0), (1, 1).

f 的海瑟矩阵为

Hf =

(
−6x 3

3 −6y

)
.

在 (0, 0) 处 Hf =

(
0 3

3 0

)
对应的二次型为 6h1h2 是不定的, 可知 (0, 0) 不是 f 的

极值点. 在 (1, 1) 处 Hf =

(
−6 3

3 −6

)
是负定的 (因为 −Hf 的顺序主子式都大于

零), 可知 (1, 1) 是 f 的极大值点.

(2) 利用 Lagrange 乘子法, 存在实数 λ 使得 (a, λ) 是 Lagrange 辅助函数

L(x, λ) = f(x1, . . . , xn)− λ(x1 + · · ·+ xn)

的临界点, 即满足如下的临界点方程:

∂f

∂xi
− λ = 0, ∀1 ≤ i ≤ n,

这就得到
∂f

∂x1
(a) = ∂f

∂x2
(a) = · · · = ∂f

∂xn
(a).
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3 (1) 在区间 [0, 1) 上求解常微分方程初值问题:
y′′ − y = 4e−x

y(0) = 0,

y′(0) = 0.

(2) 设 f : R → R 是 C1 光滑映射, 且满足

f(x) = x2 +

∫ x

0
(x− t)f ′(t)dt, ∀x ∈ R.

请确定 f(x), 需要证明你的结论.

解. (1) 先解齐次方程 y′′ − y = 0, 其特征方程为 λ2 − 1 = 0, 有两个特征根 λ = ±1,
得到齐次 ODE 两个线性无关解 ϕ1(x) = e−x, ϕ2(x) = ex.

再用常数变易法求非齐次方程 y′′ − y = f(x) 的一个特解 y(x) = C1(x)ϕ1(x) +

C2(x)ϕ2(x), 这里 f(x) = 4e−x. 为保证 y(x) 是特解, 只需(
ϕ1 ϕ2

ϕ′
1 ϕ′

2

)(
C ′
1

C ′
2

)
=

(
0

f

)
,

解得

C1(x) =

∫
−ϕ2f

ϕ1ϕ′
2 − ϕ′

1ϕ2
dx,

C2(x) =

∫
ϕ1f

ϕ1ϕ′
2 − ϕ′

1ϕ2
dx,

具体算出

C1(x) =
1

2

∫
−ex · 4e−xdx = −2x+ C1,

C2(x) =
1

2

∫
e−x · 4e−xdx = −e−2x + C2,

结合起来的到非齐次方程 y′′ − y = 4e−x 的所有解为

y(x) = (−2x+ C1)e
−x + (−e−2x + C2)e

x = C1e
−x + C2e

x − (2x+ 1)e−x.
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结合初值条件 y(0) = y′(0) = 0, 解得 C1 = 0, C2 = 1, 即所求初值问题的解为

y(x) = ex − (2x+ 1)e−x.

(2) 显然 f(0) = 0, 用分部积分化简, 得到

f(x) = x2 + (x− t)f(t)
∣∣t=x

t=0
+

∫ x

0
f(t)dt = x2 +

∫ x

0
f(t)dt,

求导得到

f ′(x) = 2x+ f(x).

令 f(x) = C(x)ex, 代入上式可得 C ′(x) = 2xe−x, 从而有

C(x) = C(0) +

∫ x

0
2xe−xdx = −2xe−x − 2e−x + 2,

进而得到

f(x) = −2x− 2 + 2ex = 2ex − 2x− 2.

4 (1) 设 L 为 R3 中的曲线, 其上有如下对称性: 设线性映射 Φ : R3 → R3 为

Φ(x, y, z) = (a11x+ a12y + a13z, a21x+ a22y + a23z, a31x+ a32y + a33z)

其中 A = (aij) 是正交矩阵, 即满足 ATA = I3. 已知 Φ 将 L 双射成 L 自身. 证明: 对
任何连续函数 f : R3 → R 有 ∫

L
fds =

∫
L
(f ◦ Φ) ds.

(2) 设曲线 L = {(x, y, z)|x2 + y2 + z2 = 1, x + 2y + z = 0}. (利用对称性) 计算第一
型曲线积分 ∫

L
(2x2 + x+ y2 + y)ds.
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解. (1) 取 L 的参数化 γ : [a, b] → L, 则 β = Φ ◦ γ : [a, b] → L 也是 L 的参数化. 可
利用后者来计算第一型曲线积分∫

L
fds =

∫ b

a
f(β(t))

»
β′(t)Tβ′(t)dt

=

∫ b

a
f(β(t))

»
γ′(t)TATAγ′(t)dt

=

∫ b

a
f(Φ(γ(t)))

»
γ′(t)Tγ′(t)dt

=

∫
L
f ◦ Φds.

(2) L 上有对称性 (x, y, z) → (−x,−y,−z), 可得
∫
L xds = 0 =

∫
L yds. 另外还有对称

性 (x, y, z) → (z, y, x), 可得
∫
L x2ds =

∫
L z2ds. 由此可得∫

L
(2x2+x+y2+y)ds =

∫
L
(2x2+y2)ds =

∫
L
(x2+y2+z2)ds =

∫
L
1ds = length(L) = 2π.

5 (1) 令 [0, 1]n = {(x1, . . . , xn)|0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, . . . , n}, 求如下 n 重积分的值:∫
· · ·
∫
[0,1]n

x1 + · · ·+ xn
n

dx1 · · · dxn.

(2)设 f : R → R是连续函数,令 D = {(x, y)|0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 1}.令 u = x+y, v =

y 结合换元公式证明:∫∫
D
f

(
x+ y

2

)
dxdy =

∫ 1

0
uf
(u
2

)
du+

∫ 2

1
(2− u)f

(u
2

)
du.

解. (1) 直接化成累次积分, 可得∫
· · ·
∫
[0,1]n

x1dx1 . . . dxn =

∫
[0,1]n−1

dx2 · · · dxn
∫ 1

0
x1dx1 =

1

2
.

类似的有 ∫
· · ·
∫
[0,1]n

xidx1 . . . dxn =
1

2
,

进而得到 ∫
· · ·
∫
[0,1]n

x1 + · · ·+ xn
n

dx1 · · · dxn =
1

n
· n · 1

2
=

1

2
.
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(2) 令 u = x+ y, v = y, 则 x = u− v, y = v, 当 (x, y) ∈ D 时可得对 u, v 的限制为

0 ≤ u− v ≤ 1, 0 ≤ v ≤ 1,

即 0 ≤ v ≤ u ≤ v + 1 ≤ 2, 这等价于

0 ≤ u ≤ 2, max{0, u− 1} ≤ v ≤ min{1, u}.

利用换元公式可得 ∫∫
D
f

(
x+ y

2

)
dxdy

=

∫∫
0≤v≤u≤v+1≤2

f(
u

2
) ·
∣∣ det

(
1 −1

0 1

)∣∣ · dudv
=

∫ 2

0
f(

u

2
)du

∫ min{1,u}

max{0,u−1}
dv

=

∫ 1

0
f(

u

2
)du

∫ u

0
dv +

∫ 2

1
f(

u

2
)du

∫ 1

u−1
dv

=

∫ 1

0
uf
(u
2

)
du+

∫ 2

1
(2− u)f

(u
2

)
du.

6 设函数 f(x), g(x) 在 (−∞,+∞) 上具有连续的二阶导数, f(0) = g(0) = 1, 且对 Oxy

平面上任何定向的简单闭曲线 C 都有∫
C

[
y2f(x) + 2yex − 8yg(x)

]
dx+ 2 [yg(x) + f(x)] dy = 0.

求函数 f(x), g(x).

解. 设 C 围成的有界区域为 D, 则利用格林公式可得

0 =

∫
C

[
y2f(x) + 2yex − 8yg(x)

]
dx+ 2 [yg(x) + f(x)] dy

=

∫∫
D

(
∂

∂x
2 [yg(x) + f(x)]− ∂

∂y

[
y2f(x) + 2yex − 8yg(x)

])
dxdy

= 2

∫∫
D

(
y(g′(x)− f(x)) + f ′(x)− ex + 4g(x)

)
dxdy.
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记 F (x, y) = y(g′(x)− f(x)) + f ′(x)− ex + 4g(x), 它是连续函数, 上式表明对任何点
a, 在以 a 为圆心的任何闭圆盘上 F 的积分都等于零. 若 F (a) ̸= 0, 不妨设 F (a) > 0,
由连续性可知存在正数 r, 使得在以 a 为圆心 r 为半径的闭圆盘 D 处处有 F ≥ F (a)

2 ,
从而有 ∫∫

D
Fdxdy ≥

∫∫
D

F (a)
2

dxdy =
F (a)
2

πr2 > 0,

矛盾! 所以 F 恒等于零, 即对任何 x, y ∈ R 都有

y(g′(x)− f(x)) + f ′(x)− ex + 4g(x) = 0.

取 y = 0得到 f ′(x)−ex+4g(x) = 0;代回上式得到对任何 y 都有 y(g′(x)−f(x)) = 0,
因而 g′(x) = f(x). 这样, 有

g′(x) = f(x), f ′(x)− ex + 4g(x) = 0,

得到 g(x) 满足 ODE
g′′ + 4g = ex.

二阶线性齐次 ODE y′′ + 4y = 0 的两个线性无关解为 sin 2x, cos 2x. 利用常数变易法
(或经直接观察) 可得上述非齐次方程有特解 1

5e
x. 由此可得

g(x) =
1

5
ex + C1 cos 2x+ C2 sin 2x, f(x) =

1

5
ex − 2C1 sin 2x+ 2C2 cos 2x,

结合 f(0) = g(0) = 1 得到 C1 =
4
5 , C2 =

2
5 , 从而本题所求的 f, g 为

f(x) =
1

5
ex − 8

5
sin 2x+

4

5
cos 2x, g(x) =

1

5
ex +

4

5
cos 2x+

2

5
sin 2x.

7 (1) 设 S 是 R3 中封闭的光滑曲面, 取指向外部的定向, 每点 (x, y, z) ∈ S 处 S 的单

位外法向量为 n(x, y, z), 记 S 围成的区域为 Ω. 证明: 对 Ω 上的光滑函数 f, g, 有∫∫
S
f
∂g

∂ndS =

∫∫∫
Ω
(∇f · ∇g + f∆g) dxdydz,

其中 ∂g
∂n 表示 g 对方向 n 的方向导数, ∆g = ∂2g

∂x2 + ∂2g
∂y2

+ ∂2g
∂z2

.
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(2)设 S,Ω如前一小问所述,已知坐标原点在 S 的内部.用 r表示每点 (x, y, z)到原点

的距离,即 r =
√
x2 + y2 + z2. 设光滑函数 u在 Ω中每点处都满足 ∂2u

∂x2 +
∂2u
∂y2

+ ∂2u
∂z2

=

0. 利用第 (1) 小问的结论, 计算如下积分

I =

∫∫
S

[
u
∂

∂n

(
1

r

)
− 1

r
· ∂u
∂n

]
dS.

解. (1) 记 n = (nx, ny, nz), 利用 Gauss 公式可得∫∫
S
f
∂g

∂ndS

=

∫∫
S
(fgx, fgy, fgz) · (nx, ny, nz)dS

=

∫∫
S
fgxdydz + fgydzdx+ fgzdxdy

=

∫∫∫
Ω

(
∂(fgx)

∂x
+

∂(fgy)

∂y
+

∂(fgz)

∂z

)
dxdydz

=

∫∫∫
Ω
(∇f · ∇g + f∆g) dxdydz.

(2) 取正数 ϵ 足够小, 令 V = Ω\Bϵ(0). 记 v = 1
r , 它是 V 上的光滑函数, 且在 V 上处

处都有 ∆v = 0. 对 Bϵ(0) 的边界 Sϵ 取指向 Bϵ(0) 的定向, 利用 Gauss 定理可得∫∫
S

[
u
∂

∂n

(
1

r

)
− 1

r
· ∂u
∂n

]
dS −

∫∫
Sϵ

[
u
∂

∂n

(
1

r

)
− 1

r
· ∂u
∂n

]
dS

=

∫∫
∂V

[
u
∂

∂n

(
1

r

)
− 1

r
· ∂u
∂n

]
dS

=

∫∫
∂V

(uvx − vux)dydz + (uvy − vuy)dzdx+ (uvz − vuz)dxdy

=

∫∫∫
V

(
∂

∂x
(uvx − vux) +

∂

∂y
(uvy − vuy) +

∂

∂z
(uvz − vuz)

)
dxdydz

=

∫∫∫
V
(u∆v − v∆u) dxdydz

=0,

即有

I =

∫∫
Sϵ

[
u
∂

∂n

(
1

r

)
− 1

r
· ∂u
∂n

]
dS.
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在 Sϵ 上, 有 n = (xϵ ,
y
ϵ ,

z
ϵ ), 由此可得∫∫

Sϵ

[
u
∂

∂n

(
1

r

)
− 1

r
· ∂u
∂n

]
dS

=

∫∫
Sϵ

−1

ϵ2
udS − 1

ϵ

∫∫
Sϵ

uxdydz + uydzdx+ uzdxdy

=− 1

ϵ2

∫∫
Sϵ

udS − 1

ϵ

∫∫∫
x2+y2+z2≤ϵ2

∆udxdydz

=− 1

ϵ2

∫∫
Sϵ

udS.

利用 u 在 (0, 0, ) 处的连续性可得

I = lim
ϵ→0+

∫∫
Sϵ

[
u
∂

∂n

(
1

r

)
− 1

r
· ∂u
∂n

]
dS

= lim
ϵ→0+

(
− 1

ϵ2

∫∫
Sϵ

udS

)
= −4π · u(0, 0, 0).
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