
2023 年秋季《高等微积分 1》期中试卷

2023 年 11 月 18 日 9 : 50− 11 : 50

本试卷分两页, 共七道试题, 其中第 1 题 10 分, 其余每题各 15 分.

1 (1) 计算函数极限

lim
x→0+

(
(

√
x

2
)me1/

√
x

)
的值, 其中 m 是给定的实数.

(2) 求函数 (1 + x)1/x 的导函数与二阶导函数.

证明: (1) 令 1√
x
= y, 利用复合极限定理可得

lim
x→0+

(
(

√
x

2
)me1/

√
x

)
= lim

y→+∞

ey

(2y)m
.

熟知 lim
y→+∞

(2y)m

ey = 0, 可得所求的极限

lim
x→0+

(
(

√
x

2
)me1/

√
x

)
= +∞

或者说所求的极限不存在.

(2) 记 f(x) = (1 + x)1/x = e
ln(1+x)

x

利用链式法则可得

f ′(x) = e
ln(1+x)

x

1
1+xx− ln(1 + x)

x2
= f(x)

x
1+x − ln(1 + x)

x2
.
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进一步再求导可得

f ′′(x) = f ′(x) ·
x

1+x − ln(1 + x)

x2
+ f(x) ·

( x
1+x − ln(1 + x)

x2

)′

= f(x) ·
( x

1+x − ln(1 + x)

x2

)2

+ f(x) ·
( 1
(1+x)2

− 1
1+x)x

2 − ( x
1+x − ln(1 + x))2x

x4

= f(x) ·
( x

1+x − ln(1 + x)

x2

)2

+ f(x) ·
− x3

(1+x)2
− ( x

1+x − ln(1 + x))2x

x4

= f(x) ·
ln2(1 + x) + 2x2

1+x ln(1 + x)− x2+3x3

(1+x)2

x4
.

2 (1) 求极限 lim
n→+∞

(1− p
n)

n 的值, 其中 p 是给定的实数.

(2) 定义数列 x0 = 1 且

xn =
3 + 2xn−1

3 + xn−1
, ∀n ≥ 1.

证明极限 lim
n→∞

xn 存在, 并求出此极限的值.

解. (1) 利用 Heine 定理与复合极限定理可得

lim
n→+∞

(1− p

n
)n = lim

t→0
(1− pt)1/t = lim

u→0

(
(1 + u)1/u

)−p
= e−p.

(2) 由 x0 > 0 可知所有的 xn 都是正数. 考虑完备度量空间 (R≥0, d(x, y) = |x − y|),
及其上的自映射 T (x) = 3+2x

3+x = 2− 3
3+x , 有

|T (x)− T (y)| = 3|x− y|
(x+ 3)(y + 3)

≤ 1

3
|x− y|,

说明 T 是压缩映射.

在压缩映射定理中我们证明了: 对任何初值 x0, 序列 {xn = T (n)(x0)} 是收敛的, 此序
列就是题述序列.

设 A = lim
n→∞

xn, 由极限不等式可知 A ≥ 0. 注意到

A = lim
n→∞

xn = lim
n→∞

3 + 2xn−1

3 + xn−1
=

3 + 2A

3 +A
,
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解得 A = −1±
√
13

2 , 结合 A ≥ 0 可得 A = −1+
√
13

2 , 这就是所求的极限值.

3 设映射 f : R+ → R+ 处处可导.

(1) 求 ln f(x) 的导函数.

(2) 计算极限 lim
h→0

(
f(x+hx)

f(x)

)1/h
的值.

解. (1) 利用链式法则可得

(ln f(x))′ =
1

f(x)
f ′(x) =

f ′(x)

f(x)
.

(2) 利用导数的定义与 (1) 的结果, 可得

lim
h→0

1

h
ln f(x+ hx)

f(x)
= lim

h→0

ln f(x+ hx)− ln f(x)

h

= x · lim
h→0

ln f(x+ hx)− ln f(x)

hx

= x · lim
u→0

ln f(x+ u)− ln f(x)

u

= x · (ln f(x))′

=
xf ′(x)

f(x)
.

进而可得

lim
h→0

(
f(x+ hx)

f(x)

)1/h

= lim
h→0

exp
(
1

h
ln f(x+ hx)

f(x)

)
= exp

(
lim
h→0

1

h
ln f(x+ hx)

f(x)

)
= exp

(
xf ′(x)

f(x)

)
= exf

′(x)/f(x).
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4 设 f(x) 在 (−1, 1) 内有定义, 在 x = 0 处可导, 且 f(0) = 0.

(1) 请叙述 f 在 x = 0 处可微的定义.

(2) 利用 (1) 的结论, 求如下极限式

lim
n→∞

n∑
k=1

f(
k

n2
)

的值, 用 f 的导数表示.

解. (1) 由 f 在 x = 0 处可导, 可知 f 在 x = 0 处可微, 即有

f(h) = f(0) + f ′(0)h+ α(h) = f ′(0)h+ α(h), 且 lim
h→0

α(h)

h
= 0.

(2) 由 (1) 的结论, 有
n∑

k=1

f(
k

n2
) =

n∑
k=1

(
f ′(0)

k

n2
+ α(

k

n2
)

)
=

n+ 1

2n
f ′(0) +

n∑
k=1

α(
k

n2
).

由于 lim
h→0

α(h)
h = 0, 对任何 ϵ > 0, 存在 δ > 0 使得对任何 0 < |h| < δ 有 |α(h)h | < ϵ.

取 N = [1δ ] + 1, 则对任何 n ≥ N , 对每个 1 ≤ k ≤ n 有 0 < k
n2 ≤ 1

n < δ, 因而有

∣∣α( k
n2 )
k
n2

∣∣ < ϵ.

由此可得

|
n∑

k=1

α(
k

n2
)| ≤ ϵ

n∑
k=1

k

n2
=

n+ 1

2n
ϵ ≤ ϵ,

这表明

lim
n→∞

(
n∑

k=1

α(
k

n2
)

)
= 0,

代回可得

lim
n→∞

n∑
k=1

f(
k

n2
) = lim

n→∞

n+ 1

2n
f ′(0) + lim

n→∞

(
n∑

k=1

α(
k

n2
)

)
=

f ′(0)

2
.
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5 (1) 设 h : [0, 1) → R 是连续函数. 证明: h 在区间 [0, 1) 上一致连续的充分必要是极

限 lim
x→1−

h(x) 存在.

(2) 设连续映射 f : R → R 满足对任何 x, y ∈ R 都有 |f(x)− f(y)| ≥ |x− y|. 证明: f

的像集是 R.

证明: (1) 充分性. 若极限 lim
x→1−

h(x) 存在, 则 h 可扩充为 [0, 1] 上的连续函数

h̃(x) =


h(x), 当 0 ≤ x < 1 时

lim
x→1−

h(x), 当 x = 1 时.

由于有界闭区间上的连续函数都一致连续, 可知 h̃ 在 [0, 1] 上一致连续, 特别的 h̃ 在

子区间 [0, 1) 上也一致收敛, 即有 h 在区间 [0, 1) 上一致连续.

必要性. 设 h 在区间 [0, 1) 上一致连续, 则对每个正数 ϵ, 存在正数 δ, 使得对任何
|x− y| < δ, 都有 |h(x)− h(y)| < ϵ. 这样, 对任何 x1, x2 ∈ (1− δ, 1), 有 |x1 − x2| < δ,
进而有 |h(x1)−h(x2)| < ϵ. 利用函数极限的 Cauchy 收敛准则可得极限 lim

x→1−
h(x) 存

在.

(2) 由条件, 若 f(x) = f(y), 则 0 = |f(x)− f(y)| ≥ |x− y|, 可得 x = y, 这表明 f 是

单射. 结合 f 连续可知 f 严格单调. 不妨设 f 在 R 上严格递增. 结合条件可知对任何
正数 K 有 f(K) ≥ f(0) +K, 表明 Im(f) 无上界. 类似的, 有 f(−K) ≤ f(0)−K, 表
明 Im(f) 无下界.

这样,对任何 y 存在 x1, x2 使得 f(x1) < y < f(x2),再由介值定理可得 y ∈ Im(f).由
y 的任意性可得 Im(f) = R.

6 对于由复数构成的无穷数列 {zn = xn + iyn}∞n=1(其中 i =
√
−1 是虚数单位), 定义其

极限为

lim
n→∞

zn = lim
n→∞

xn + i · lim
n→∞

yn.

对复数 z = x+ iy, 证明:

lim
n→∞

(1 +
z

n
)n = ex(cos y + i sin y).
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证明: 当 n 充分大时, 1 + z
n 的实部 1 + x

n 是正数, 可知 1 + z
n 的幅角为

arctan
y
n

1 + x
n

= arctan y

n+ x
,

即有

1 +
z

n
=
(
(1 +

x

n
)2 + (

y

n
)2
)1/2

· ei arctan y
n+x .

进而得到

(1 +
z

n
)n =

(
(1 +

x

n
)2 + (

y

n
)2
)n/2

· ein arctan y
n+x . (1)

我们分别来计算上式中模长与幅角的极限.

(1)利用课上证明过的命题:若 lim
t→0

f(t) = 0, lim
t→0

f(t)g(t) = K,则有 lim
t→0

(1+f(t))g(t) =

eK , 结合 Heine 定理可得

lim
n→∞

(
(1 +

x

n
)2 + (

y

n
)2
)n/2

= lim
t→0+

(1 + 2xt+ x2t2 + y2t2)1/2t = ex.

(2) 利用 Heine 定理以及复合极限定理, 可得

lim
n→∞

(
n arctan y

n+ x

)
= lim

n→∞

(
ny

n+ x
·

arctan y
n+x

y
n+x

)

= y · lim
n→∞

arctan y
n+x

y
n+x

= y · lim
u→0

arctanu

u

= y · lim
w→0

w

tanw

= y · lim
w→0

( w

sinw
· cosw

)
= y.

将这两个结果代回(1)式可得

lim
n→∞

(1 +
z

n
)n = ex(cos y + i sin y).
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7 (1) 设 B 是 R 的闭子集, 数列 {xn}∞n=1 的每一项都属于 B. 证明: 若 lim
n→∞

xn 存在,
则有 lim

n→∞
xn ∈ B.

(2) 设映射 f : R → R 满足如下条件:

(i)对任何两点 a, b,若 f(a) < v < f(b),则存在介于 a, b之间的点 c使得 f(c) = v(即
f 满足介值定理的结论);

(ii) 对任何 c, 原像集 f−1({c}) = {x ∈ R|f(x) = c} 都是 R 的闭子集.

证明: f 是连续映射.(提示: 对连续性的 ϵ− δ 定义用反证法)

证明: (1) 记 y = lim
n→∞

xn. 用反证法, 假设 y /∈ B, 即 y ∈ Bc. 由 B 是闭集可知 Bc

是开集, 从而存在 Br(y) ⊆ Bc. 但由 lim
n→∞

xn = y 的定义可知, 存在正整数 N , 使得对
n ≥ N 有 |xn − y| < r, 特别的 xN ∈ B ∩Br(y), 这与 Br(y) ⊆ Bc 矛盾!

(2) 我们来证明 f 在每点 x0 处连续. 用反证法, 假设 f 在 x0 处不连续, 则存在正
数 ϵ, 使得对任何正数 δ, 都存在 |x − x0| < δ 满足 |f(x) − f(x0)| > ϵ. 特别的, 对
每个正整数 n 存在 |un − x0| < 1

n 且 |f(un) − f(x0)| > ϵ. 指标 n 分两类: 一类满足
f(un) > f(x0) + ϵ, 一类满足 f(un) < f(x0)− ϵ. 必有一类指标有无穷多个, 不妨设是
第一类指标有无穷多个, 则存在 {un} 的子序列 {uik}∞k=1 满足

|uik − x0| <
1

ik
, f(uik) > f(x0) + ϵ.

注意到 f(x0)+ ϵ介于 f(x0)与 f(uik)之间,利用条件 (i)可得存在 xk 介于 x0 与 uik

之间使得 f(xk) = f(x0)+ ϵ. 令 c = f(x0)+ ϵ, B = f−1({c}), 则 B 是闭集且 xk ∈ B.
由于

|xk − x0| ≤ |uik − x0| ≤
1

ik
,

可得 lim
k→+∞

xk = x0. 利用第 (1) 小问的结论可得 x0 ∈ B, 即有 f(x0) = c = f(x0)+ ϵ,
矛盾!
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