
2022 年春季《高等微积分 2》期中参考解答

本试卷分两页, 共七道试题, 其中第 2, 3 题各 10 分, 第 6 题 20 分, 其余每题各 15 分,

1 (1) 设 P (x, y) =
n∑

i=0
aix

iyn−i 是 n 次齐次的多项式, α 是小于 n 的正数. 求极限

lim
(x,y)→(0,0)

P (x,y)

(x2+y2)α/2 .

(2) 求极限 lim
(x,y)→(0,0)

(x cos y+y sin y)ex−x
x2+y2

.

(3) 已知有如下极限式成立:

lim
(x1,··· ,xn)→(0,··· ,0)

a1x1 + · · ·+ anxn»
x21 + · · ·+ x2n

= 0.

证明: a1 = · · · = an = 0.

证明: (1) 利用不等式 |x|, |y| ≤ (x2 + y2)1/2, 可知对每个 0 ≤ i ≤ n 都有

|xiyn−i|
(x2 + y2)α/2

≤ (x2 + y2)(n−α)/2, ∀(x, y) ̸= (0, 0),

由此可得

−(x2 + y2)(n−α)/2 ≤ xiyn−i

(x2 + y2)α/2
≤ (x2 + y2)(n−α)/2, ∀(x, y) ̸= (0, 0).

注意到当 α < n 时, 有 lim
(x,y)→(0,0)

(x2 + y2)(n−α)/2 = 0, 利用夹逼定理可得

lim
(x,y)→(0,0)

xiyn−i

(x2 + y2)α/2
= 0,

从而得到所要证明的结论.
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(2) 注意到 o(x2) = o(x2 + y2), o(y2) = o(x2 + y2), 结合 Tayloy 公式

ex = 1 + x+
x2

2
+ o(x2), sin y = y + o(y2), cos y = 1− y2

2
+ o(y2),

可得所求的极限为

lim
(x,y)→(0,0)

(x cos y + y sin y)ex − x

x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

(
x(1− y2

2 + o(y2)) + y(y + o(y2))
)(

1 + x+ x2

2 + o(x2)
)
− x

x2 + y2

= lim
(x,y)→(0,0)

x2 + y2 + o(x2 + y2)

x2 + y2

=1.

(3) 用反证法, 假设存在 ai ̸= 0, 不妨设 a1 ̸= 0. 由复合极限定理可知

lim
t→0

t(1, 0, . . . , 0) · (a1, a2, . . . , an)
||t(1, 0, . . . , 0)||

= 0,

即有 lim
t→0

a1t
|t| = 0, 但是

lim
t→0−

a1t

|t|
= −a1, lim

t→0+

a1t

|t|
= a1,

矛盾!

2 设 D 是 Rn 的开集, 函数 f 在 D 上的所有偏导函数 ∂f
∂xi

(i = 1, 2, · · · , n) 都存在且有
界, 即存在 M , 使得对任意的 i ≤ n 以及任何 x ∈ D 都有

∣∣ ∂f
∂xi

|x
∣∣ ≤ M . 证明: f 是 D

上的连续函数.

证明: 只需证明 f 在每点 x0 = (a1, · · · , an) ∈ D 处连续. 设 Br(x0) ⊆ D, 对 h =
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(h1, · · · , hn) ∈ Br(0), 利用一元函数的微分中值定理可得

|f(a1 + h1, · · · , an + hn)− f(a1, · · · , an)|

≤
n∑

i=1

|f(a1 + h1, · · · , ai + hi, · · · , an)− f(a1 + h1, · · · , ai−1 + hi−1, ai, · · · , an)|

=

n∑
i=1

|∂if(a1 + h1, · · · , ai + θihi, · · · , an)| · |hi

≤M
n∑

i=1

|hi|

≤nM ||h||.

这样, 对任何 ϵ > 0, 取 δ = ϵ
nM , 则对 ||h|| < δ, 有

|f(x0 + h)− f(x0)| ≤ nM · ||h|| < nMδ = ϵ,

这就验证了 f 在 x0 处连续.

3 设函数 f(x, y) 是 R2 上的 C2 光滑函数, 满足在任何点处都有 fy ̸= 0 且

f2
xfyy − 2fxfyfxy + f2

y fxx = 0.

设 y = y(x, z) 是由方程 z = f(x, y) 所确定的隐函数, 求 ∂2y
∂x2 .

解. 令 g(x, y, z) = f(x, y)− z, 则 gy = fy ̸= 0. 由隐函数定理, 方程 g(x, y, z) = 0 确

定了 C2 光滑的隐函数 y = y(x, z), 且有

fx(x, y(x, z)) + fy(x, y(x, z))
∂y

∂x
= 0, fy(x, y(x, z))

∂y

∂z
= 1.

由此计算出 y 的二阶偏导:
∂2y

∂x2
= − ∂

∂x

(
fx(x, y(x, z))

fy(x, y(x, z))

)
= −

(fxx + fxy
∂y
∂x)fy − fx(fyx + fyy

∂y
∂x)

f2
y

=
−fxxf

2
y + 2fxyfxfy − fyyf

2
x

f3
y

= 0,
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其中最后一步用到了条件中所述的等式.

4 (1) 求幂级数
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!(x− 1)n 的收敛域.

(2) 将函数 f(x) = 1
1−5x+6x2 在 x = 0 附近表示成幂级数的和函数, 并求出该幂级数

的收敛半径.

解. (1) 换元 y = x− 1 后为幂级数
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!y
n. 该幂级数的系数为 an = (n!)2

(2n)! , 满足

lim
n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

(n+ 1)2

(2n+ 2)(2n+ 1)
=

1

4
,

因而可知幂级数的收敛半径为 4.

注意到, 在 y = ±4 处有
|an+1y

n+1|
|anyn|

=
2n+ 2

2n+ 1
> 1.

这表明 {|an(±4)n|} 是递增的正数列, 不趋于零, 故幂级数在 ±4 处发散.

结合这两点,可得幂级数
∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!y
n的收敛区域为 (−4, 4),相应的幂级数

∞∑
n=1

(n!)2

(2n)!(x−

1)n 的收敛域为 (−3, 5).

(2) 可将 f(x) 表示为最简有理式的代数和:
1

1− 5x+ 6x2
=

1

(1− 2x)(1− 3x)
=

−2

1− 2x
+

3

1− 3x
.

熟知
1

1− y
=

∞∑
n=0

yn, ∀|y| < 1,

从而有

1

1− 2x
=

∞∑
n=0

(2x)n, ∀|x| < 1

2
,

1

1− 3x
=

∞∑
n=0

(3x)n, ∀|x| < 1

3
,

结合起来可得

f(x) =
−2

1− 2x
+

3

1− 3x
=

∞∑
n=0

(3n+1 − 2n+1)xn, ∀|x| < 1

3
,
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将 f(x) 在 x = 0 附近表示成了幂级数的和函数. 该幂级数的收敛半径为 R = 1
3 , 这可

由下式得到:
1

R
= lim

n→∞

an+1

an
= lim

n→∞

3n+2 − 2n+2

3n+1 − 2n+1
= 3.

5 定义函数 f(x)为 f(x) =
∞∑
n=1

sin(nx)
n2+1

. 证明: f(x)在区间 (0, 2π)内具有连续的导函数.

(提示: 可能需要用到一致收敛的 Dirichlet 判别法. 设 {an(x)}∞n=1 在区间 I 上一致收

敛到零函数, 且对每个 x ∈ I, {an(x)}∞n=1 关于 n 单调; 设 {bn(x)}∞n=1 的部分和序列

在区间 I 上一致有界, 则
∞∑
n=1

an(x)bn(x) 在区间 I 上一致收敛.)

证明: 记 un(x) =
sin(nx)
n2+1

.

(1) 先证明函数级数
∞∑
n=1

un(x) 在 R 上点点收敛. 这是由于, 在每点 x 处有

|un(x)| ≤
1

n2 + 1
.

熟知数列
∞∑
n=1

1
n2+1

收敛, 由比较定理知
∞∑
n=1

un(x) 绝对收敛, 因而也是收敛的.

(2) 再证明对每个正数 θ < π, 有
∞∑
n=1

u′n(x) =
∞∑
n=1

n cos(nx)
n2+1

在区间 I = [θ, 2π − θ] 上一

致收敛. 令 an(x) =
n

n2+1
, 则有

an(x) =
1

n+ 1
n

>
1

(n+ 1) + 1
n+1

= an+1,

即对每个 x ∈ I, 有 {an(x)}∞n=1 关于 n 单调. 另外, 由于 an(x) 不依赖于 x, 显然有
{an(x)}∞n=1 在区间 I 上一致收敛到零函数. 令 bn(x) = cos(nx),则其部分和序列满足

|
n∑

k=1

cos(kx)| =
∣∣sin(n+ x

2 )x− sin x
2

2 sin x
2

∣∣ ≤ 2

2 sin θ
2

, ∀x ∈ I,

即 {bn(x)}∞n=1 的部分和序列在区间 I 上一致有界. 结合这两点, 利用一致收敛的
Dirichlet 判别法, 就证明了

∞∑
n=1

u′n(x) 在区间 I = [θ, 2π − θ] 上一致收敛.

(3) 最后来证明 f(x) 在区间 (0, 2π) 内具有连续的导函数. 为此, 对每个 x ∈ (0, 2π),
取正数 θ 使得 θ < x < 2π − θ. 由 (1), (2) 的结论,

∞∑
n=1

un(x) 在 [θ, 2π − θ] 上点点收
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敛,
∞∑
n=1

u′n(x) 在区间 I = [θ, 2π − θ] 上一致收敛, 由此可得和函数 f(x) =
∞∑
n=1

un(x)

在区间 I = [θ, 2π − θ] 上处处可导. 进一步, f(x) 的导函数为

f ′(x) =
∞∑
n=1

u′n(x),

是一族连续函数 u′n(x) 的一致收敛的和函数, 因而有 f ′ ∈ C(I). 特别的, f ′(x) 在 x

处连续. 由 x 的任意性, 即证明了 f ′(x) 在 (0, 2π) 上连续.

6 设 f : R2 → R 是 C2 光滑函数.

(1) 设 x0 是 f 的临界点, 对每个向量 v ∈ R2, 计算极限

lim
t→0

f(x0 + tv)− f(x0)

t2
,

要求将结果用 f 的海瑟矩阵表示 (或等价的, 用 f 的二阶偏导表示).

(2) 设 x0 是 f 在 R2 上的最小值点. 证明:

fxx(x0) ≥ 0, fyy(x0) ≥ 0.

(3) 设 P,Q 都是 R2 上的连续函数, 满足 Q 在 R2 上有界, 且当 x2 + y2 → +∞ 有

P (x, y) → +∞. 证明: f = P −Q 在 R2 上有最小值.

(4) 设 (3) 中所述的函数 P,Q 在 R2 上处处有二阶导数, 且满足在 R2 上处处有

∂2P

∂x2
+

∂2P

∂y2
= eP ,

∂2Q

∂x2
+

∂2Q

∂y2
≥ eQ.

证明: 对任何点 (x, y) ∈ R2 都有 P (x, y) ≥ Q(x, y).(提示: 利用 (3) 的结论, 再用 (2)

的结论)

解. (1) 利用 Taylor 公式可得

lim
t→0

f(x0 + tv)− f(x0)

t2
= lim

t→0

1
2 tvTHf (x0 + θ · tv)tv

t2

= lim
t→0

1

2
vTHf (x0 + θ · tv)v

=
1

2
vTHf (x0)v,
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其中最后一步用到了 θ ∈ (0, 1) 以及 Hf 的连续性.

(2) 若 x0 是 f 在 R2 上的最小值点, 则有

lim
t→0

f(x0 + tv)− f(x0)

t2
≥ 0, ∀v ∈ R2.

结合 (1) 的计算结果可得

vTHf (x0)v ≥ 0, ∀v ∈ R2.

取 v = (1, 0), 得到 fxx(x0) ≥ 0; 取 v = (0, 1), 得到 fyy(x0) ≥ 0.

(3) 由条件知 f 在 R2 上连续, 且当 x2 + y2 → +∞ 有 f(x, y) → +∞. 利用讲义上的
例子, 可得 f 在 R2 上有最小值.

(4) 考虑 f = P −Q, 由 (3) 的结论知 f 在 R2 上有最小值点, 设为 x0. 利用 (2) 的结

论, 有

0 ≤ fxx(x0) = Pxx(x0)−Qxx(x0), 0 ≤ fyy(x0) = Pyy(x0)−Qyy(x0).

将上两式相加可得

0 ≤ ∆P (x0)−∆Q(x0) ≤ eP (x0) − eQ(x0),

即有 P (x0) ≥ Q(x0). 这样, f(x) 的最小值满足 f(x0) = P (x0)−Q(x0) ≥ 0, 从而有 f

处处非负, 即证明了 P 处处不小于 Q.

7 对二阶可导函数 f(x, y, z), 定义

∆f =
∂2f

∂x2
+

∂2f

∂y2
+

∂2f

∂z2
.

(1)设 u是 R\{0}上的光滑函数,定义 R3\{(0, 0, 0)}上的函数 f(x, y, z) = u(
√

x2 + y2 + z2).
证明: f 在 R3\{(0, 0, 0)} 上处处满足 ∆f = 0 的充分必要条件是 u 在 R\{0} 上处处
满足 u′′(r) + 2

ru
′(r) = 0.

(2) 假设 f 满足 (1) 中所述的充分必要条件, 还满足在单位球面上恒等于 0, 当 x2 +

y2 + z2 → +∞ 时 f(x, y, z) → 1. 请求出所有这样的 f .(提示: 考虑 v(t) = u(1t ))
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解. (1) 记 r =
√

x2 + y2 + z2. 利用链式法则求导, 有

∂xf = u′(r)
x

r
, ∂yf = u′(r)

y

r
, ∂zf = u′(r)

z

r
.

进而可得

∂xxf = u′′(r)(
x

r
)2 + u′(r)

1 · r − xx
r

r2
=

x2

r2
u′′(r) +

r2 − x2

r3
u′(r),

∂yyf =
y2

r2
u′′(r) +

r2 − y2

r3
u′(r),

∂zzf =
z2

r2
u′′(r) +

r2 − z2

r3
u′(r).

这样, f 在 R3\{(0, 0, 0)} 上处处满足 ∆f = 0 的充分必要条件为

u′′(r) +
3r2 − x2 − y2 − z2

r3
u′(r) = 0 ⇐⇒ u′′(r) +

2

r
u′(r) = 0.

(2) 令 v(t) = u(1t ), 则 u(r) = v(1r ), 则

u′(r) = v′(
1

r
)(−r−2), u′′(r) = v′′(

1

r
)r−4 + v′(

1

r
)2r−3.

代入 u满足的二阶 ODE得到 v′′(1r ) = 0,即对每个 t > 0有 v′′(t) = 0.由此可得 v′(t)

在 R+ 上是常值 a, 进而有 v(t) = at+ b. 结合边值条件 v(1) = 0, limt→0+ v(t) = 1 可

得 v(t) = 1− t. 所以, 所求的 f 为

f(x, y, z) = 1− 1

r
= 1− 1√

x2 + y2 + z2
.
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