
 

 

清华大学 2017-2018 秋季学期期末考试 

科目：微积分 B(1)   时间：120 分钟 

一、填空题（共 10 小题，每题 4 分） 

1. 已知函数 y = f(𝑥)与 y = e2𝑥 − 1在原点处相切，则 lim
𝑛→∞

𝑛𝑓(
4

𝑛
) =       . 

【答案】8 

【解析】本题考查导数的定义、洛必达法则。 

在原点处相切，故 f(0)= e0 – 1 = 0, f ’(0)= 2e0 = 2 

        lim
𝑛→∞

𝑛𝑓(
4

𝑛
) = lim

𝑛→∞

𝑓(
4

𝑛
)

1

𝑛

= lim
𝑥→0

𝑓(4𝑥)

𝑥
= lim

𝑥→0
4𝑓′(4𝑥) = 4𝑓′(0) = 8 

2. 已知级数∑ (−1)𝑛(𝑒
1

𝑛 − 1)𝑝∞
𝑛=1 条件收敛，则 p 的取值范围为       . 

【答案】0＜p≤1 

【解析】本题考查级数收敛的定义及判别方法、幂级数展开。 

        原级数条件收敛，即级数∑ (−1)𝑛(𝑒
1

𝑛 − 1)𝑝∞
𝑛=1 收敛，级数∑ (𝑒

1

𝑛 − 1)𝑝∞
𝑛=1 发散 

        将𝑒
1

𝑛 − 1展开为
1

𝑛
+

1

2!
∙

1

𝑛2 +
1

3!
∙

1

𝑛3 + ⋯考虑到次数足够高时一定收敛，只需判断 

一般项为(
1

𝑛
)𝑝的敛散性。由∑ (−1)𝑛(

1

𝑛
)𝑝∞

𝑛=1 收敛知：p＞0，由∑ (
1

𝑛
)𝑝∞

𝑛=1 发散知： 

0＜p≤1，综上可知：0＜p≤1。 

3. 求曲线{
𝑥 = 𝑡 + sin 𝑡
𝑦 = 2 + cos 𝑡

 (0 ≤ 𝑡 ≤ 2π)的弧长为       . 

【答案】4 

【解析】本题考查定积分的应用——求参数曲线的弧长。 

        由参数曲线的弧长公式：L = ∫ √(𝑥′(𝑡))2 + (𝑦′(𝑡))2𝛽

𝛼
𝑑𝑡 

        𝑥’(t)=1+cos t，y’(t)= – sin t，α=0，β=2π； 

L = ∫ √1 + 2 cos 𝑡 + cos 𝑡2 + sin 𝑡2
2𝜋

0

𝑑𝑡 = √2 ∫ √cos 𝑡 + 1
2𝜋

0

𝑑𝑡 = 2 ∫ √(cos
𝑡

2
)2

2𝜋

0

𝑑𝑡 

        易错点！去根号时，注意cos
𝑡

2
在(0,π)和(π,2π)符号不同，需要分开积分： 



 

 

上式=2 ∫ cos
𝑡

2

𝜋

0
𝑑𝑡 − 2 ∫ cos

𝑡

2

2𝜋

𝜋
𝑑𝑡 = 4 ∫ cos 𝑥 𝑑𝑥

𝜋

2
0

= 4 

4. 在 𝑥→0 时，𝑥𝛼是∫ 𝑠𝑖𝑛𝑡2𝑑𝑡
𝑥2

0
的高阶无穷小，则 α 的取值范围为       . 

【答案】α＞6 

【解析】本题考查无穷小的比较、变上限定积分函数的求导、洛必达法则。 

        𝑥𝛼是∫ sin 𝑡2 𝑑𝑡
𝑥2

0
的高阶无穷小，即lim

𝑥→0

𝑥𝛼

∫ sin 𝑡2𝑑𝑡
𝑥2

0

= 0。由洛必达法则， 

原极限=lim
𝑥→0

𝛼𝑥𝛼−1

2𝑥sin𝑥4 = lim
𝑥→0

𝛼𝑥𝛼−1

2𝑥5 = lim
𝑥→0

𝛼

2
𝑥𝛼−6 = 0，故 α – 6＞0，α＞6。 

5. 无穷积分∫ (1 − cos
1

𝑥𝑝)𝑑𝑥
+∞

1
收敛，则 p 的取值范围为       . 

【答案】p＞
1

2
 

【解析】本题考查无穷积分收敛的定义及判断方法、泰勒公式。 

        由泰勒展开：cos
1

𝑥
= 1 −

1

2!

1

𝑥2 +
1

4!

1

𝑥4 − ⋯考虑到次数足够高时一定收敛，只需 

判断∫
1

2𝑥2𝑝 𝑑𝑥
+∞

1
的敛散性，由 2p＞1 得 p＞

1

2
。 

6. 函数 f(x)=arctan 𝑥 在𝑥 → ∞时的渐近线方程为       . 

【答案】y=
𝜋

2
与 y=−

𝜋

2
 

【解析】本题考查渐近线的定义及求法。 

        设渐近线方程为 y=a𝑥+b，则 

a = lim
𝑥→∞

arctan 𝑥

𝑥
= 0，b = lim

𝑥→∞
arctan 𝑥 = {

𝜋

2
, 𝑥 → +∞

−
𝜋

2
, 𝑥 → −∞

 

即原函数有两条渐近线 y=
𝜋

2
与 y=−

𝜋

2
。 

注：本题渐近线比较简单甚至可以由积累一眼看出，但是求比较复杂函数的原 

函数时，一定要注意考虑无定义的点（这样的点一般求极限时易漏掉）。 

7. 函数{
𝑥 = 3𝑡 − sin 𝑡
𝑦 = 𝑒𝑡 − cos 𝑡

，则
𝑑𝑦

𝑑𝑥
|𝑡=0=       ，

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2 |𝑡=0=       . 

【答案】
1

2
；

1

2
 

【解析】本题考查参数方程确定的函数导数的计算。 



 

 

分别求出两个变量对参数的导数：
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑒𝑡 + sin 𝑡 ，

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 3 − cos 𝑡 

𝑑𝑦

𝑑𝑥
=

𝑑𝑦
𝑑𝑡
𝑑𝑥
𝑑𝑡

=
𝑒𝑡 + sin 𝑡

3 − cos 𝑡
，

𝑑𝑦

𝑑𝑥
|𝑡=0 =

1 + 0

3 − 1
=

1

2
 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
=

𝑑

𝑑𝑥
(

𝑑𝑦

𝑑𝑥
) =

𝑑

𝑑𝑡
(

𝑑𝑦

𝑑𝑥
)

1

𝑑𝑥
𝑑𝑡

=
𝑒𝑡(3 − sin 𝑡 − cos 𝑡) + 3 cos 𝑡 − 1

(3 − cos 𝑡)3
 

𝑑2𝑦

𝑑𝑥2
|𝑡=0 =

1 × 2 + 3 − 1

23
=

1

2
 

8. 已知 S(𝑥)是将 f(𝑥)=𝑥2(0 ≤ x ≤ 2π)以2π为周期展开的傅立叶级数，则 S(π)=       ，

S(2π)=       . 

【答案】π2；2π2 

【解析】本题考查傅立叶展开的定义及简单计算。 

        f(𝑥)=𝑥2 以 2π 为周期展开，𝑥=π 这一点在周期内，故 S(π)= f(π)=π2； 

        𝑥=2π 在端点处，故 S(2π)=
1

2
[f(0)+ f(2π)]= 2π2。 

9. 求级数∑
2𝑛−1

𝑛!
∞
𝑛=0  =       . 

【答案】e 

【解析】本题考查级数求和的定义及简单应用。 

        构造级数∑
2𝑛−1

𝑛!
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 = ∑

2𝑛

𝑛!
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 − ∑

1

𝑛!
∞
𝑛=0 𝑥𝑛 = 2x ∑

1

(𝑛−1)!
∞
𝑛=1 𝑥𝑛−1 − 𝑒𝑥 

                           = (2x − 1)𝑒𝑥 

        当 x=1 时，原式=e。 

10. 求级数∑
𝑛

𝑛2+𝑘(𝑘−1)
𝑛
𝑘=1 =       . 

【答案】
𝜋

4
 

【解析】本题考查定积分的定义及简单计算，夹逼定理。 

        已知∑
𝑛

𝑛2+𝑘2
𝑛
𝑘=1 = ∑

1

1+(
𝑘

𝑛
)2

𝑛
𝑘=1 ∙

1

𝑛
= ∫

1

1+𝑥2

1

0
𝑑𝑥 = arctan 1 =

𝜋

4
 

        
𝜋

4
= ∑

𝑛

𝑛2+𝑘2
𝑛
𝑘=1 ≤ ∑

𝑛

𝑛2+𝑘(𝑘−1)
𝑛
𝑘=1 ≤ ∑

𝑛

𝑛2+(𝑘−1)2
𝑛
𝑘=1 =

𝜋

4
，∑

𝑛

𝑛2+𝑘(𝑘−1)
𝑛
𝑘=1 =

𝜋

4
。 



 

 

二、解答题（共 6 小题，每题 10 分，附加题 5 分） 

11. 求极限lim
𝑥→0

ln (1+𝑥2)

𝑥
−𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥−𝑠𝑖𝑛𝑥
 

【解析】本题考查泰勒公式在求极限中的应用。 

lim
𝑥→0

ln(1 + 𝑥2)
𝑥

− 𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥
= lim

𝑥→0

𝑥2 −
1
2

+ 𝑜(𝑥5)

𝑥
− 𝑠𝑖𝑛𝑥

𝑥 − 𝑠𝑖𝑛𝑥
= lim

𝑥→0

𝑥 −
1
2

𝑥3 + 𝑜(𝑥4) − 𝑥 +
1
6

𝑥3

𝑥 − 𝑥 +
1
6

𝑥3

= lim
𝑥→0

−
1
3 𝑥3

1
6

𝑥3
= −2 

12. 求不定积分∫
3𝑥2+𝑥+1

(𝑥−1)(𝑥2+2𝑥+2)
𝑑𝑥 

【解析】本题考查有理函数的不定积分运算。 

设: 

3𝑥2 + 𝑥 + 1

(𝑥 − 1)(𝑥2 + 2𝑥 + 2)
=

𝐴

𝑥 − 1
+

𝐵𝑥 + 𝐶

𝑥2 + 2𝑥 + 2
 

通分，列方程求解，得：A=1，B=2，C=1 

∫
3𝑥2 + 𝑥 + 1

(𝑥 − 1)(𝑥2 + 2𝑥 + 2)
𝑑𝑥 = ∫

1

𝑥 − 1
𝑑𝑥 + ∫

2𝑥 + 1

𝑥2 + 2𝑥 + 2
𝑑𝑥

= ln(𝑥 − 1) + ∫
2(𝑥 + 1) − 1

1 + (𝑥 + 1)2
𝑑𝑥 + 𝐶

= ln(𝑥 − 1) + ∫
𝑑[(𝑥 + 1)2 + 1]

(𝑥 + 1)2 + 1
− ∫

𝑑(𝑥 + 1)

1 + (𝑥 + 1)2
+ 𝐶

= ln(𝑥 − 1) + ln(𝑥2 + 2𝑥 + 2) − arctan(𝑥 + 1) + C 

13. 已知正整数 n 不等于 7，比较(√𝑛 + 1)√𝑛与(√𝑛)√𝑛+1的大小 

【解析】本题考查函数导数的应用。 

构造函数 y=
ln √𝑥

√𝑥
，x＞0，则 

y′(𝑥) =

1

√𝑥
∙

1

2√𝑥
∙ √𝑥 −

1

2√𝑥
∙ ln √𝑥

𝑥
=

1 − ln √𝑥

2𝑥
3
2

 

令 y ’=0，得 𝑥=e2，即： 

0＜𝑥＜e2 时，y ’＞0，原函数在(0, e2)上单调递增； 



 

 

𝑥＞e2 时，y ’＜0，原函数在(e2,+∞)上单调递减； 

将 𝑥 取为正整数 n，考虑到 6＜e2＜8，当 n 是不为 7 的正整数时， 

n ≤ 6，
ln √𝑛

√𝑛
<

ln √𝑛 + 1

√𝑛 + 1
，√𝑛 + 1 ln √𝑛 < √𝑛 ln √𝑛 + 1，(√𝑛)√𝑛+1 < (√𝑛 + 1)√𝑛 

n ≥ 8，
ln √𝑛

√𝑛
>

ln √𝑛 + 1

√𝑛 + 1
，√𝑛 + 1 ln √𝑛 > √𝑛 ln √𝑛 + 1，(√𝑛)√𝑛+1 > (√𝑛 + 1)√𝑛 

14. 求级数∑
1

4𝑛−3
∞
𝑛=1 𝑥4𝑛的收敛域及和函数 

【解析】本题考查级数收敛的定义及求和。 

由比值判敛法， lim
n→∞

|
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
| = lim

𝑛→∞
|

4𝑛+1

4𝑛−3
𝑥4| < 1，得|𝑥|＜1； 

当 𝑥=±1时，原级数发散，故级数的收敛域为(-1,1)。 

记∑
1

4𝑛−3
∞
𝑛=1 𝑥4𝑛 = 𝑆(𝑥)，则 S(x)=x3∑

1

4𝑛−3
∞
𝑛=1 𝑥4𝑛−3 

[
𝑆(𝑥)

𝑥3
]

′

= ∑ 𝑥4𝑛−4

∞

𝑛=1

= ∑ 𝑥4𝑛

∞

𝑛=0

=
1 − 𝑥4𝑛

1 − 𝑥4
=

1

1 − 𝑥4
 

𝑆(𝑥)

𝑥3
= ∫

1

1 − 𝑡4
𝑑𝑡

𝑥

0

=
1

2
[∫

1

1 − 𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡 + ∫
1

1 + 𝑡2

𝑥

0

𝑑𝑡]

=
1

2
{

1

2
[∫

1

1 − 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡 + ∫
1

1 + 𝑡

𝑥

0

𝑑𝑡] + arctan 𝑡 |
𝑥

0
}

= (
1

4
ln

1 + 𝑡

1 − 𝑡
) |

𝑥

0
+ (

1

2
arctan 𝑡) |

𝑥

0
=

1

4
ln

1 + 𝑥

1 − 𝑥
+

1

2
arctan 𝑥 

      𝑆(𝑥) =
𝑥3

4
ln

1 + 𝑥

1 − 𝑥
+

𝑥3

2
arctan 𝑥 

15. 平面区域 D 由曲线 y = arctan 𝑥，直线 𝑥=1 和 𝑥 轴围成 

(1)求 D 的面积 

(2)求 D 绕 y 轴一周所成旋转体的体积 

【解析】本题考查定积分在求旋转体相关参数上的应用，定积分的分部积分法。 

(1) 由定积分求平面图形面积公式可得： 

S = ∫ arctan 𝑥
1

0

𝑑𝑥 = (𝑥 arctan 𝑥) |
1

0
− ∫

𝑥

1 + 𝑥2

1

0

𝑑𝑥 =
𝜋

4
−

1

2
∫

𝑑(1 + 𝑥2)

1 + 𝑥2

1

0

=
𝜋

4
−

1

2
ln(1 + 𝑥2) |

1

0
=

𝜋

4
−

1

2
ln 2 

(2) 由定积分求旋转体体积公式可得： 



 

 

V = ∫ 2𝜋𝑥 arctan 𝑥
1

0

𝑑𝑥 = π [(𝑥2 arctan 𝑥) |
1

0
− ∫

𝑥2

1 + 𝑥2
𝑑𝑥

1

0

]

=
π3

4
− π ∫ 𝑑𝑥

1

0

+ π ∫
1

1 + 𝑥2
𝑑𝑥

1

0

=
π3

4
− π +

π2

4
 

16. 已知函数 f(x)在[0,1]上二阶可导，f ’’(𝑥)＞0，f(0)=0，∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0
=0 

证明：(1) f(𝑥)在(0,1)上有且仅有一个零点𝑥0 

      (2)当𝑥 ∈ (0, 𝑥0)时，f(𝑥)＜0 

      (3)(附加题) ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0
> 0 

【解析】本题考察中值定理及其应用、变上限定积分函数的性质、反证法。 

(1) 构造函数 F(𝑥)=∫ 𝑓(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
，则 F(0)=0，F(1)=0 

由罗尔定理，∃ 𝑥0 ∈ (0,1)，使得 F ’(𝑥0)= f(𝑥0)=0 

即 f(𝑥)在(0,1)上有一个零点𝑥0，下面证明𝑥0的唯一性： 

假设 f(𝑥)在(0,1)上另有一个零点𝑥1，且𝑥1＞𝑥0＞0，则 f(0)=0，f(𝑥0)=0，f(𝑥1)=0 

由罗尔定理，∃ 𝜀1 ∈ (0, 𝑥0)，𝑓′(𝜀1) = 0；∃ 𝜀2 ∈ (𝑥0, 𝑥1)，𝑓′(𝜀2) = 0 

再由罗尔定理，∃ μ ∈ (𝜀1, 𝜀2)，使得 f ’’(𝑥)=0，与题目中条件 f ’’(𝑥)＞0 不符 

故假设错误，故 f(𝑥)在(0,1)上有且仅有一个零点𝑥0。 

(2) 由 f(𝑥)在[0,1]上二阶可导知：函数 f(𝑥)在[0,1]上连续。 

假设当𝑥 ∈ (0, 𝑥0)时，f(𝑥)＞0，则 f(𝑥0)=0，f(0)=0 

由罗尔定理，∃ ε ∈ (0, 𝑥0)，𝑓′(𝜀) = 0，且𝑓(𝜀)是 f(𝑥)在(0, 𝑥0)上的极大值，𝑓(𝜀) > 0 

由拉格朗日中值定理，∃ μ1 ∈ (0, 𝜀)，𝑓′(μ1) > 0；∃ μ2 ∈ (𝜀, 𝑥0)，𝑓′(μ2) < 0 

再由拉格朗日中值定理，∃ ρ ∈ (μ1, μ2)，𝑓′′(ρ) =
𝑓′(μ2)−𝑓′(μ1)

μ2−μ1
< 0 

与题目中条件 f ’’(𝑥)＞0 不符，又 f ’’(𝑥)≠0，故 f(𝑥)＜0，𝑥 ∈ (0, 𝑥0) 

(3) 由(1)及(2)可知，f(𝑥)＞0，𝑥 ∈ (𝑥0, 1)。由积分第一中值定理： 



 

 

∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0

= ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥0

0

+ ∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

𝑥0

= 𝜀1 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝑥0

0

+ 𝜀2 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

𝑥0

= 𝜀1 ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0

+ (𝜀2 − 𝜀1) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

𝑥0

= (𝜀2 − 𝜀1) ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

𝑥0

 

由 f(𝑥)＞0，𝑥 ∈ (𝑥0, 1)可知∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

𝑥0
> 0 

由𝜀1 ∈ (0, 𝑥0)，𝜀2 ∈ (𝑥0, 1)可知(𝜀2 − 𝜀1) > 0 

故∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0
> 0。 


