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北 京 交 通 大 学
2017-2018-2-《微积分 B》期末考试卷

一、选择题（每小题 3 分，满分 15 分）

1．设有二元函数

2

2 2 , ( , ) (0,0),
( , )

0, ( , ) (0,0),

x y x y
f x y x y

x y


 

 

则函数在  0,0 点【 A 】．

（A）连续； （B）极限不存在； （C）极限存在但不连续； （D）无定义．

2． ( )f x 在 0x  处有任意阶导数是函数 ( )f x 能展成 x的幂级数的【 C 】．

（A）充要条件； （B）充分但不必要条件；

（C）必要但不充分条件； （D）既不充分也不必要条件．

3．设 A xi yj zk  


，而n

为光滑闭曲面 S的外侧单位法向量，则 S所围成的闭区域的体积V

可以表示成（ D ）．

（A）
S

A ndS
 

 ； （B）
S

n ndS
 

 ； （C）
S

ydydz ； （D）
S

zdxdy ．

4．设 ( , )f x y 具有一阶偏导数，且对任意的 ( , )x y 都有
( , ) ( , )0, 0f x y f x y
x y

 
 

 
，则【 D 】．

（A） (0,0) (1,1)f f ； （B） (0,0) (1,1)f f ；

（C） (0,1) (1,0)f f ； （D） (0,1) (1,0)f f ．

5．设
( 1) 3 ( 1),

2

n n

n n nu v
n

  
  ( 1, 2, )n   ，则【 C 】．

A．
1

n
n
u




 收敛，

1
n

n
v




 发散； B．

1
n

n
u




 发散，

1
n

n
v




 收敛；

C．
1

n
n
u




 收敛，

1
n

n
v




 收敛； D．

1
n

n
u




 发散，

1
n

n
v




 发散．

二、填空题（每小题 3 分，满分 15 分）

1．设   2 2, ,f x y z x y z  在点  1,2,0 处沿向量 (1, 2, 2)n 


的方向导数为【 】．

解：应填 2．

   2

(1,2,0)

1,2,2 12 , ,2 (4,1,0) (1,2,2) 2
3 3

f nf xy x z
n n


      



 ．
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2．
1 1

0

tan

y

xdy dx
x  =【 ln cos1 】．

解：交换积分次序有

1 1 1 1

0 0 0 0

tan tan tan ln cos1
x

y

x xdy dx dx dy xdx
x x

        ．

3．旋转抛物面 2 21z x y   在点 0 ( 1,1,3)P  处的法线方程为【
1 1 3

2 2 1
x y z  

 


】．

4．设数量场 ( , , )u x y z 有二阶连续的偏导数，则 ( )rot gradu 【 0 0 0 0i j k  
   

】．

5．设 ( )f x 是定义在实轴上周期为 2 的周期函数，其中
3

2, 1 0,
( )

,0 1.
x

f x
x x
  

 
 

则 ( )f x 在 3x  处的

傅立叶级数收敛于【
32 1 3(3)

2 2
S 

  】．

三、（10 分）设  ( )z f xy yg x ， ，其中 f 具有二阶连续的偏导数，函数 ( )g x 可导，且在 1x  处

取得极值 (1) 1g  ，试求
2

1
1

x
y

z
x y 




 

．

解法 1： 1 2( )z yf yg x f
x
    


，

   
2

1 11 12 2 21 22( ) ( ) ( ) ( )z f y f x f g x g x f yg x xf g x f
x y
             
 

．

因为 (1) 1, (1) 0g g  ，于是代入 1, 1x y  ，得

2

1 11 12
1
1

(1,1) (1,1) (1,1)
x
y

z f f f
x y 



     
 

．

解法 2： 1 2( )z yf yg x f
x
    


．又因为， (1) 1, (1) 0g g  ，

所以， 1
1

( , )
x

z yf y y
x 

 


，

于是，  
2

1 11 12
11

1

( , ) ( , ) ( ,
yx

y

z f y y y f y y f y y
x y 



      
  

= 1 11 12(1,1) (1,1) (1,1)f f f    ．

四、（10 分）计算  2 2 2x my nz dxdydz


  ，其中 2 2 2 2: x y z a    ， ,m n为常数， 0a  ．

解：利用轮换对称性，有 2 2 2x dv y dv z dv
  

    ．
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于是原式= 2(1 )m n x dxdydz


   = 2 2 2(1 )
3
m n x y z dxdydz



 
 

=
2

2 2

0 0 0

(1 ) sin
3

am n r r drd d
 

   
  

=
5(1 ) 4

3 5
m n a 

=
54 (1 )

15
m n a  

．

五、（10 分）设薄片型物体 S是圆锥面 2 2z x y  被柱面 2 2z x 截下的有限部分，其上任一点

密度为 2 2 2( , , ) 9x y z x y z    ，求物体 S的质量．

解： 2 2 2( , , ) 9
S S

M x y z dS x y z dS     ，

注意到 S的投影区域为 2 2: 2D x y x  ，

2 2 2 2
,z x z y

x yx y x y
 

 
  

．

于是，
2cos2 2

2 2 3

0
2 2

18 18 48 cos 64
D

M x y dxdy d r rdr d

 


 

  
 

         ．

六、（10 分）求向量场
2 2

zeA i zj k
x y

  



穿过 2 2z x y  ， 1z  及 2z  所围成的圆台面指

向外侧（不包括上，下底）的流量．

错解：设圆台外侧为 S，上底面为 1S 取上侧，下底面为 2S ，取下侧，所围成的区域为，

则所求的流量为：

2 2

z

S S

eA dS dydz zdzdx dxdy
x y

     


 
 

=
1 2 1 2S S S S S 

   

而

1 2

2 2 2
2

2 2
1 0 0

2
z z

S S S

e edxdydz rdrd dz e
rx y



 
  

  


     ，

1 1

2 2
2 2

2 2
0 0

4
z

S S

eA dS dxdy e drd e
x y



    


   
 

；

2 2

2 1
1

2 2
0 0

2
z

S S

eA dS dxdy e drd e
x y



      


   
 

．

所以， 2 22 4 2 2 (1 )e e e e e         ．

注：这个解答有问题，被积函数在所围区域中有奇点，故不能用高斯公式．
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正解：
2 2

z

S S

eA dS dydz zdzdx dxdy
x y

     


 
 

，

因为曲面 2 2z x y  的法向量为  , ,1 , ,1x y
x yn z z
z z

       
 


，

于是，
2 2 2 2

1, , , ,1
z z

S S

e x y x ez dxdy y dxdy
z z zx y x y

                           
 

=
2 2

2 2 2 2
xy

x y

D

x ey dxdy
x y x y

 
    
   

 ，其中 2 2:1 4xyD x y  

=
2 2

2 2
xy

x y

D

e dxdy
x y






 ，其中
2 2

0, 0
xy xyD D

x dxdy ydxdy
x y

 


  ．

=
2 2

0 1

red rdr
r



   = 2 (1 )e e  ．

七、（10 分）计算曲线积分 2 22L

ydx xdy
x y

 
 ，式中 L是正向椭圆 2 22 2x y  ．

解：
2

2: 1
2
yD x   ，在 L上： 2 22 2x y  ，于是，

原式= 1
2 L

ydx xdy  ——再利用格林公式

= 1 2
2 D

dxdy  = 2 ．

八、（10 分）求函数   2 2, 2f x y x y   在椭圆域   2 2, 4 4D x y x y   上的最大值和最小值．

解 1：由

2 0,

2 0.

f x
x
f y
y

  
   


得驻点  0,0 ，  0,0 2.f  ---4 分

在边界 2 24 4x y  上， 2 24 4 .y x   2( , ) 5 2, 1,1 .f x y x x   

最大值为 3，最小值为 2. ---8 分

所以， f 在   2 2, 4 4D x y x y   上的最大值和最小值分别为3和 2 ． ---10 分

解 2：对于椭圆域   2 2, 4 4D x y x y   ，

可设 cos , 2 sinx r y r   ，其中0 2 ,0 1r     ，



E-mail：gcfeng@bjtu.edu.cn 微信：Dulbert QQ：2306567999

第 5 页 共 35 页

于是，   2 2, 2f x y x y   = 2 2 2 2cos 4 sin 2r r   =  2 23 5sinr  ，

注意到  2 2 2 22 2 3 5sin 3 3r r r       ，

所以， f 在   2 2, 4 4D x y x y   上的最大值和最小值分别为3和 2 ．

九、（10 分）求幂级数
2

0

1  
2 !

n
n

n

n x
n






 的收敛域与和函数．

解：
2 1

2
1

( 1)2 ( 1)!lim lim  
2 ![( 1) 1]

n
n

nn n
n

a n nR
a n n



 


 
   

  
，故收敛域为  ,  ．

2

0 0 1

1 1 ( ) ( )
2 ! ! 2 ( 1)! 2

n n n
n

n n n

n x n xx
n n n

  

  


 

   
1

2

1 ( 1)! 2

nx

n
n

n xe x
n





  
 ．

令 1

1
( )

( 1)!2
n

n
n

n x S x
n







 ，则 2

0
1

( )
( 1)!2 2

nx x

n
n

x xS x dx e
n





 
 ，

2 2 2 21 1( ) ( ) ( ) (1 )
2 2 2 2 2

x x x xx x xS x e e e e     ，

所以，
2 2

2

0

1 (1 ) , ( , )
2 ! 2 4

xn
n

n

n x xx e x
n






     



另解：
2 1

2
1

( 1)2 ( 1)!lim lim  
2 ![( 1) 1]

n
n

nn n
n

a n nR
a n n



 


 
   

  
，故收敛域为  ,  ．

2 2

0 0

1 1
! 2 2 !

n
n

n n

n x x nt t
n n

 

 

    
 

 

令  
2 2

0 0 1

1
! ! !

n
n n

n n n

n t nS t t t
n n n

  

  


    

   1 1

1 1
1 ! 1 !

t n t n

n n

n ne t e t
n n

 

 

 
   

  

   1 2

1
1 ! 2 !

n
t n

n n

te t
n n

 

 

  
  

2t t te te t e   ．

故  
2

2 1
2 4

x x xS x e
 

   
 

，  ,x   ．

注：所有函数项级数问题中，端点必须单独检验．



E-mail：gcfeng@bjtu.edu.cn 微信：Dulbert QQ：2306567999

第 6 页 共 35 页

北 京 交 通 大 学
2018-2019-2-《微积分 B》期末考试卷

一．选择题（每小题 3分，满分 15 分）

1．函数 z x y 2 在点（1，2）沿各方向的方向导数的最大值为【 C 】．

（A）3 （B）0 （C） 5 （D）2

2．曲线4 5x y y z , ,在点 ( , , )8 2 4 处的切线方程是【 A 】．

（A）
x y z

  
12

20
1

4
（B）

x y z
 

12
20

4
4

（C）
x y z

  
8

5
2 4

4
（D）

x y z
  

3
5

1
4

3．设 f（x，y）是连续函数，交换二次积分 积分次序的结果为【 D 】．

4．下列级数中，条件收敛的是【 A 】．

（A）  








 1
2 4

1

3
1

n

n

n
n

（B）   











 1 2
3

1

1

n
n

n

（C）   





 1 11
2

1

n

n n
（D）   





 1 1
2

1

1

n
n

n n

5． L为 2xy  上从点（0，0）到（1，1）的一段弧．则   L syI
 

d 【 C 】．

（A）  
1

0

2 d41 xx （B）  
1

0
d1 yyy

（C）  
1

0

2 d41 xxx （D）  
1

0
d11 y

y
y

二．填空题（每小题 3分，满分 15 分）

1．设函数 z z x y ( , )由方程 sin x y z e z  2 所确定，则


z
x

=【
cos x
e z1

】．

2．曲面 x y z2 24 5 0    垂直于
x y z





1

2
1

2
的切平面方程是【2 2 1 0x y z    】．

3．设  f x
x
x


  
 





0 0
1 0
, ,
,




，若  S x 是以  f x 的以2 为周期的 Fourier 级数展开式之和函数，

则  S 5 【 0 】．    S S5 5 2 0   ．
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4．设平面区域D为： 2 2 1x y  ，则二重积分  2 2ln 1
D

x y dxdy   【  2ln 2 1  】．

5．设   , , 1, 0, 0, 0x y z x y z x y z        ，则积分 2y dS


 【
3

12
】．

三．（10 分）设 z f x u ( , )具有连续的二阶偏导数，而u xy ，求



2

2

z
x

．

解： z f yfx x u  （4 分）

z f yf y fxx xx xu uu  2 2 （10 分）

四．（10 分）求函数 z x y x y    2 2 2 4 10在闭域D x y: 2 2 25  上的最大值和最小值．

解：由
z x
z y
x

y

  
  





2 2 0
2 4 0

，得 D 内驻点（1，－2）

且 z( , )1 2 15   3 分

在边界 x y2 2 25  上，令 L x y x y x y       2 2 2 22 4 10 25( ) ．

由

L x x
L y y
L x y

x

y

   
   
   









2 2 2 0
2 4 2 0

25 02 2






得 x y  5 2 5, 

 
 
z

z

5 2 5 15 10 5

5 2 5 15 10 5

,

,

  

  
8 分

比较后可知，函数 z在点 ( , )1 2 处取最小值 z( , )1 2 15   ；

在点   5 2 5, 处取最大值   5101552,5 z ． 10 分

五．（10 分）设Ω是由 x2+y2+z2≤R2， 所确定的闭区域，计算 .

六．（10 分）计算积分 其中 L是以点 )0,1(C 为中心，R为半径的圆周 )1( R ，取逆

时针方向．
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七．（10 分）求二元可微函数 ),( yx ，满足 1)1,0(  ，并使曲线积分

1I 及

都与积分路径无关．

八．（10 分）计算积分 其中是抛物面 z=x2+y2（0≤z≤1）的上侧．

解：补平面 1 ：z=1（x2+y2≤1）取下侧． ——补面三则：z 值、区域、侧．

则 1  拘成一封闭曲面（取内侧）．因此
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九．（10 分）试求幂级数
 











1

12
1

12
1

n

n
n

x
n

的和函数并计算级数
  n

n

n

n














1 4
3

12
1

的和．

解：幂级数的收敛域是  1,1 ， …3 分

所以，当  1,1x 时，有

   











1

12
1

12
1

n

n
n

x
n

xs

  dxx
n

nnx 







 







1

221
0 1 …5 分

arctgxdx
x

x 


 20 1
1

． …7 分

故
   































1

121

1 2
3

12
1

2
3

4
3

12
1

n

nnn

n

n

nn 2
3

2
3 arctg ． …10 分
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北 京 交 通 大 学
2019-2020-2-《微积分 B》期末考试卷

一．选择题（每小题 3分，满分 15 分）

1．函数 z x y 2 2 在（1，1）点沿  

l   1 1, 方向的方向导数为【 B 】．

（A）最大 （B）最小 （C）0 （D）1．

2．曲线 x e y t z tt  2 2, ln , 在对应于 t  2 点处的切线方程是【 C 】．

（A）
x e
e

y z





4

42
2

1
4

4
ln

（B）
x e
e

y z





4

42
2

1
2

4
2

ln

（C）
x e
e

y z


 


4

42

1
2

2

1
2

4

ln
（D）

x e
e

y z


 


4

4

1
2

2

1
2

4

ln

3．设 f（x，y）是连续函数，交换积分 的积分次序后的结果为【 C 】．

4．下列级数中，绝对收敛的是【 D 】．

（A）  




 1
3 11

n

n

n
n

（B）  








 1 1
1

1

1

n

n nln( )

（C）  








 1
1

1

2
1

n

n

n
n

（D）   





 1 11
2

1

n

n n

5．L为从 A（0，0）到 B（4，3）的直线，则 L syx d)( 【 B 】．

（A）  
4

0
d)

4
3( xxx （B）  

4

0
d

16
91)

4
3( xxx

（C）  
3

0
d)

3
4( yyy （D）  

3

0
d

16
91)

3
4( yyy

二．填空题（每小题 3分，满分 15 分）

1．函数 y y x ( )由1 2 x y e y所确定，则
d
d
y
x

=【
2

2

xy
e xy 

】．

2．曲面 arctan y
xz1 4



在点 ( , , )2 1 0 处的切平面方程是【 y z 2 1 】．

3．  f x
x

x x


 
  





1 0 1
1 1 2

, ,
,

以4 为周期的正弦级数展开式的和函数是  S x ，则  S 7 【 】．
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解：
2
11137  )()()()( SSSS ．

4．二次积分 f（x，y）dy在极坐标系下先对 r积分的二次积分为【 】．

解：

5．设是锥面  z x y z   2 2 0 1 ，则
z dS



   
 

3 1
22

【 2 】．

三、（10 分）设 f u v( , ) 具有二阶连续偏导数， z f x x
y

 ( , ) ，求



2

2

z
x

．

解： z f
y
fx u v 

1
（4 分）




2

2 22 2

2 1z
x

f
y
f

y
f

u uv v
   （10 分）

四．（10 分）求点 ( , )3 0 到抛物线 y x 2的距离．

解：抛物线 y x 2上点 ( , )x y 到点 ( , )3 0 的距离平方d x y2 2 23  ( ) ．

令 F x y y x    ( ) ( )3 2 2 2 4 分

由

F x x
F y

F y x

x

y

   
  

  









2 3 2 0
2 0

02

( ) 




得唯一驻点 ( , )11 8 分

因最小值必定存在，故d dmin ( , ) 11 5 ．

所以，点 ( , )3 0 到抛物线 y x 2的距离为 5 ． 10 分

注：中学几何方法，更易求．

五、（10 分）设Ω是球体 x2+y2+z2≤1 位于第一卦限的部分．试计算 I = ．

六、（10 分）计算曲线积分 ，式中 L是从点 A（0，1）沿 y=x2+1
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至点 B（1，2）的一段弧．

七、（10 分）已知函数 yyyxP x sine),(  ， yxeyxQ x cos),(  ．

（1）是否存在函数 ),( yxU ，可使 yQxPu ddd  ？

（2）如果存在 ),( yxU ，则求出它．

八、（10 分） 计算曲面积分 其中∑是圆锥面 z2 = x2 +

y2在 0 ≤ z ≤ h范围内的那部分曲面的下侧，h为正数．

解：补上平面块∑1：z=h，x2+y2≤h2，取上侧．

∑和∑1围成立体Ω，由高斯公式，有

九、（10 分）试求级数
 
 

n

n

n

nn

















3
1

12
1

1

1

的和．
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解：设幂级数    
 

n

n

n

x
nn

xs 2

1

1

12
1










 ， …2 分

易知，此幂级数的收敛域是  1,1 ， …4 分

所以当  1,1x 时，有

    dxx
n

xs n

n

n
x 12

1

1

0 12
12 







 




   dxxdx n

n

nxx 12

1

1
00 12 





 

dx
x

dx xx
200 1

2


 …6 分

 21lnarctan2 xxx  ． …7 分

故
 
  
























3
1

3
1

12
1

1

1

s
nn

n

n

n

3
4

33
π ln ． …10 分
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北 京 交 通 大 学

2020-2021-2-《微积分 B》期末考试卷

一、单选题（每小题 4 分，满分 20 分）

1．已知 dyyxxbydxxyaxy )sin()cos( 2223 31  为某一函数 ),( yxf 的全微分．则 a和b分

别为【 】．

（A） 22, B） 22 , （C） 33, （D） 33 , ．

解：由
x

yxxby
y

xyaxy






 )sin()cos( 2223 31

，得

xbyxyxyaxy coscos  22 623 ，

因此， 22  ba , ． 故选（B）．

2．二元函数 ),( yxf 在点 ),( 00 yx 处两个偏导数 ),( 00 yxf x ， ),( 00 yxf y 存在是 ),( yxf 在该点连

续的【 】．

（A）充分非必要条件 （B）必要非充分条件

（C）充分必要条件 （D）既非充分又非必要条件

解：由多元函数基本性质，显然． 故选（D）．

3．设 )(xf 是周期为 2 的周期函数，它在区间 ],( 11 上的定义为








.,
,,

)(
10
013

2 xx
x

xf 则

)(xf 的 Fourier级数在 1x  处收敛于【 】．

（A）0 （B）1 （C）2 （D）3．

解： 2
2

31
2

111 






 )()()( ffS ． 故选（C）．

4．设函数 ),( yxf 连续，则
2 2 2 4

1 1
( , ) ( , )

y

x y
dx f x y dy dy f x y dx


     【 】．

（A）
2 4

1 1
( , )

y
dy f x y dx



  （B）
2 4

1
( , )

x

x
dx f x y dy



 

（C）
2 4

1 1
( , )

x
dx f x y dy



  （D）
2 2

1
( , )

y
dy f x y dx  ．

解：由  
y

x
dxyxfdydyyxfdx

1

2

1

22

1
),(),( ，所以有



E-mail：gcfeng@bjtu.edu.cn 微信：Dulbert QQ：2306567999

第 15 页 共 35 页





yy

y

y
dxyxfdydxyxfdydxyxfdyI

4

1

2

1

42

11

2

1
),(),(),( ． 故选（A）．

5．级数 2
1

sin 1
n

n
n n





 
  

 满足【 】．

（A）条件收敛 （B）绝对收敛 （C）发散 （D）无法确定．

解：由 22

1
nn

n


sin
，知



1
2

n n
nsin
绝对收敛；但是



1

1
n n

发散． 故选（C）．

二、填空题（每小题 4 分，满分 20 分）

1．曲面 2 3zz e xy   在点 (1,2,0)处的切平面方程是【 】．

解：令 32  xyezzyxF z),,( ，则

4)0,2,1(2),,(  xx FyzyxF ；

2)0,2,1(2),,(  yy FxzyxF ；

0)0,2,1(1),,(  z
z

z FezyxF ．

故所求切平面方程： 0)0(0)2(2)1(4  zyx ，或 042  yx ．

2．函数 ),( yxz 由方程 2 2 2 2 2x y z xyz    所确定．则在点 (1,0, 1) 处，dz 【 】．

解：令 22222  xyzzyxzyxF ),,( ，则

2
11012

222



 ),,(,),,( xx Fyz

zyx
xzyxF ；

21012
222




 ),,(,),,( yy Fxz
zyx

yzyxF ；

2
11012

222





 ),,(,),,( zz Fxy

zyx
zzyxF ．

所以， dydxdy
F
F

dx
F
Fdz

z

y

z

x 2
101
101

101
101

101 








 ),,(
),,(

),,(
),,(

),,( ．

3．设 2 2: 1L x y  ，则  3 2

L
x y ds  【 】．

解：    2
2
11

2
1

2
10 22223

LLLL
dsdsyxdsydsyx )()( ．

注意： 3x 在 L上是奇函数．
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4．已知 xyyxyxf arctan)1(),( 22  ，则  ),( 11xf 【 】．

解：   2111 1 
xx xff ),(),( ．

5．已知函数 ),( yxfz  在点 ),( yxM 处可微，且在该点处沿方向 },{ 111 l


和方向 },{ 112 l


的

方向导数分别为 1 和 2，则函数 ),( yxfz  在点 ),( yxM 处的梯度为【 】．

解：令 ),( yx zzgradz  ，则 2
2

111
2
11





),(),(),(),( yxyx zzzz ， ．

整理，得










22

2

yx

yx

zz

zz
， 即

2
2

2
23 

 yx zz , ，

所以， ),( yx zzgradz  






 










 


2
1

2
3

2
2

2
23 ,, ．

三、（满分 10 分）设 11  ||,||: yxD ，计算 dxdyxy
D
  || ．

解：直线 xy  ，将区域D分为 21 DD , ．

原式 dxdyyxdxdyxy
DD
 

21

)()(

1 1 1

1 1 1
( ) ( )

x

x
dx y x dy dx x y dy

  
      

2 21 1

1 1

1
( ) ( )

12 2
xy yxy dx xy dx

x 
   

 
2 21 1

1 1
( ) ( )

1 12 2
x xy yxy dx xy dx

 
   

 

1 2

1

8( 1)
3

x dx


   ．

四、（满分 10 分）计算曲面积分 zdS ，其中是球面 2222 Rzyx  的上半部分．

解：设 222 yxRz  ，则
z
yz

z
xz yx





 , ，

因此，  
 xyD yx dxdyzzyxRzdS 22222 1 )()( 3RRdxdy

xyD
  ．

五、（满分 10 分）求 22 yxyxfz  ),( 在闭区域 1
4

2
2

 yxD : 上的最大值和最小值．

解：1）当 1
4

2
2

 yx
时，由








02
02

yz
xz

y

x
，得D内驻点 ),( 00 ，且 000 ),(f ．

2）在边界 1
4

2
2

 yx
上， 105414 2222  yyyyygz ,)()( ，
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此时， 4011  )(,)( maxmin gzgz ，

3）综合 000 ),(f ，易知 401110  ),(,),( maxmin fzfz ．

六、（满分 10 分）设曲线积分  
L

dyxydxxy )(2 与路径无关，其中 )(x 有连续导数且 00 )( ，

求 )(x ，并计算  
),(

),(
)(

11

00

2 dyxydxxyI  ．

解：由题意，
x
xy

y
xy







 ))(()( 2

，即 xx 2 )( ， Cxx  2)( ．

再由 00 )( ，得 0C ，即 2xx )( ．

2
1

2
1

2
1 11

00
2211

00

2211

00

22  
),(

),(

),(

),(

),(

),(
)( yxyxddyyxdxxyI ．

七、（满分 10 分）计算曲面积分 dxdyayzdzdxaxydydzazxI )()()( 232323  


，其中

为上半球面 222 yxaz  的上侧。

解：设 1 为平面 2220 ayxz  , ，取下侧，则利用 Gauss 公式，有 --3 分

 
 dvzyx )( 222 333

1

5
6

5
163

55

0

222
0

2

0

aadrrrdd
a 




  sin ． --6 分

又  



 xyxy DD

dxdyyxadxdyyadxdyay )( 2222

211

442

54

0

22

0

aaardrrda a 






  ， --9 分

所以， 55

20
29

4
1

5
6 aaI   )( ． --10 分

八、（满分 10 分）求幂级数






1

113
n

nn xn 的收敛域与和函数．

解：令 





1

1

n

nntts )( ，则 1
1

1
1 2

1

























 





||,
)(

)( t
tt

ttts
n

n ，

因此， 2
1

11

31
133

)(
)(

x
xnxs

n

nn








 ，且其收敛域为 )(
3
1

3
1
， ．
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北 京 交 通 大 学

2021-2022-2-《微积分 B（下）》期末考试 参考答案

一、单选题 （每道小题 3分，满分 15分）

1．曲面 x y z xyz x z2 2 22 4 2 6      在点 ( , , )0 1 2 处的切平面方程为（ A ）．

（A） 3 1 2 2 3 11 0( ) ( )x y z      （B） 3 2 3 4x y z  

（C）
x y z
3

1
2

2
3

0






 （D）
x y z
3

1
2

2
3








．

2．曲线 x t y t z t  2 4sin , cos , 在点 ( , , )2 0
2


处的法平面方程是（ C ）．

（A） 2 4
2

x z  


（B） 2
2

4x z  


（C） 4
2

y z  


（D） 4
2

y z 

．

3．设 f（x,y） 是连续函数，交换积分 ，积分次序的结果为（ D ）．

4．若级数 un
n




1

收敛，其和 S  0 ，则下述结论成立的是（ C ）．

（A） ( )u Sn
n







1

收敛 （B）
1

1 unn



 收敛（C） un
n






 1
1

收敛 （D） un
n




1

收敛．

5．C 为 2xy  上从点（0，0） 到（1，1） 的一段弧．则  L syI
 

d （ C ）．

（A）  
1

0

2 d41 xx （B）  
1

0
d1 yyy

（C）  
1

0

2 d41 xxx （D）  
1

0
d11 y

y
y

二、填空题 （每道小题 3分，满分 15分）

1．设函数 z z x y ( , )由方程 sin x y z e z  2 所确定，则


z
x
=______．

cos x
e z1

．

2．函数 z xy 2 在点（1，2）沿  a  11, 方向的方向导数是______．
8
2
．
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3．设 f x
x

x x
( )

,

,


 

 









0 0
2

2





，已知 S x( ) 是 f x( ) 的以2为周期的余弦级数展开式的和函数，

则  S 3 =______． ．

4．二次积分 在极坐标系下先对 r积分的二次积分为______．


1

0
2

0
rdrrrfd )sin,cos( 



．

5．设是锥面  z x y z   2 2 0 1 ，则
z dS



   
 

3 1
22

______． 2 ．

三、（满分 10分） 设 z x yey x  ，求 z zx y, ．

解： z yx yex
y x 1 ； 5 分

z x x ey
y x ln ． 10 分

四、（满分 10分） 求内接于椭圆 x y2 24 16  且边平行于坐标轴，并具有最大面积的长方形的

面积．

解：设矩形的长、宽分别为2 2x y, ．

则矩形面积 A xy 4 ，且 x y2 24 16  ．

令  L xy x y   4 4 162 2 4 分

由












0164
084
024

22 yxL
yxL
xyL

y

x






得驻点 x y 2 2 2, ． 8 分

由于实际问题必定存在最大值．

因此当矩形的长、宽分别取2 2 2, 时，有最大面积 16． 10 分

五、（满分 10分） 设Ω是由 x2+y2≤1 及 0≤z≤1 所确定的闭区域．试计算

I= ．
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六、（满分10分） 计算曲线积分 ，式中 L是从点 O

（0，0） 沿曲线 y = sinx到点 A（π，0）的弧段．

七、（满分 10分） 已知 P（x,y） =1+4x3y3, Q（x,y） =3x4y2．

（1） 试问是否存在函数 u（x,y） ，可使得 Pdx+Qdy成为它的全微分?

（2） 若存在此函数，求出它．

解：(1) 2312 yx
y
P 

 ， 2312 yx

x
Q





，

x
Q

y
P






 ，故存在（，使得 yQxP ddd 

(2)  
),(

),( 00

dd),(
yx

yx
yQxPyx

 
y

y

x

x
yyxxyx

00

d3d)41( 242
0

3

   yyx
x yxyxx

00

343
0

4  Cyxx  34 ，其中 C为任意常数．

八、（满分10分） 计算曲面积分 ，其中∑是锥面

被平面 z = 1 所截的有限部分曲面的下侧．

解：补上平面块∑1：z=1，x2+y2≤1，取上侧．则

 
D

dxdy
1

．



E-mail：gcfeng@bjtu.edu.cn 微信：Dulbert QQ：2306567999

第 21 页 共 35 页

九、（满分 10分） 利用 21
1
x

y


 的展开式，求级数  


 


0 12
11

n

n

n
的和．

解：因为    111
1

1
0

2
2 ,, 

 




xx
x n

nn …3 分

所以，

   1,1,
12

1arctan
0

12











x
n
xx

n

n
n …6 分

 
4
π

12
11

0







n

n

n
． …10 分
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北 京 交 通 大 学

2022-2023-2-《微积分 B（下）》期末考试 参考答案

一、单选题（本题满分20分，共有 5道小题，每道小题 4分）

1．曲面 z x y 2 32 2 在点 ),,( 1421 处的切平面方程为【 D 】．

（A）4 12 14x y z   （B）4 12 42x y z  

（C）4 12 42x y z   （D）4 12 14x y z   ．

2．曲线 x t y t z t  , ,4 2 在点 ( , , )4 8 16 处的法平面方程为【 B 】．

（A） x y z   8 132 （B） x y z  8 140

（C） x - y + 8z = 124 （D） x y z  8 116 ．

3．设 ),( yxf 是连续函数，交换二次积分  
1

0

1

0

223
y

dxyxdy 的积分次序后的结果为【 C 】．

（A）  
1

0

1

0

223
x

dyyxdx （B）  
 y

dyyxdx
1

0

1

0

223

（C）  
1

0

1

0

22
2

3
x

dyyxdx （D）  
1

0

1

0

22
2

3
x

dyyxdx ．

4．下列结论正确的是【 D 】．

（A）级数 un
n




1

收敛，必条件收敛 （B）级数 un
n




1

收敛，必绝对收敛

（C）若 un
n




1

发散，则 un
n




1

条件收敛（D）若 un
n






 1
1

收敛，则 un
n




1

收敛．

5．L为从 ),( 00A 到 ),( 34B 的直线段，则 L dsyx )( 【 B 】．

（A）  
4

0 4
3 dxxx )( （B）  

4

0 16
91

4
3 dxxx )(

（C）  
3

0 3
4 dyyy )( （D）  

3

0 16
91

3
4 dyyy )( ．

解：易知
4
3

4
3

 yxy , ，因此， ||||)( dxdxydydxds 
16
911 222 ．

所以， L dsyx )(  
4

0 16
91

4
3 dxxx )( ．
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二、填空题（本题满分20分，共有 5道小题，每道小题 4分）

1．函数 y y x ( )由1 2 x y e y所确定，则
d
d
y
x

=【
2

2

xy
e xy 

】．

解：令 12  yxeyxF y),( ，则 xyyxFx 2),( ， 2xeyxF y
y ),( ，

因此， 2

2
xe

xy
yxF
yxF

dx
dy

y
y

x




),(
),(

．

2．函数 f x y x y x y( , )    2 2 在点 ),( 43 沿 ),( 34a 方向的方向导数是【 
1
5

】．

解：


















2222
11

yx
y

yx
xfgradf , ，因此，









5
1

5
243 ,),(gradf ；

因此， 



),( 43a
f
 5

1
5
3

5
4

5
1

5
243 0 















 ,,),( agradf 

．

3．设 f x
x

x x
( )

,

,


   

   









0
2

2 2
0




  ，已知 S x( ) 是 f x( ) 的以2为周期的正弦级数展开式的和

函数，则 S 9
4






=【 
4
3

】．

解：
4

3
24444

9  





  )()()( SSS ．

4．二次积分  





a

a

xa

xa
dyyxfdx

22

22
),( 在极坐标系下先对 r积分的二次积分为【 】．

解：原式   



2

0 0

a
rdrrrfd )sin,cos( ．

5．设 2222 RzyxS : ，则曲面积分
S

dS
x y z


  2 2 2

1 【 4 】．

解：
S

dS
x y z


  2 2 2

1
  4411

2

2

22   R
RdS

R
dS

R SS
．

三、（满分 10分） 设 f x y e tt

x

x y
( , ) d




2

，求   f x 1 1, ．

解：   f e ex
x y x( )2 2

， ...8 分

    f ex 1 1 1, ． ...10 分

四、（满分 10分） 在圆 x y2 2 1  的 x y 0 0, 部分上找点 P，使其到点 M ( , )2 1 的距离最小．
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解：设点 P x y ( , )，

则 P M, 的距离平方    d x y2 2 22 1    ．且 x y2 2 1  ．

令      L x y x y      2 1 12 2 2 2 4 分

由

 
 













01
0212
0222

22 yxL
yyL
xxL

y

x






得 x y 
2
5

1
5
．

边界点 ( , ), ( , )0 1 1 0 8 分

   d , d , d , 
    

 
2 2 22 1 106 0 1 4 1 0 2

5 5 5
．

比较后可知，所求点为 ),(
5

1
5

2P ． 10 分

注：利用中学知识，链接OM ，交圆于点 P ，即为所求．

五、（满分 10分） 设是第一卦限满足 1222  zyx 的立体．试计算  xyzdv．

解 1： 



21

0

21

0
2

0
cossin

r
dzzrrdrdI 



 
1

0

532
02

1 drrrd )(cossin




48
1

24
2

2
1

2
1

 ．

解 2： 
1

0

52
0

32
0

cossin 


dddI cossin

 
1

0

52
0

32
0

sinsin 


ddd sinsin

48
1

6
1

4
1

2
1

 ．

六、（满分 10分） 计算曲线积分  
L

yy dyyxyexdxexyx )()( 2333222 222 ，其中 L为椭

圆 1
9

2
2 

yx 上从点 ),( 01A 经第二象限至 ),( 30B 的弧段．

解：易知 yexy
y
P

x
Q 3232 








，故积分与路径无关．

记 ),( 00O ，则
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 


OBAO
QdyPdxI

 


3

0

20

1

2 23 dyydxx

17
3
2721 


 ．

七、（满分 10分） 计算  


zdxdyydzdxxdydz ，其中是 221 yxz  在 xOy面上方的部

分曲面的上侧．

解：补充下盖 1 ： 10 22  yxz , ，取下侧．

则， 0
1

 zdxdyydzdxxdydz ．

于是，由高斯公式，有

 
 11 

 03   dxdydz





21

0

1

0

2

0
3

r
dzrdrd




2
36

1

0

3    drrr )( ．

八、（满分 10分） 求   xxf arctan 在点 00 x 的泰勒级数展开式．并求
 















1 4
3

12
1

n

nn

n
．

解：由      111
1

1
0

2
2 ,, 


 





xx
x

xf
n

nn …3 分

所以，      11
12

1
1

1
0

12

0 2 ,, 





 






x
n
xdx

x
xf

n

n
nx

. …6 分

再
   































0

11

1 4
3

12
1

4
3

12
1

n

nn

n

nn

nn

 

























 






2
3

2
3

2
3

12
1

2
3

0

12

arctan
n

nn

n
. …10 分

注：很多人，愿意写成      11
12

1
1

12
1 ,, 









 x

n
xxf

n

n
n

．

关于端点的敛散性，有

当 1x 时，    

















0

1

0

12

12
11

12
1

n

n

n

n
n

nn
x

，条件收敛；

当 1x 时，    
















00

12

12
11

12
1

n

n

n

n
n

nn
x

，条件收敛．
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北 京 交 通 大 学
2023-2024-2-《微积分 B》期末考试 参考答案

一、单选题（每小题 4分，满分 20 分）

1、曲线 tztytx  ,cos4,sin2 在点 )
2

,0,2( 
处的法平面方程是【 】．

（A）
2

42 
 zx （B） 4

2
2 

zx

（C）
2

4 
 zy （D）

2
4 

 zy ．

解： 1,sin4,cos2  ztytx ，则 )1,4,0( s ．

所求法平面方程 0)
2

()0(4)2(0 
zyx

或
2

4 
 zy ． 故选（C）．

2、曲面 6242 222  zxxyzzyx 在点 )2,1,0( 处的切平面方程为【 】．

（A） 0113)2(2)1(3  zyx （B） 4323  zyx

（C） 0
3
2

2
1

3









zyx

（D）
3
2

2
1

3 






zyx

．

解：令 6242),,( 222  zxxyzzyxzyxF ，则

)3,2,3//()6,4,6(),,( )2,1,0(  zyx FFFn ．

所求切平面方程 0)2(3)1(2)0(3  zyx

或 04323  zyx ． 故选（C）．

注：将点 )2,1,0( 代入，易知（A）正确．

3、设二元函数 ),( yxf 是连续函数，交换二次积分 )0(),(
00

 adyyxfdx
xa

的积分次序后，所得

的结果为【 】．

（A） 
ya

dxyxfdy
00

),( （B） 
y

a

a
dxyxfdy ),(

0

（C） 
a

y

a
dxyxfdy ),(

0
（D） 

aa
dxyxfdy

00
),( ．

解： 
xa

dyyxfdx
00

),( 
a

y

a
dxyxfdy ),(

0
． 故选（C）．
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4、下列级数中，绝对收敛的是【 】．

（A）


 


1 13
)1(

n

n

n
n

（B）









1

1

)1ln(
1)1(

n

n

n

（C）









1
2

1

1
)1(

n

n

n
n

（D）





1

2
1 1)1(

n

n

n
．

解：（A）（C）选项均发散；（B）选项条件收敛，而










 
1

2
1

2
1 11)1(

nn

n

nn
绝对收敛． 故选（D）．

5、 L是从  A ,1 0 到  B ,1 2 的线段，则曲线积分  
L
x y ds  【 】．

（A） 2 （B）2 2 （C）2 （D）0 ．

解：线段 11,1:  xyxAB ．

所以，  
L
x y ds  222

1

1
  

dxds
L

． 故选（B）．

二、填空题（每小题 4分，满分 20 分）

1、由 2222  zyxxyz 所确定的函数 ),( yxzz  在 )1,0,1(  处， dz 【 】．

解：令 2),,( 222  zyxxyzzyxF ，则

2
1)2,1,0(,1)2,1,0(,

2
1)2,1,0( 

 zyx FFF ．

故，所求全微分： dydxdz 2 ．

2、函数 2xyz  在点 )2,1( 沿 )1,1(a 方向的方向导数是【 】．

解：计算，有 )4,4()2,1( gradz ， )1,1(
2

10 a ，

故， 24)2,1( 0
)2,1(



 agradz
a
z 

．

3、设 f x
x x

x x
( )

,

,


  

 









2 0
2

2






，又设 )(xS 是 )(xf 的以2为周期的余弦级数展开式的和函

数，则 )4(S 【 】．
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解： )(xS 是偶函数，所以， 42)42()24()4(   SSS ．

4、设 )(xf 在 ]4,0[ 上连续，且 4: 22  yxD ，则  
D

dxdyyxf )( 22 在极坐标系下先对 r积分

的二次积分为【 】．

解：  
D

dxdyyxf )( 22  
2

0

22

0
)( rdrrfd


 ．

5、设为曲面 )(2 22 yxz  在 xoy平面上方部分，则 dS


 【 】．

解：令 0z ，得 222  yx ，因此，取 2: 22  yxD ．

dS


  
D

dxdyyx 22 441

 
2

0

22

0
41 rdrrd




 
2

0

2412 rdrr

 
2

0

22 )41(41
4

rdr
3

13
 ．

三、（满分 10 分）设 
 
yx

x

t dteyxf
2

),( ，求 )1,1( xxf ．

解：由于
22)(),( xyx

x eeyxf   ；

以及
22

2)(2),( )( xyx
xx xeeyxyxf   ，

因此， 12)1,1(  ef xx ．

四、（满分 10 分）求点 )1,0,0( 到曲面 xyz  的距离．

解：设 2222 )1(  zyxd ，以及 0),,(  zxyzyx ，

令 ),,()1(),,,( 2222 zyxzyxdzyxL   ．

则由








0

0

zxyL

LLL zyx



，得 0 zyx ．

由实际问题，因此

1)10(00)0,0,0( 222
min  ddd ．

五、（满分 10 分）设是由 222222 , yxzRzyx  所围成的闭区域．

计算   dvzyx 222 ．
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解：  
R

drrrddI
0

24
0

2

0
sin






4
)22(

4
)

2
21(2

44 RR 



 ．

六、（满分 10 分）已知曲面积分  
C

dyxxdxyI )3( 33 ，其中C 为 )0(222  RRyx 的正

向．试问当R为何值时，能使 I达到最大值，并出这个最大值．

解：设 222: ayxD  ，则

 








DD

dxdyyxdxdy
y
P

x
QI )333()( 22

42

0

22

0

2

2
33

33

RR

rdrrdR
R








 

则由 066 3  RRIR  ，得 )(0,1 舍去 RR ．

由实际问题或 061   RI ，因此，


2
3

2
33max I ．

七、（满分 10 分）计算曲面积分 ，其中是半

球面 )0(222  ayxaz 的上侧．

解：补充面 222
1 ,0: ayxz  ，取下侧． —— 2 分

则 02
1

  D
xydxdy ， —— 4 分

因此  


11

I —— 6 分 方法

  dvyxz )( 222 —— 8 分 计算

 
a

drrrdd
0

222
0

2

0
sin






5
2

5
12

55 


aa
 ． —— 10 分

另： )( 222222 ayxyxaz ： ， 取上侧． —— 2 分

则
222222

,
yxa

yz
yxa

xz yx








 ． —— 4 分
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故，  



 dxdyyxayxy

yxa
yxayxyyxaxI )]2())(()([ 2222

222

2
3

22222222

6

 



D

dxdyyxayx
yxa

yx ])([ 22222

222

22

—— 8 分

5
2

5
12

55 


aa
 ． —— 10 分

注：6 分段，是题的关键，给出了计算方法．

八、（满分 10 分）试求幂级数  n
n

n x






 1

1
2 的收敛域及和函数．

解： 1lim 1 


n

n

n a
a

，故 1R ．

当 12 x 时，级数


1n
n发散；

当 12 x 时，级数





1

1)1(
n

n n发散，

故原级数收敛域为 )3,1( ，且有，





































 



 x
x

x
xxxs

n

n

3
2

)2(1
2)2()(

1

2)3(
1



x

)31(  x ．
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北 京 交 通 大 学
2024-2025-2-《微积分 B》期末考试 参考答案

一、单选题（每小题 4分，满分 20 分）

1、曲面 22 32 yxz  在点 )14,2,1( 处的切平面方程为【 】．

（A） 14124  zyx （B） 42124  zyx

（C） 42124  zyx （D） 14124  zyx ．

解：令 zyxzyxF  22 32),,( ，则

法向量可取为 )1,12,4(),,( )14,2,1(  zyx FFFn ．

所求切平面方程 0)14()2(12)1(4  zyx

或 014124  zyx ． 故选（D）．

注：将点 )14,2,1( 代入，易知（D）正确．

2、曲线







22

22 5
yxz

yx
在点 )3,2,1(  处的切线方程是【 】．

（A）
8

3
1

2
2

1 





 zyx
（B）

8
3

1
2

2
1









 zyx

（C）
8

5
1
1

2
3 






 zyx

（D）
8

3
1

2
2
1 






 zyx

．

解：令










0),,(

05),,(

22

22

zyxzyxG

yxzyxF
则点 )3,2,1( M 处的切线方程是

Myx

yx

Mxz

xz

Mzy

zy

GG
FF

z

GG
FF

y

GG
FF

x 321 







或
8

5
1
1

2
3 






 zyx

． 故选（C）．

3、设 ),( yxf 是连续函数，交换二次积分 
x

dyyxfdx
ln

0

e

1
),( 的积分次序的结果为【 】．

（A） 
x

dxyxfdy
ln

0

e

1
),( （B） 

1

0

e

e
),( dxyxfdy

y
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（C） 
e

1

ln

0
),( dxyxfdy

x
（D） 

e

e

1

0
),(

y
dxyxfdy ．

解： 
x

dyyxfdx
ln

0

e

1
),( 

e

e

1

0
),(

y
dxyxfdy ． 故选（D）．

4、下列级数中，条件收敛的是【 】．

（A）









1
3

1

42
)1(

n

n

n
n

（B）




 







1

1

3
2)1(

n

n
n

（C）





1

2
1 1)1(

n

n

n
（D）






1

1

2
1)1(

n
n

n

n
．

解：选项（B）（C）（D）均绝对收敛，而

2
1

42
lim

42
lim

3

2
3

3
















 n
n

n
nn

nn
，而



1

1
n n

发散，

另 0
42

limlim
3





 n

nu
nnn

且显然 nn uu 1 ． 故选（A）．

5、 L是 2xy  从 )0,0( 到 )1,1( 的线段，则曲线积分  L dsyI 【 】．

（A）  
1

0

2 d41 xx （B）  
1

0
d1 yyy

（C）  
1

0

2 d41 xxx （D）  
1

0
d11 y

y
y ．

解： dxxdydxds 222 )2(1 ， 10: x ．

所以，  L dsyI  
1

0

241 dxxx ． 故选（C）．

二、填空题（每小题 4分，满分 20 分）

1、设函数 ),( yxzz  由方程 zezyx  2sin 所确定，则 


x
z

【 】．

解：令 ),,( zyxF zezyx  2sin ，则

z
zyx eFFxF  1,2,cos ．

故， z
z

x

e
x

F
F

x
z







1
cos

．

2、函数 yxz  在点 )2,1( 沿 )1,1(a 方向的方向导数是【 】．
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解：计算，有 )0,2()2,1(grad z ， )1,1(
2

10 a ，

故， 2)2,1(grad 0
)2,1(



 az
a
z 

．

3、设













.0
2

,
2

,
2

,0
)(

xx

x
xf 




已知 )(xS 是 f x( ) 的以 2 为周期的正弦级数展开式的和

函数，则 







4
9S 【 】．

解： )(xS 是奇函数，所以，
4

3
24444

9 







 






 













 SSS ．

4、二次积分 




21

0

1

1
),(

x
dyyxfdx 在极坐标系下先对 r积分的二次积分为【 】．

解： 




21

0

1

1
),(

x
dyyxfdx  

1

00
)sin,cos( rdrrrfd 


．

5、设 ： 4222  zyx ，则    dSyx 22 【 】．

解：     
3

12824
3
8

3
8

3
2 222222   

dSdSzyxdSyx ．

三、(满分 10 分）函数 ),( yxzz  由方程 )1ln(2 xexyze z  所确定，求
0
02

2






y
xy

z
．

解：当 0,0  yx 时， 1z ；

由 0 yy
z zyzze ，得

ey
z

y
x

1

0
0 





 ．

再由 02)( 2  yyyyy
z

y
z zyzzeze ，得 2

0
02

2 1
ey

z

y
x 





 ．

四、(满分 10 分）求内接于椭圆 x y2 24 16  且边平行于坐标轴，并具有最大面积的长方形的

面积．

解：设矩形的长、宽分别为 yx 2,2 ．

则矩形面积 xyA 4 ，且 164 22  yx ．

令 )164(4 22  yxxyL  ．
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由












0164
,084
,024

22 yxL
yxL
xyL

y

x






得驻点 )2,22( ．

由于实际问题必定存在最大值．

因此，当矩形的长、宽分别取 2,22 时，有最大面积 16．

五、(满分 10 分）设是由 22 yxz  及 1z 所围成的有界闭区域．

试计算三重积分   dvzyx 222 ．

解：   



 cos

1

0

24
0

2

0
sin drrrddI

 4
0 4cos

sin
2





 d )122(

6



．

六、(满分 10 分）计算曲面积分  
L

dyyxdxyxyxI )3()22( 2222 ，其中 L为曲线

12 22  yx 上从点 )1,1( A 至 )1,1(B 的一段弧．

解：  
L

dyyxdxyxyxI )3()22( 2222

 
L

dyxdxxy )1()21( 2 ．

此时，
x
Qx

y
P






 2 ，故积分与路径无关．

取路径 11:,1:1  yxABL ．

所以， 42)1()21(
1

1

2   
dydyxdxxyI

L
．

七、(满分 10 分）计算曲面积分   zdxdyydzdxxdydzI ，其中是 221 yxz  在面上

方的部分曲面的上侧．

解：补充面 1,0: 22
1  yxz ，取下侧． —— 2 分

则 00
1

  D
dxdy ， —— 4 分

和 1围成立体，由高斯公式

因此  


11

I —— 6 分 方法

03   dv —— 8 分 计算
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



21

0

1

0

2

0
3

r
dzrdrd




2
3)1(6

1

0

2 
   drrr ． —— 10 分

另： )1:(1 2222  yxDyxz： ，取上侧． —— 2 分

则 yzxz yx 2,2  ． —— 4 分

故，   dxdyyxyyxxI )]1()2()2([ 22 —— 6 分

 
D

dxdyyx )1( 22 —— 8 分

2
3

4
21

0

32

0





  drrd ． —— 10 分

注：6 分段，是题的关键，给出了计算方法．

八、(满分 10 分）试求幂级数 22

1 2
12 




  n

n
n xn

的和函数 )(xs ，并计算






1 2
12

n
n

n
的值．

解：
2)12(2

)12(lim
)12(

2
2

)12(lim
)(
)(lim

2
2

221

2
1 xx

n
n

xn
xn

xu
xu

nn

n

n

n

n
n

n

n

















．

当 2x 时，  ...531
2
1)12(

2
12

2
12

1

1

1


 







 n

n

n
n nn

，显然发散．

故，级数的收敛域为 )2,2( ．

所以，当 )2,2(x 时，





















 






2

1

12

22
1)(

x
xxxs

n

n
n

22

2

)2(
2

x
x




 ．

故， 3)1(
2

12
1








sn
n

n ．
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