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安徽大学 2022-2023 学年第二学期《高等代数（下）》

期末考试（A卷）参考答案与评分标准

一、填空题（每空 4分， 共 40 分）

1. −2或−1, -
1

2
或-1. 2. 正惯性指数为 2. 3.

1− 10

3
< a <

1+ 10

3
.

4. 维数为 2. 5. 2，夹角为
𝜋

2
. 6. 𝑥 = 2, 𝑦 =− 1. 7.1或−1。

二、解答题（共计 60 分）

1. 解.设相应特征值为𝜆, 则
𝑏 −2 1
2 3 1
3 −1 4

−3
1
𝑎

= 𝜆
−3
1
𝑎

. (5 分)

由此可得

−3𝑏 − 2 + 𝑎 =− 3λ, − 6 + 3 + 𝑎 = λ, − 9 − 1 + 4𝑎 = λ𝑎

故𝑎2 − 7𝑎 + 10 = 0. 从而𝑎 = 5, 𝑏 = 3,或𝑎 = 2, 𝑏 =− 1. (10 分)

2. （每小题 5分， 共 25 分）

解. （1） 按定义验证.

（2）所得的标准正交基为

2

2
,

6

2
𝑥,

3 10

4
𝑥2 −

1

3
,
5 14

4
𝑥3 −

3

5
𝑥 .

（3）直接验证 𝜎 𝑓 , 𝜎(𝑔) = (𝑓, 𝑔).

（4） 直接计算得

σ 1 = 1, σ 𝑥 =− 𝑥, σ 𝑥2 = 𝑥2, σ 𝑥3 = 𝑥3 −
6

5
𝑥.

故矩阵为

1
0
0
0

0
−1
0
0

0
0
1
0

0
−6/5
0
1

（5）σ的特征值分别为 1和-1 . 属于特征值 1的特征子空间的基：1, 𝑥2, 𝑥3 −
3

5
𝑥；
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属于特征值−1的特征子空间的基：𝑥

3. 解. （1）矩阵 𝐴 =
1

2

2 1 1
1 2 1
1 1 2

. (5 分)

（2）矩阵𝐴的特征多项式𝑓 λ = λ − 1 2(λ − 4),故𝐴的特征值为𝜆1 = 1, 𝜆2 = 4.

属于特征值𝜆1 = 1 的线性无关的特征向量为𝛼1 =
1
−1
0

， 𝛼2 =
1
0
−1

，

属于特征值𝜆2 = 4 的线性无关的特征向量为𝛼3 =
1
1
1

. (8 分)

对𝛼1, 𝛼2, 𝛼3做 Schmidt 正交化得𝜉1, 𝜉2, 𝜉3，得到正交阵

𝑃 = (ξ1, ξ2, ξ3) = −

2

2

6

6

3

3

2

2

6

6

3

3

0
− 6

3

3

3

则𝑃−1𝐴𝑃 = diag
1

2
,
1

2
, 2 .

令(𝑥1, 𝑥2 , 𝑥3) = 𝑃(𝑦1, 𝑦2 , 𝑦3), 得原二次型的标准形
1

2
𝑦12 +

1

2
𝑦22 + 2𝑦32. (10 分)

（3）秩为 3，正定的。 （15 分）

4. 证明. 对𝑛用数学归纳法. （2分）

当𝑛 = 1 时，结论显然成立. 假设结论对𝑛 − 1阶矩阵成立.

设𝐴, 𝐵 ∈ ℂ𝑛×𝑛. 因为𝐴𝐵 = 𝐵𝐴，故𝐴与𝐵有共同特征向量𝛼1. （5分）

将𝛼1扩充成为ℂ𝑛的基𝛼1, 𝛼2,⋯, 𝛼𝑛， 令𝑄 = 𝛼1, 𝛼2,⋯, 𝛼𝑛 . 则𝑄可逆, 且

𝑄−1𝐴𝑄 =
𝜆 ∗
0 𝐴1

, 𝑄−1𝐵𝑄 =
𝜇 ∗
0 𝐵1

.

其中𝐴1, 𝐵1都是𝑛 − 1阶方阵，且𝐴1𝐵1 = 𝐵1𝐴1. 由归纳假设，存在𝑛 − 1阶可逆阵𝑃1, 使得

𝑃1
−1𝐴1𝑃1, 𝑃1

−1𝐵1𝑃1同为上三角阵. 令𝑃 = 𝑄
1

𝑃1

则

𝑃−1𝐴𝑃 =
1

𝑃1
−1

𝜆 ∗
0 𝐴1

1
𝑃1

=
𝜆 ∗
0 𝑃1

−1𝐴1𝑃1

𝑃−1𝐵𝑃 =
1

𝑃1
−1

𝜇 ∗
0 𝐵1

1
𝑃1

=
𝜆 ∗
0 𝑃1

−1𝐵1𝑃1

同为上三角阵. (10 分)


