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安徽大学2024-2025学年第2学期《高等代数(下)》
期末模拟考试A卷参考答案与评分标准

一、选择题 (每小题4分, 共20分).

1. 答案: D

解析: 设余式为ax+ b, x2 + x+ 1的根为三次单位根ω（ω3 = 1, ω ̸= 1）. 代

入x = ω, 得ω3m + ω3n = 1 + 1 = 2 = aω + b; 同理x = ω2时, 结果仍为2. 解

得a = 0, b = 2, 余式为2.

2. 答案: C

解析: 矩阵仅与自身相似, 说明其Jordan标准型为数量矩阵kI, 即必为数量矩

阵.

3. 答案: C

解析: 矩阵可逆的充要条件是其λ-矩阵的最后一个不变因子为非零常数, 即有

非零常数项.

4. 答案: A

解析: A2 = 0表明Jordan块平方为零, 而3阶Jordan块平方非零, 故最大阶数

为2.

5. 答案: D

解析: 正交矩阵经相似变换P−1AP（P非正交）后不一定保持正交性, 其他选

项均为正交矩阵.

二、填空题 (每小题 4 分, 共20分).

6. 答案: 秩2, 零度2.

解析: φ(A) =

1 1

1 1

A

2 0

0 1

的像为行相同的矩阵, 形如

x y

x y

, 维数2,

故秩2, 零度= 4− 2 = 2.
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7. 答案: 13, 25, 37.

解析: |A| = 1× 2× 3 = 6, A∗特征值为6, 3, 2; A2特征值为1, 4, 9.

则2A2A∗+ I3特征值为2× 1× 6+1 = 13, 2× 4× 3+1 = 25, 2× 9× 2+1 = 37.

8. 答案: −6
7
, -6

7
.

9. 答案: (n+1)(n+2)
2

.

解析: 实对称矩阵合同由秩r和正惯性指数p决定, r从0到n, 每个r对应r + 1种p,

总类数为1 + 2 + · · ·+ (n+ 1) = (n+1)(n+2)
2

.

10. 答案：λ, λ2, λ2, (λ− 1), (λ− 1)3, (λ+ i), (λ− i)

三、解答题 (每小题 12分, 需给出详细解答过程, 可酌情给分. 禁止使用课本习题

结论或其他参考书中的结论).

11. 由于x8 + 1不能直接应用艾森斯坦判别法, 我们进行变量替换:

令x = y + 1, 则有

x8 + 1 = (y + 1)8 + 1

展开多项式（使用二项式定理）:

(y + 1)8 + 1 =
8∑

k=0

(
8

k

)
yk + 1

= y8 + 8y7 + 28y6 + 56y5 + 70y4

+ 56y3 + 28y2 + 8y + 2

取素数p = 2, 验证艾森斯坦判别法的条件: 因此, 根据艾森斯坦判别法, 多项

式x8 + 1在有理数域上不可约.

12. 方法1: 假设矩阵A奇异, 则存在非零实向量x使得Ax = 0. 考虑二次型:

xT
(
AB +BTA

)
x = (Ax)TBx+ xTBT (Ax) = 0TBx+ xTBT0 = 0

然而, 由于AB +BTA是正定矩阵, 对于任意非零实向量y都应有:
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yT
(
AB +BTA

)
y > 0

这与x ̸= 0时得到的结果0矛盾. 因此, 原假设不成立, A必须是非奇异矩阵.

方法2: 设A的特征值为λ, 其特征值为α, 则有αTAT = λαT , 得出αTA = λαT ,

αT (AB +BTA)α = λαTBα + αTBTλα = λαT (B +BT )α > 0 , 从而A为非异阵.

13. 设A为n阶矩阵且r(A) = 1, 则A可表示为: A = uvT. 其中u,v为n维非零列向量.

计算A的平方: A2 = (vTu)A, 令λ0 = vTu, 这是A的非零特征值（当λ0 ̸= 0时）.

情况1: vTu ̸= 0. 此时A2 = λ0A, 表明A可对角化. 其特征值为: 一个非零特征值λ0,

n− 1个零特征值.

对应的Jordan标准形为对角矩阵: J =


λ0

0
. . .

0

.

情况2: vTu = 0. 所有特征值均为0. 此时A2 = 0（幂零矩阵）, 且r(A) = 1、

r(A2) = 0. 由Jordan块性质: 幂零矩阵的Jordan块最大阶数为2（因A2 = 0但A ̸= 0）

, 几何重数n− r(A) = n− 1.

Jordan标准形由一

个2阶Jordan块J2(0) =

0 1

0 0

和n− 2个1阶Jordan块J1(0) = [0]组成, 形式为:

J =


0 1 0 0

0 0 0
. . .

. . .

0 0

.

综上, 秩为1的n阶矩阵A的Jordan标准形: 若A有非零特征值（即迹tr(A) ̸= 0）, 为

对角元含tr(A)与n− 1个0的对角矩阵, 若A所有特征值为0（即迹tr(A) = 0）, 为含

一个2阶零Jordan块和n− 2个1阶零Jordan块的分块矩阵.

14. （1）给定矩阵A和B相似，通过以下条件求解参数x, y, z：

迹相等条件: tr(A) = 1 + x+ y, tr(B) = 2 + 2 + z.

得到方程: 1 + x+ y = 4 + z (①).
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行列式相等条件: |A| = xy − 3x+ 2y + 4, |B| = 4z.

得到方程: xy − 3x+ 2y + 4 = 4z (②).

特征值相同条件: B的特征值为2, 2, z, 故2是A的二重特征值, 满足: |2E −A| = 0, 其

中: 2E − A =


1 1 −1

−2 2− x 2

3 3 2− y

. 计算行列式并化简得到:

xy − 5x− 4y + 14 = 0 (③).

最终解为: x = 4, y = 5, z = 6.

（2）给定矩阵A相似于对角矩阵B =


2 0 0

0 2 0

0 0 6

, 构造可逆矩阵P的一种形式为:

P =


1 0 1

0 1 −2

1 1 3


.

注: 此解不唯一, 任何由对应特征向量构成的可逆矩阵均可作为P .

15. 设V为n维欧氏空间, σ是V上的线性变换, A为σ在基α1, α2, . . . , αn下的矩阵,

G = ((αi, αj))为基的度量矩阵.

必要性证明: 若σ是对称变换, 则∀α, β ∈ V有 (σ(α), β) = (α, σ(β)), 设α, β的坐标向

量分别为X, Y , 则

(σ(α), β) = (AX)TGY = XTATGY

(α, σ(β)) = XTG(AY ) = XTGAY

由X, Y的任意性可得ATG = GA.

充分性证明: 若ATG = GA, 则对任意α, β ∈ V有

(σ(α), β) = XTATGY

(α, σ(β)) = XTGAY = XTATGY

故(σ(α), β) = (α, σ(β)), 即σ是对称变换.
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综上, σ是对称变换的充要条件为ATG = GA.


