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安徽大学 2019—2020 年第二学期 

数学分析（中）期末试卷（A 卷）参考答案及评分标准 

 

 

一、计算题（共 44 分） 

    

1. 求下列数列的上极限和下极限（每小题 4分，共 8分）： 

 

（1） nn
n nx )1(3 −+=  

解：由于 1lim =
→

n

n
n ，故知 

4lim =
→
n

n
x ， 2lim −=

→
n

n
x  ......................................4 分 

 

（2）
2

cos)1(1
n

x n

n +−+=  

解：因为 124 +=nx ， 014 =−nx ， 1224 −=−nx ， 034 =−nx ，所以 

 12lim +=
→
n

n
x ， 0lim =

→
n

n
x  .....................................4分 

 

2. 计算下列积分（每小题 6 分，共 36 分）： 

 

（1） dxee xx )1sin( + ； 

解：原式 dxee xx )1sin( +=  )1()1(sin ++= 
xx ede Ce x ++−= )1cos(  

                                   ......................................6 分 

（2） dxxx
2sec)sin(ln ； 

解：原式 xdx tan)sin(ln= −= )sin(lntantan)sin(ln xxdxx  

        −= dx
x

x
xxx

sin

cos
tantan)sin(ln  

        Cxxx +−= tan)sin(ln  .........................................6分 

（3）  +

+1

0 21

1
dx

x

x
； 

解：原式  +
=

1

0 21

1
dx

x  +
+

1

0 21
dx

x

x
+=

0

1
arctan x  +

+

1

0

2

2
)1(

1

1

2

1
xd

x
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      2ln
2

1

40

1
)1ln(

2

1

4

2 +=++=


x  ......................................6分 

（4） 
−

−1

0 2

1
dx
x

x
； 

解：令 xt −= 2 ，则原式 
−−

−=
1

2

2

2
12
tdt

t

t
 −=

2

1

2 )1(2 dtt  

       =
2

1
2 dt −

2

1

22 dtt
1

2

3

2
)12(2 3t−−=  

       
1

2

3

2
)12(2 3t−−=

3

4
2

3

2
−=  .....................................6分 

（5） −
−++

1

1

20192 ))(1( dxeexx xx
； 

解：原式 −
−+=

1

1

2 )( dxeex xx
+ −

−+
1

1

2021 )( dxeex xx
。由于 )(2021 xx eex −+ 为奇函数，故 

                     0)(
1

1

2021 =+−
− dxeex xx

， 

         所以原式 −
−+=

1

1

2 )( dxeex xx


−+=

1

0

2 )(2 dxeex xx )5(2 1−−= ee  .............6分 

（6） dx
xx

+

+−0 2 22

1
； 

解：原式 )1(
1)1(

1

0 2
−

+−
= 

+

xd
x 0

)1arctan(
+

−= x  

         
4

3
)

4
(

2
)1arctan()1arctan(lim


=−−=−−−=

+→
x

x
 ......................6分 

 

二、求解题（共 16 分） 

 

1.求曲线 )sin(cos tttax += ， )cos(sin tttay −= ， ],0[ t 的弧长 )0( a 。（7 分） 

解：由弧长公式知，所求曲线弧长为 

            dttytxl  +=


0

22 )]([)]([  

            dtttttatttta +−+++−=


0

22 )]sincos(cos[)]cossinsin([  

            2

0 2

1




adtta ==   ............................................7分 
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2.求幂级数 1

1

1

)1(

)1( +


=

−


+

− n

n

n

x
nn

的收敛半径、收敛域及和函数。（9 分） 

解：（1）由于 1
)1(

1
lim

)1(

)1(
lim

1

1

1

=
+

=
+

−

+→
+

−

→ nn
n

n

n nnnn
， 

故此幂级数的收敛半径为 1
1

1
==R  ......................................3 分 

（2）由于当 1=x 时， 1

1

1

)1(

)1( +


=

−


+

− n

n

n

x
nn

收敛，所以此幂级数的收敛域为 ]1,1[−  .......2 分 

（3）令 =)(xS )11(
)1(

)1( 1

1

1

−
+

− +


=

−

 xx
nn

n

n

n

，则当 11 − x 时， 

       = )(xS ]
)1(

)1(
[ 1

1

1
+



=

−


+

− n

n

n

x
nndx

d
]

)1(

)1(
[ 1

1

1


+

−
= +



=

−

 n

n

n

x
nn

n

n

n

x
n




=

−−
=

1

1)1(
， 

         = )(xS ]
)1(

[
1

1
n

n

n

x
ndx

d



=

−−
]

)1(
[

1

1


−

=


=

−
n

n

n

x
n x

x n

n

n

+
=−= −



=

−
1

1
)1( 1

1

1
。 

于是当 11 − x 时， = )(xS )0()(
0

SdttS
x

+ )1ln(0
1

1

0
xdt

t

x

+=+
+

=   

=)(xS )0()(
0

SdttS
x

+ xxxdtt
x

−++=++=  )1ln()1(0)1ln(
0

。 

又 =)1(S =
−→

)(lim
1

xS
x

12ln2])1ln()1[(lim
1

−=−++
−→

xxx
x

， 

=− )1(S =
+−→

)(lim
1

xS
x

1])1ln()1[(lim
1

=−++
+−→

xxx
x

。 

所以




−=

−−++
=

1,1

,11,)1ln()1(
)(

x

xxxx
xS  .................................4分 

 

三、分析判断题（共 28 分） 

 

1. 判断下列反常积分的敛散性（每小题 4分，共 8 分）： 

（1） 
+

++1 2 1
dx

xx

x
 

解：当 1x 时， 2

3

22 1
0

−

=
++

 x
x

x

xx

x
。又 

+ −

1

2

3

dxx 收敛，故由比较判别法知， 

    
+

++1 2 1
dx

xx

x
收敛。............ ..................................4分 
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（2） 
+

+1 cos

sin
dx
xx

x
 

解：因为当 1x 时， 0
)cos(

)sin1(
]

cos

1
[

2


+

−−
=

+ xx

x

xx
，故

xx cos

1

+
在 ),1[ + 上单调减少。易

见 0
cos

1
lim =

++→ xxx
。又 2cos1cossin),,1[

1
−=+  AxdxA

A

，故由 Dirichlet 判别

法知，
+

+1 cos

sin
dx
xx

x
收敛 .............................................4分 

 

2. 判断下列级数的敛散性（每小题 5分，共 20 分）： 

（1）


= +1 )
1

3(

2

n n

n

n
 

解：由于 1
3

1

1
3

2
lim

)
1

3(

2
lim =

+


=

+
→→

n

n

n

n nn

nn n
n

，故由 Cauchy 判别法知， 

      


= +1 )
1

3(

2

n n

n

n
收敛 .....................................................5分 

（2）


=

+

+1

1

)2(!n

n

nn

n
 

解：令
)2(!

1

+
=

+

nn

n
x

n

n 。由于 

=+

→
n

n

n x

x 1lim 1])
1

1(
3

2
[lim]

)2(!

)3()!1(

)1(
[lim 1

1

2

=+
+

+
=

+


++

+ +

→+

+

→
e

nn

n

n

nn

nn

n n

nn

n

n
， 

故由达朗贝尔判别法知，原级数发散。...................................5分 

（3）


=

−

2 ln

)1(

n

n

nn
 

解：首先此级数为交错级数，又数列 )2(
ln

1










n
nn

单调减少且趋于 0，故此级数为 Leibniz

级数，所以它收敛。....................................................5分 

（4）


=

−
2

2)12(
n

n  

解：当 →n 时， 112

2ln

−=− nn e ～
n

2ln
， 2)12( −n ～ 2)

2ln
(
n

。又


=2

2)
2ln

(
n n

收敛，故由 

比较判别法知，


=

−
2

2)12(
n

n 收敛。.......................................5分 
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四、证明题（每题 6分，共 12分） 

1. 证明函数列 )(xSn
















+
=

1

1

n

nx n
在 ]1,0( 上点态收敛于 1)( xS ，但在 ]1,0( 上非一致收敛。 

 证明：（1）因为 ]1,0(x ， 1
1

1

lim
1

lim

11

=

+

=
+ →→

n

x

n

nx n

n

n

n
， 

故 )(xSn 在 ]1,0( 上点态收敛于 1)( xS  .............................3分 

（2）取
nn
n

x
1

= ， ,2,1=n ，则数列  ]1,0(nx ，且 011
1

1

lim)()(lim =−
+

=−
→→ n

n
n

xSxS
n

nnn
n

， 

     所以 )(xSn 在 ]1,0( 上非一致收敛 ........................................3分 

2. 设 )(xf 在 ],[ ba 上有一阶连续导数，且 =)(af 0)( =bf ，证明： 

   （1） ],[ bax ， )(xf dxxf
b

a  )(
2

1
； 

（2） dxxf
b

a
)(2

 dxxf
ab b

a 
−

 2
2

)]([
8

)(
。 

证明：（1） ],[ bax ， dttfxf
x

a = )()( ， dttfxf
b

x −= )()( ，故有 

                dttfxf
x

a  )()( ， dttfxf
b

x  )()( ， 

     进而可知 =+  dttfdttfxf
b

x

x

a
)()()(2 dttf

b

a  )( ， )(xf dxxf
b

a  )(
2

1
......3分 

（2）由（1）的证明知，当 ]
2

,[
ba

ax
+

 时， dttfxf
x

a  )()( ， 

       
+

− 2 22222
)]([)()]([1])([)(

ba

a

x

a

x

a

x

a
dttfaxdttfdtdttfxf 。 

    类似地，利用（1）的证明，当 ],
2

[ b
ba

x
+

 时， dttfxf
b

x  )()( ， 

        + −
b

ba

b

x

b

x

b

x
dttfxbdttfdtdttfxf

2

22222
)]([)()]([1])([)( 。 

所以 = dxxf
b

a
)(2


+

2 2 )(
ba

a
dxxf  ++

b

ba dxxf
2

2 )(  

        
+ +









− 2 2 2)]([)(

ba

a

ba

a
dxdttfax +  + +









−+
b

ba

b

ba dxdttfxb
2 2

2)]([)(  

       
+


−

= 2 2
2

)]([
8

)(
ba

a
dttf

ab
 + 

−
+

b

ba dttf
ab

2

2
2

)]([
8

)(
dxxf

ab b

a 
−

= 2
2

)]([
8

)(
......3分  

 


