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安徽大学 2024—2025 学年第一学期 

《数学分析（下）》考试试卷 (B 卷) 
参考答案及评分标准 

 

一、填空题(每空 4分，共 20 分） 

1. ( , ) (0,0)

sin( )lim
4 2x y

xy
xy→

=
+ −

4 . . 

2.设函数
2 2 2 ,u x y z= + +  则 (1,2,3)du =

1 ( 2 3 ).
14

d d dx y z+ + . 

3.设函数 
2 2 ,u x xy y= + + 则它在点 1 1( ，)处沿方向

1 3
2 2

( ， )的方向导数为
3 1 3 .
2

+（ ） 

4.曲面 3ze z xy− + = 在点 2 1 0( ，，)处的切平面方程为 2 4 0.x y+ − =  

5.设区域 { }2 2( , ) 1D x y x y= + ≤ ，则二重积分
2 2sin( )d d

D

x y x yπ + =∫∫ 2 .     

 
二、计算题（共 52分） 

6.(10分)求曲线 
2 2 2

2 2

2 3 14
2

x y z
x y z

 + + =


+ =

，
在点 (1, 1,3)− 处的切线方程和法平面方程. 

解：曲线的方程为
2 2 2

2 2

( , , ) 2 3 14 0,
( , , ) 2 0.

F x y z x y z
G x y z x y z

 = + + − =


= + − =
 所以 

6 2 2 4 4 6( , ) ( , ) ( , )6 8 , 4 4 , 4 .
4 1 1 2 2 4( , ) ( , ) ( , )

y z z x x yF G F G F Gy yz xz x xy
y x x yy z z x x y

∂ ∂ ∂
= = − − = = + = =

− −∂ ∂ ∂
     

因此 1 1 3 1 1 3 1 1 3
( , ) ( , ) ( , )30, 16, 4.
( , ) ( , ) ( , )
F G F G F G
y z z x x y− − −

∂ ∂ ∂
= = = −

∂ ∂ ∂（， ，） （， ，） （， ，）           （6 分） 

于是，所求的切线方程为：
1 1 3 ,

30 16 4
x y z− + −

= =
−

即
1 1 3 ,

15 8 2
x y z− + −

= =
−

   

法平面方程为：30 1 16( 1) 4( 3) 0,x y z− + + − − =（ ） 即15 8 2 1 0.x y z+ − − =   （10 分） 

 

7. (10分) 写出函数 
22( , ) x yf x y e +=  在 (0,0) 处的带 Peano 余项的 3阶 Taylor 公式. 

解：记 2 2 ,x yρ = + 则在点 (0,0) 处有 

( )2
2 2 2 3

2 2 2 3(2 ) (2 )( , ) 1 (2 ) 2 )
2 6

o (x y x y x yf x y e x y x y+ + +
= = + + + + + +     （6分） 

( )
3

2 2 2 341 2 2 2 .
3

o
xx x y xy ρ= + + + + + +           （10分） 

8. (10 分) 计算第二类曲线积分
2 2( ) ( sin )d d

L

x y x x y y− − +∫ ，其中 L是圆周
2 2 2x y x+ = 的上半
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部分，方向从点 (0,0) 到点 (2,0) . 

解：添加线段 1 : 0, : 0 2L y x= → .    （3分） 

由 Green 公式可得 

1

2 2( ) ( sin ) ( 1 1) 0d d d d
DL L

x y x x y y x y
−+

− − + = − + =∫ ∫∫ . （6分） 

所以
1

22 2 2 2 2

0

8( ) ( sin ) ( ) ( sin )
3

d d d d d
L L

x y x x y y x y x x y y x x− − + = − − + = =∫ ∫ ∫ . （10分） 

9. (10分)计算第二类曲面积分 (2 )d d d d d dx z y z y z x z x y
∑

+ + +∫∫ ，其中∑是曲面 

2 2 (0 1)z x y z= + ≤ ≤ 的上侧. 

解：补充
2 2

1 : 1, 1z x y∑ = + ≤ ，方向取下侧.    （3分） 

设Ω是 1∑+∑ 所围成的空间区域，由 Gauss 公式， 

2

1

2 1 1

0 0
(2 ) 4 4 - 2d d d d d d d d d d d d =

r
x z y z y z x z x y x y z r r z

π
θ π

∑+∑ Ω

+ + + = − = −∫∫ ∫∫∫ ∫ ∫ ∫ .  （8分） 

于是
1

(2 ) 2   d d d d d d d dx z y z y z x z x y x yπ π
∑ ∑

+ + + = − − = −∫∫ ∫∫ .  （10分） 

 

10. (12分) 求函数
2 2( , ) 2 3f x y x xy y= + + 在

2 2 1x y+ ≤ 上的最大值和最小值. 

解：先求函数在区域内部
2 2 1x y+ < 的可疑点.令 0, 0x yf f= = ，即 

4 3 0,
3 2 0,

x y
x y
+ =

 + =
                  

得唯一解 (0,0) ， (0,0) 0f = .     （3分） 

再求边界
2 2 1x y+ = 上的可疑点.作 Lagrange 函数 

2 2 2 2( , , ) 2 3 ( 1)L x y x xy y x yλ λ= + + − + − . 

令 0, 0,x yL L= = 得方程 

(1)     
(4 2 ) 3 0,
3 (2 2 ) 0.

x y
x y

λ
λ

− + =
 + − =

          （6分） 

因在
2 2 1x y+ = 上 ( , ) (0,0)x y ≠ ，此方程有非零解，必须 

4 2 3
0

3 2 2
λ

λ
−

=
−

，即 24 12 1 0λ λ− − = ，得
3 10

2
λ

±
= .    （9分） 

将式(1)中的第一个方程乘 x ，第二个方程乘 y ，相加得 

2 2 3 10( , ) 2 3
2

f x y x xy y λ
±

= + + = = . 

比较以上三个可疑值，得函数在
2 2 1x y+ ≤ 上的最大值为

3 10
2

+
，最小值

3 10
2

− . （12分） 
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三、分析证明题（共 28 分） 

11．(8 分)设函数 ( , )z x y= 是由方程 ( , 2 ) 0F xy z x− = 确定的隐函数，，其中 F 具有连续偏导数，

证明： 2 .z zx y x
x y
∂ ∂

− =
∂ ∂

. 

解：记 1 2( , ), ( , )u vF F u v F F u v= = ，先求 , .z z
x y
∂ ∂
∂ ∂   

在方程 ( , 2 ) 0F xy z x− = 两边对 x 求导可得 1 2( 2) 0zyF F
x
∂

+ − =
∂

，进而可得 2 1

2

2 .F yFz
x F

−∂
∂

=  （4分） 

同理，在方程 ( , 2 ) 0F xy z x− = 两边对 y 求导可得 1 2 0zxF F
y
∂

+ =
∂

，进而可得 1

2

.xFz
y F

−∂
=

∂
 （6分） 

于是， 2 1 1

2 2

2 2 .F yF xFz zx y x y x
x y F F

− −∂ ∂
− = − =

∂ ∂
  （8分） 

 

12 (10 分)设 ( , ) ( ),f x y xyϕ= 其中 (0) 0,ϕ = 且在 0u = 附近满足
2( ) ,u uϕ ≤ 证明： ( , )f x y 在

(0,0) 处可微. 

证明：
0

( 0 ) (0)
(0,0) lim 0.x x

x
f

x
ϕ ϕ

→

⋅ −
==  同理 (0,0) 0.yf =   （4分） 

2 2

( , ) (0,0) (0,0) (0,0)
  x yf x y f xf yf

x y

− − −

+
    （8分） 

2 3
2

2 2 2 2

( )
0 ( 0, 0).  

xy xy
xy x y

x y x y

ϕ
= ≤ ≤ → → →

+ +
当  

因此 ( , )f x y 在 (0,0) 处可微.   （10分） 
 

13. (10 分) 设 20

sin( )( )
1

d
xtI t x
x

+∞
=

+∫ ，证明：（1） ( )I t 在 (0, )+∞ 上连续；（2） ( )I t 在 (0, )+∞ 上可

导. 

证明：(1) 记 2

sin( )( , )
1

xtf x t
x

=
+

,则 ( , )f x t 在 (0, )+∞ 上连续. 

由于 2 2

sin( ) 1( , )
1 1

xtf x t
x x

= ≤
+ + ，而 20

1
21

dt
x

π+∞
=

+∫ 收敛，由 Weiersttrass 判别法知，

20

sin( )
1

d
xt x
x

+∞

+∫ 在 (0, )+∞ 上一致收敛，所以 20

sin( )( )
1

d
xtI t x
x

+∞
=

+∫ 在 (0, )+∞ 上连续.  （5分） 

(2) 2

cos( )( , )
1t

x xtf x t
x

=
+

在 (0, )+∞ 上连续. 

对于 0 0t t≥ > ，由于 0
0

sin 1cos( ) , 0d
A Atxt x A

t t
= ≤ ∀ >∫ ，所以

0
cos( )d

A
xt x∫ 在 0[ , )t +∞ 一致有
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界.而当 1x > 时， 21
x
x+

是 x 的单调减少函数且 2lim 0
1x

x
x→+∞

=
+

，于是由 Dirichlet 判别法知 

20

cos( )
1

d
x xt x

x
+∞

+∫ 在 0[ , )t +∞ 上一致收敛.故 20

sin( )( )
1

d
xtI t x
x

+∞
=

+∫ 在 0[ , )t +∞ 上可导. 由 0t 的任意性

知 ( )I t 在 (0, )+∞ 上可导.       （10分） 

 


