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安徽大学 2021—2022 学年第一学期 

《数学分析（下）》  考试试卷（A 卷） 
（闭卷  满分 100 分  时间 120 分钟） 

 
                                 

考场登记表序号           
 

 
 
 
 

 
 

一、 填空题（每小题 3 分，共 9分） 
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2. 曲面 ( )z arctan xy 在 (1,1, )
4


处的切平面方程为
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二、计算题（共 58 分） 

 

4.(6 分)写出 ( , ) ln(1 )xf x y e y  在 (0,0)处的 3阶 Taylor 公式. 

解：     

2 3 2 3
3 3

2 3 2 2 3
2 2

( , ) 1 ( ) ( )
2 6 2 3

(
2 3 2

)
2

   
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          

   
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f x y x o x y o y

y y xy x
y xy o x

y
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亦可通过计算 ( , )f x y 在 (0,0)处的各阶偏导得到. 
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5. (6 分)计算二重积分
sin

,
D

y
dxdy

y 其中是D由 0, ,
2

x y x y


   围成的平面区域. 

解： 2 2

0 0 0

sin sin
sin 1.

  
   

 
   

y

D

y y
dxdy dy dx ydy

y y
 

 
 

6. (6 分) 计算三重积分 V xyzdV ，其中V是球体 2 2 2 1x y z   的第一卦限部分. 

解：作球坐标变换

sin cos

sin sin

cos

 
 



 
 

x r

y r

z r

，得： 

1 22 2

0 0 0

13 52 2

0 0 0

( sin cos ) ( sin sin ) ( cos ) ( sin )

1 1 1 1
cos sin sin cos .

2 4 6 48

 

 

       

     

   

    

   

  

V
xyzdV d d r r r r dr

rdd d r  

7.(10分)求函数 ( , , ) sin sin sinf x y z x y z 在3个坐标平面与
2

x y z


   围成闭区域上的

最小值与最大值. 

解：连续函数 f 在闭区域上的最值一定存在.  

(1) 先考虑区域内部可能的最值点，必为极值点. 由 0
  

  
  
f f f

x y z
以及 0,x 0,y  

0,
2


   z x y z 知无解. 故最值点必在区域边界上取到. 

(2) 在边界平面 0, 0, 0  x y z 上， 0.f 显然 0.f  故 f 的最小值为 0. 于是最大值点

必在平面
2

x y z


   上. 设 ( , , , ) ( , , ) ( )
2

     f x y z x y zg x y z .由 Lagrange 条

件极值定理知，最大值点满足 

0


   
   

   
g g g g

x y z
  

cos 0

cos 0

c

sin sin

sin sin

sos 0

2

in sin














  

   


y z

x z

x y

x y z

x

y

z .
6


   x y z  

故最大值为
1

, , .
6 6 6 8

     
 

f  
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8.(10 分)计算第一型曲线积分 ( ) C x y z ds，其中C 由直线段 : (1,1,0), (1,0,0)AB A B 和

螺线 cos , sin , 2 )(0     x t y t tz t 组成. 

 解：线段 AB的参数方程为 1)1, , 0(0    x z ty t ，在此段上的积分为 

1
1

1

0

3
( ) ( 1) 1 ;

2
      I

C
x y z ds t dt  在螺线上的积分为

2

2
2 2

2 0

2 2( ) (cos sin ) (cos )' 2(sin )' )' 2( ;


        I
C

tx y z ds t t t t dt t  

故结果为：
2

1 2

3 4 2
.

2


 I I  

 

 

9.(10 分)计算第二型曲线积分 (2 3) (3 1) ( 2) ,    C z dx x dy y dz 其中C 是球面

2 2 2 2  zx y R 与平面 2 3 0  x y z 的交线，正向规定为：从 z轴负半轴看为顺时针方向.  

 

解：由 Stokes 公式，原积分

2 3 3 1 2

  
 

  
  

I
S

i j k

dS
x y z

z x y


，其中 S为交线（大圆）决定

的平面 2 3 0  x y z 上的区域，法向为
(1, 2,3)

.
14

n  故 (1,2, 3) I
S

ndS 14 S dS           

214 . R  
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10. (10 分)计算第二型曲面积分 2 2( )
S

y zyzdzd yx x dxd  ，其中 S为椭圆抛物面

2 2 x y z  (0 1)z  ，正向指向下侧. 

解：设 1S 为曲面顶端的平面块
2 2 1

1





 

 z
yx

，方向指向上侧.设V为 1,S S 围成的立体. 1S 在

XOY 平面的投影区域为 2 2: .1 yD x  由 Gauss 定理，

  2 2
1

1
2 20, , 3 3

 
       V VS S yD x

yzdzdx z div yz dV zdV dxdy zdzdxdy z  

   2 2 2 4
2 1

0 0

3 3
1 (

2 2
) 1 .


       D

x dxdy d r rdry  

而
1 1 1

2 2 ) (00, , ,0,1) .     （
S S S
yzdzdx z yzdxdy dS dz S  

故所求积分为 0.    

 

(2)也可先转换为第一型曲面积分，在利用对称性得 0. 

 

 

 

 

 

三、证明题（共 33 分） 

 

11.(10 分)证明：变换
2

3

 
  

u x y

v x y
可把方程

2 2 2

2 26 0
  

  
   

z z z

x x y y
简化为

2

0



 

z

u v
(设二阶

偏导都连续). 

 

证明：由复合函数的求导公式有：

( 2) 3

                
            
       

z z u z v z z

x u x v x u v
z z u z v z z

y u y v y u v

 

进而

2 2 2 2

2 2 2

2 2 2 2

2 2

2 2 2 2

2 2 2

2

2 3

4 12 9

    
       

    
        

       
    




z z z z

x u u v v

z z z z

x y u u v v

z z z z

y u u v v

代入原方程得： 

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2
0 6 6 2 2 3 4 12 9

                
                                     

z z z z z z z z z z z z

x x y y u u v v u u v v u u v v
2

0.



 


z

u v
 即为所证. 

得 分  
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12. (7 分)平面 0 0( )Ax By Cz D C     上的一个有界区域G在 XOY 平面上的投影为 1.G  

记G和 1G 的面积分别为
1
.,G GS S  证明：

1

2 2 2

2
.G

G

S B

S C

CA  
  

解：平面方程为 ( , )
Ax By D

z f x y
C

 
 


，故

1

2 21 ' '
x yG G
f f dxdyS    

 

1
1 1

2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2 2
.

G G G

B C B C B C
S

A A A
dxdy dxdy

C C C
  

     
   即有：

1

2 2 2

2
.G

G

S B

S C

CA  
  

 

13. (8 分)证明：如图，平面上以 1) )( ,i i iA x y i n （ 为顶点的 n 边形的面积为

 1 1
1

1

2
.i i i i

i n

S y x yx 
 

   其中 1 1 11 , .nn yx x y     

 
 

解：设 11 1 1 1 1( , ) ( , ),n nnA x y A x y   n 边形边界为
1

i
i n

L L
 

  ， iL 为有向线段 1i iA A  ，方向由 iA

指向 1.iA   由 Green 公式有：
1 iL L

i n

S xdy xdy
 

    . 

 iL 有参数表示 1

1

1
0 1

1

( )
( ).

( )
i i

i i

x t x tx
t

y t y ty




  
    

故

    
1

1
1 1 10

1
2

( ) .
i

i i
i i i i i iL

y y
xdy t x y xtx y dt x

  


        

 

故    1
1 1 1

1 1 1

1

2 2
.

i

i i
i i i i i iL

i n i n i n

y y
S xdy x y x xx y

  
     




      
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14. (8 分) 0p  为常数. 证明：(1)
0

sin
( ) tx

p

x
dxI t e

x

   在 0[ , ) 上一致收敛; 

(2) 1p  时， ( )I t 在 0( , ) 可导，并求 '( ).I t  

 

证明：(1). 0[ , ),t   由于 txe 关于 0( , )x  一致有界，且单调递减；又
0

sin
p

x
dx

x



  关

于 t一致收敛，由 Abel 判别法知，
0

sintx
p

x
dx

x
e

  关于 t在 0[ , ) 上一致收敛. 

 

(2) 1p  时，对 0, 
0

sintx xe dx
  在[ , )  上一致收敛: txe 关于 x单调递减且一致

趋于 0，
0

2sin
b

xdx  一致有界，故由 Dirichlet 判别法即知. 于是 ( )I t 在[ , )  上可导，

进而由 的任意性知 ( )I t 在 0( , ) 可导，且
20

1

1
' .n( ) sitx xI dxt e

t

    
  

 
 


