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这些定理与定律是针对极大量数据的概率分析，是概率论向数理统计的过

渡。

大数定律与中心定理成立的首要条件都是独立同分布且数学期望存在。

大数定律用于表示实验均值逼近期望，中心极限定理表示独立同分布的变

量逼近正态分布。

1 依概率收敛

定义：设随机变量 X 与随机变量序列 {Xn}（n = 1, 2, 3 · · ·），如果对任

意的 ϵ > 0，有 lim
n→∞

P{|Xn − X| ⩾ ϵ} = 0 或 lim
n→∞

P{|Xn − X| < ϵ} = 1，则

称随机变量序列 {Xn} 依概率收敛于随机变量 X，记为 lim
n→∞

Xn = X(P ) 或

Xn
P→ X(n → ∞)。

即在某项后面的全部项全部落在区域内的概率为 1。（不是严格的极限，可

能存在超过范围的点，但是不影响后面的点在区域内）

通常使用伯努利试验类似的频率来估计概率，从而来极限逼近真实概率，但

是进行试验时很可能不凑巧出现了概率很小的情况从而破坏了试验的概率随着

频率变大而逼近真实概率，所以这种就是依概率收敛。比如抛硬币试验概率：
6

10
，

16

20
，

21

40
，其中

15

20
就是一个特殊的情况，但是不影响后面的收敛。

2 大数定律

在满足一定的条件下，大数定律均为
1

n

n∑
i=1

Xi
P→ E

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
。

所以大数定律一般是考定律成立条件与结论正确性。

2.1 切比雪夫大数定律

定义：假设随机变量序列 {Xn}（n = 1, 2, 3 · · ·）是相互独立的（不一定同分

布），若期望 EX 存在，且方差DXi（i ⩾ 1）存在且一致有上界，即存在常数 C，使得

DXi ⩽ C 对一切 i ⩾ 1均成立，则 ∀ϵ > 0，lim
n→∞

P

{∣∣∣∣ 1n n∑
i=1

Xi −
1

n

n∑
i=1

EXi

∣∣∣∣ < ϵ

}
=

1，{Xn} 服从大数定律：
1

n

n∑
i=1

Xi
P−→ 1

n

n∑
i=1

EXi。即 X
P→ EX。

即均值收敛于期望的均值。

证明：E

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n

n∑
i=1

EXi，又 Xi 不相关，则 Cov(Xi, Xj) = 0。
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则 D

(
1

n

n∑
i=1

Xi

)
=

1

n2

n∑
i=1

DXi ⩽
nC

n2
=

C

n
。

又根据切比雪夫不等式 1 ⩾ lim
n→∞

P

{∣∣∣∣ 1n n∑
i=1

Xi −
1

n

n∑
i=1

EXi

∣∣∣∣ < ϵ

}
⩾ 1 −

D

(
1

n

∑n
i=1 Xi

)
ϵ2

⩾ 1− C

nϵ2
n→+∞−−−−→ 1。

根据夹逼定理 lim
n→∞

P

{∣∣∣∣ 1n n∑
i=1

Xi −
1

n

n∑
i=1

EXi

∣∣∣∣ < ϵ

}
=1。

例题：设 X1, X2, · · · , Xn, · · · 为相互独立的随机变量序列，Xn 服从参数为

n 的指数分布（n ⩽ 1），则下列随机变量序列中不服从切比雪夫大数定律的是

()。

A.X1,
1

2
X2, · · · ,

1

n
Xn, · · · B.X1, X2, · · · , Xn, · · ·

C.X1, 2X2, · · · , nXn, · · · D.X1, 2
2X2, · · · , n2Xn, · · ·

解：切比雪夫大数定律要求有两点，一个是随机变量序列有解，一个是方差

存在上界，即 DXi ⩽ C。因为题目说明相互独立，所以只用考虑方差上界。

∵ Xn ∼ E(n)，∴ EXn =
1

n
，DXn =

1

n2
。

对于 A，D

(
1

n
Xn

)
=

1

n2
DXn =

1

n4
⩽ 1。对于 B，DXn =

1

n2
⩽ 1。

对于 C，D(nXn) = n2 1

n2
= 1，对于 D，D(n2Xn) = n4 1

n2
= n2 n→∞−→ ∞。

所以选择 D。

2.2 伯努利大数定律

定义：假设 µn 是 n 重伯努利试验中事件 A 发生的次数，在每次试验中

事件 A 发生的概率为 p（0 < p < 1），则
µn

n

P−→ p，即对任意的 ϵ > 0，有

lim
n→∞

P
{∣∣∣µn

n
− p

∣∣∣ < ϵ
}
= lim

n→∞
P

{∣∣∣∣ 1n n∑
i=1

Xi −
1

n

n∑
i=1

EXi

∣∣∣∣ < ϵ

}
= lim

n→∞
P{∣∣∣∣ 1n n∑

i=1

Xi −
1

n

n∑
i=1

EXi

∣∣∣∣ < ϵ

}
= 1。

可以看作通过 n 重伯努利试验，一个事件的试验概率
µn

n
会逼近一个固定

的事件概率 p。

证明：n 重伯努利试验，则 µn ∼ B(n, p)，Eµn = np，Dµn = np(1− p)。

则 E
(µn

n

)
= p，D

(µn

n

)
=

p(1− p)

n
。

切比雪夫不等式：∀ϵ > 0，1 ⩾ P{|µn

n
− p| < ϵ} ⩾ 1− p(1− p)

nϵ2
n→+∞−−−−→ 1。

根据夹逼定理 lim
n→∞

P
{∣∣∣µn

n
− p

∣∣∣ < ϵ
}
= 1。
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2.3 辛钦大数定律

辛钦大数定律类似切比雪夫大数定律的特殊化，将序列约束为同分布。（但

是对方差没有要求，所以不能按切比雪夫定律的证明来做）

定义：假设随机变量序列 {Xn}（n = 1, 2, 3 · · ·）是相互独立的同分布的，

如果 EXi = µ（i = 1, 2, · · ·）存在，则 1

n

n∑
i=1

Xi
P−→ µ，即对任意的 ϵ > 0 有

lim
n→∞

P

{∣∣∣∣ 1n n∑
i=1

Xi − µ

∣∣∣∣ < ϵ

}
= 1。也可以转换为即 X

P→ EX。

即能用平均数可以来逼近期望。

例题：假设随机变量序列 X1, X2, · · · , Xn, · · · 相互独立，根据辛钦大数定律，

当 n → ∞ 时， 1

n

n∑
i=1

Xi 依概率收敛于数学期望，只要 {Xn}()。

A. 有相同的数学期望 B. 服从同一离散型分布

C. 服从同一泊松分布 D. 服从同一连续型分布

解：辛钦大数定律要求三点：随机变量序列独立、拥有同样分布、期望存在。

已知题目表示变量相互独立，所以只用证明有同样分布、有期望就可以。

对于 BD 而言满足是有分布的，但是此时不一定有期望，所以 BD 不行。

对于 A 有相同期望，只要求有期望就可以了，相同期望不一定同一分布。

对于 D 服从同一分布，且泊松分布期望存在。

例题：将一枚骰子重复投掷 n 次，当 n → ∞ 时，n 次掷出的点数的算术平

均值 X 依概率收敛于何值？

解：根据题目，投掷是独立事件，发生概率是离散的同一分布，且期望存在

=
1

6

6∑
i=1

i = 3.5，所以使用辛钦大数定律。

所以根据辛钦大数定律 Xn
P→ EXn = EXi = 3.5。

3 中心极限定理

中心极限定理总结来看均为：若 Xi 独立同分布于某一分布 F，则
n∑

i=1

Xi
n→∞∼

N(nµ, nσ2)。

即无论什么分布的事件在次数无限大的情况下近乎正态分布。

n 一般大于 10 以上即可使用中心极限定理。
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3.1 列维-林德伯格定理

定义：假设 {Xn} 是独立分布的随机变量序列，若 EXi = µ，DXi = σ2 >

0（i = 1, 2, · · ·）存在，则对任意的实数 x，有 lim
n→∞

P


n∑

i=1

Xi − nµ

√
nσ

⩽ x

 =

1√
2π

∫ x

−∞ e−
t2

2 dt = Φ(x)。（正态分布标准化）

定理要求：独立、同分布、期望方差存在。
n∑

i=1

Xi − nµ

√
nσ

∼ N(0, 1)，
n∑

i=1

Xi ∼ N(nµ, nσ2)。

例题：已知手套是使用寿命服从指数分布，单位为小时，且平均寿命为 20

小时。若一个人需要带手套进行工作，发现手套坏了就立刻换新继续工作，为保

证该工人有 95% 的把握能工作 2000 小时，求应该为其准备手套的副数。

解：题目中需要为其准备手套，且所有使用寿命加在一起大于 2000 的概率

为 95%。这个问题是概率分布的和的问题，所以使用列维-林德伯格定理。

假设第 i 副手套的使用寿命为 Xi，则 Xi ∼ E(λ)，又平均寿命为 20 小时，

则 E(Xi) =
1

λ
= 20，即 λ =

1

20
，D(Xi) =

1

λ2
= 400。

又根据中心极限定理，
n∑

i=1

Xi ∼ N(nµ, nσ2) = N(20n, 400n)，

保证该工人有 95%的把握能工作 2000小时，则 P{
n∑

i=1

Xi ⩾ 2000} ≈ 0.95，则

标准化 P

{∑
Xi − 20n

20
√
n

⩾ 2000− 20n√
20
√
n

}
≈ 0.95，1 − P

{
Z <

100− n√
n

}
≈ 0.95，

Z =

∑
Xi − 20n

20
√
n

∼ N(0, 1)，即 Φ(
100− n√

n
) ≈ 0.05，查表，

n− 100√
n

≈ 1.64，

n ≈ 118。

3.2 棣莫弗-拉普拉斯定理

或简称拉普拉斯中心极限定理。是列维-林德伯格定理的特殊情况。

定义：假设随机变量 Yn ∼ B(n, p)（0 < p < 1，n ⩾ 1），则对任意实数 x，

有 lim
n→∞

P

{
Yn − np√
np(1− p)

⩽ x

}
=

1√
pi

∫ x

−∞ e−
t2

2 dt = Φ(x)。

Yn − np√
np(1− p)

∼ N(0, 1)，X ∼ N [np, np(1− p)]。即二项分布的极限分布是正

态分布。其中正态分布的期望和方差就是二项分布的期望和方差。

例题：生产线生产的产品成箱包装，每箱质量是随机的。假设每箱平均钟 50

千克，标准差为 5，若用载重为 5 吨的汽车承运，试用中心极限定理说明每辆汽
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车最多可以装多少箱才能保证不超载的概率大于 0.977。（Φ(2) = 0.977）

解：设 Xi 为第 i 箱质量，所以 EXi = 50，DXi = 25。

记 Tn =
n∑

i=1

Xi，ETn = 50n，DTn = 25n。

根据中心极限定理得到：P{Tn ⩽ 5000} = P

{
Tn − 50n

5
√
n

⩽ 5000− 50n

5
√
n

}
≈

Φ

(
5000− 50n

5
√
n

)
> 0.977 = Φ(2)。

即
5000− 50n

5
√
n

⩾ 2，即 n ⩽ 98，即选 98。
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