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1 基本概念

1.1 随机试验

定义：满足三个条件的就是随机试验：

1. 试验可以在相同的条件下重复进行。

2. 试验所以可能结果都是明确可知，且不止一个。

3. 每次试验的结果事先不确定。

随机试验也称为试验，并用 E1, E2, · · · 来表示。

1.2 随机事件

定义：一次试验中可能出现也可能补出现的结果称为随机事件，简称事件，

并用大写字母 A,B, · · · 来表示。

必然事件定义：每次试验中一定发生的事件，记为 Ω。

不可能事件定义：每次试验中一定不发生的事件，记为 ∅。

1.3 样本空间

随机试验的每一个不可再分的可能结果称为样本点，记为 ω，样本点的全体

组成的集合称为样本空间或基本事件空间，记为 Ω，即 Ω = {ω}。

由一个样本点构成的事件称为基本事件。

随机事件 A 总是由若干个基本事件构成，即 A 是 Ω 的子集。

样本点的个数就是基本事件的个数。

2 事件

2.1 关系

若事件 A 发生必然导致事件 B 发生，则称事件 B 包含事件 A（或 A 被 B

包含），记为 A ⊂ B。

如果 A ⊂ B 且 B ⊂ A，则称事件 AB 相等，记为 A = B，AB 是由完全相

同的一些试验结果构成，是同一事件表面上看来两个不同说法。
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若事件在事件 A与 B 同时发生，则称为事件 A与 B 的积或交，记为 A∩B

或 AB。

有限个事件 A1, A2, · · · , An 同时发生的事件为事件 A1, A2, · · · , An 的积或

交，记为
n∩

i=1

Ai 或
∞∩
i=1

Ai。

若 AB ̸= ∅，则称事件 AB 相容，否则互不相容或互斥。如果一些事件中任

意两个事件都互斥，则这些事件两两互斥，简称互斥。

事件 AB 至少有一个发生的事件称为事件 AB 的和或并，记为 A ∪ B。

有限个事件 A1, A2, · · · , An 至少有一个发生的事件为事件 A1, A2, · · · , An 的

和或并，记为
n∪

i=1

Ai 或
∞∪
i=1

Ai。

事件 A 发生而事件 B 不发生的事件为事件 AB 的差，记为 A− B。

事件 A 不发生的事件为事件 A 的逆事件或对立事件，记为 A。

若
n∪

i=1

Ai 或
∞∪
i=1

Ai = Ω，AiAj = ∅（对一切的 i ̸= j，i, j = 1, 2, 3, · · · , n, · · ·），

则称有限个事件 A1, A2, · · · , An 构成一个完备事件组。

2.2 运算

定义可知：A−B = A−AB = AB，B = A 等价于 AB = ∅ 且 A∪B = Ω。

1. 吸收律：若 A ⊂ B，则 A ∪ B = B，A ∩ B = A。

2. 交换律：A ∪ B = B ∪ A，A ∩ B = B ∩ A。

3. 结合律：(A ∪ B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C)，(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C)。

4. 分配律：A∩ (B∪C) = (A∩B)∪ (A∩C)，A∪ (B∩C) = (A∪B)∩ (A∪C)，

A ∩ (B − C) = (A ∩ B)− (A ∩ C)。

5. 对偶律（德·摩根律）：A ∪ B = A∩B，A ∩ B = A∪B。（长杠变短杠，开

口换方向）

例题：判断 A− (B − C) = (A− B) ∪ C 是否成立。

解：∵ A − B = AB，∴ A − (B − C) = A − BC = ABC = A(B ∪ C) =

AB ∪ AC = (A− B) ∪ AC ̸= (A− B) ∪ C。
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3 概率

3.1 定义

• 描述性定义：将随机事件 A 发生的可能性大小的度量（非负）称为事件 A

发生的概率，记为 P (A)。

• 统计性定义：在相同条件下做重复试验，事件 A 出现的次数 k 和总的试

验次数 n 之比
k

n
，称为事件 A 在这 n 次试验中出现的频率，当 n 充分大

时，频率将稳定与某常数 p 附近，n 越大频率偏离这个常数 p 的可能性越

小，这个常数 p 就是事件 A 的概率。

• 公理化定义：设随机试验的样本空间为 Ω，如果对每一个事件 A 都有一个

确定的实数 P (A)，且事件函数 P (·) 满足：¬非负性：P (A) ⩾ 0；­规范

性：P (Ω) = 1；®可列可加性：对于任意个互不相容事件 A1, A2, · · · , An 有

P (
∞∪
i=1

Ai) =
n∑

i=1

P (Ai)，则称 P (·) 为概率，P (A) 为事件 A 的概率。

3.2 概率类型

3.2.1 古典概型

定义：样本空间满足：¬只有有限个样本点（基本事件）；­每个样本点（基

本事件）发生的可能性一样（等可能）。

若古典概型的基本事件总数为 n，事件 A包含 k 个基本事件，也称为有利于

A 的基本事件为 k 个，则 A 的概率为 P (A) =
k

n
=
事件A所含基本事件的个数

基本事件总数
，

这个概率就是 A 的古典概率。

古典概型的关键是计数，常用的方法有三种：

1. 列举法（直接查数法）：基本事件为数不多使用。

2. 集合对应法：

(a) 加法原理：完成一件事有 n 类方法，第一类方法中有 m1 类方法，第

二类办法有 m2 中方法，· · ·，第 n 类方法中有 mn 类方法，所以完成

此事共有
n∑

i=1

mi 种方法。
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(b) 乘法原理：完成一件事情有 n 个步骤，第一步有 m1 种方法，第二步

有 m2 种方法，· · ·，第 n 步有 mn 种方法，则完成此事共有
n∏

i=1

mi 种

方法。

(c) 排列：从 n 种不同的元素种取出 m ⩽ n 个元素，并按照一定顺序排

成一列，称为排列，所有排列的个数称为排列数，记为 Am
n = n(n −

1)(n− 2) · · · (n−m+ 1) =
n!

(n−m)!
，当 m = n 时，An

m = n! 称为全

排列。

(d) 组合：从 n 种不同的元素种取出 m ⩽ n 个元素，并组成一组，称为

组合，所有组合的个数称为组合数，记为 Cm
n =

Am
n

m!
=

n!

(n−m)!m!
。

3. 逆数法：先求 A 中的基本事件数 nA，将基本事件总数 n 减去 nA 得 A 中

的基本事件数。常用于计算含有“至少”字样的事件的概率。

问题常见类型：

• 直接用定义求概率。

• 随机分配或随机占位。将 n 个可辨质点是随机分配到 N 个盒子中。若每

盒最多可容纳一个质点，则一共有 P n
N 种分法；若每盒可以容纳任意多个

质点，则一共有 Nn 种分法。

• 简单随机抽样。设 Ω = {ω1, ω2, · · · , ωN} 含有 N 个元素，称 Ω 为总体。各

元素被抽到的可能性相同。若先后有放回取 n 次，则有 Nn 种抽法；若先

后无放回取 n 次，则有 P n
N 种抽法；若任取 n 个，则有 Cn

N 种抽法。

例题：5 人共钓到 3 条鱼，每条鱼每个人钓到的可能性相同，求：

(1)3 条鱼由不同人钓到的概率。

(2) 有 1 人钓到两条鱼的概率。

(3)3 条鱼由同一个人钓到的概率。

由题目可知这是一个随机分配的问题，总基本事件数为 53。

对于鱼而言没有明确的区分说明，所以这个就是个组合问题。

(1) 解：令第一个事件为 A，因为每条鱼由不同的人钓到，即 5 人中恰有 3

人各钓到鱼，所以组合一共有 C3
5 种，即从 5 个人取 3 个人有这么多种的取法。

这 3 个人需要钓到 3 条鱼，因为鱼是可辩的，所以每组有 P 3
3 种分配方法。则

P (A) =
C3

5P
3
3

53
。
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(2)解：令第二个事件为 B，若一个人钓到两条，即从 3条中任意选 2，即 C2
3，

又是 5个人中的一个人完成的，所以 C1
5，所以有一个人钓到 2条鱼共有 C2

3C
1
5 种

可能，此时还有一条鱼可以被其他 4个人钓到，所以还要乘 4。则 P (B) =
C2

3C
1
54

53
。

(3) 解：令第三个事件为 C，若一个人钓到三条，所以只有一种选法，然后

有 5 个人可能钓到 3 条，所以是 C1
5，则 P (C) =

C1
5

53
。

3.2.2 几何概型

定义：¬样本空间 Ω 是一个可度量的有界区域；­每个样本点发生的可能性

都是一样，即样本点落入 Ω 的某一可度量的子区域 S 的可能性大小与 S 的几何

度量成正比，而与 S 的位置与形状无关。

在几何概型随机试验中，若 SA 是样本空间 Ω的一个可度量的子区域，则事

件 A =样本落入区域SA 的概率为 P (A) =
SA的几何度量

Ω的几何度量
，这个概率就是 A 的

几何概率。

古典概型的基本事件有限，而几何概型的基本事件无限且可几何度量。

3.3 性质

• 有界性：对于任一事件 A，有 0 ⩽ P (A) ⩽ 1，且 P (∅) = 0，P (Ω) =

1。（P (A) = 0 不能推出 A = ∅，同样 P (A) = 1 不能推出 A = Ω）

• 单调性：设 AB 为两个事件，若 A ⊂ B，则 P (B − A) = P (B) − P (A)，

P (B) ⩾ P (A)。

3.4 公式

• 逆事件概率公式：对于任一事件 A，有 P (A) = 1− P (A)。

• 加法公式：对于任意两个事件 AB，有 P (A∪B) = P (A)+P (B)−P (AB)；对

于三个事件 ABC，P (A∪B∪C) = P (A)+P (B)+P (C)−P (AB)−P (AC)−

P (BC)+P (ABC)；对于四个事件 ABCD，P (A∪B∪C∪D) = P (A)+P (B)+

P (C) +P (D)−P (AB)−P (AC)−P (AD)−P (BC)−P (BD)−P (CD) +

P (ABC)+P (ABD)+P (ACD)+P (BCD)−P (ABCD)；若 A1, A2, · · · , An

两两互不相容，则 P (A1 ∪A2 ∪ · · · ∪An) = P (A1) + P (A2) + · · ·+ P (An)。

• 减法公式：P (A− B) = P (A)− P (AB) = P (Aω)− P (AB) = P (AB)。
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• 条件概率公式：对于任意两个事件 AB，若 P (A) > 0，我们称在已知事件 A

发生的条件下，事件 B 发生的概率为条件概率，记为 P (B|A) = P (AB)

P (A)
。

P (B|A) = 1− P (B|A)，P (B − C|A) = P (B|A)− P (BC|A)。

• 乘法公式：若 P (A) > 0，则 P (AB) = P (A)P (B|A)。一般而言，对于 n > 2，

P (A1A2 · · ·An−1) > 0，则 P (A1A2 · · ·An−1) = P (A1)P (A2|A1)P (A3|A1A2)

· · ·P (An|A1A2 · · ·An−1)。（Ai 的顺序不定）

• 全概率公式：若
n∪

i=1

Ai = Ω，AiAj = ∅（i ̸= j，i, j = 1, 2, · · · , n），P (Ai) > 0，

则对任一事件 B，有 B =
n∪

i=1

AiB，P (B) =
n∑

i=1

P (Ai)P (B|Ai)。P (B) =

P (BΩ) = P (B(
n∪

i=1

Ai)) = P (
n∪

i=1

BAi) =
n∑

i=1

P (BAi) =
n∑

i=1

P (Ai)P (B|Ai)。

• 贝叶斯公式：若
n∪

i=1

Ai = Ω，AiAj = ∅（i ̸= j，i, j = 1, 2, · · · , n），P (Ai) > 0，

则对任一事件 B，有 P (Ai|B) =
P (AiB)

P (B)
=

P (Ai)P (B|Ai)
n∑

i=1

P (Ai)P (B|Ai)
。

全概率公式是由因知果，而贝叶斯公式是执果索因。

例题：若随机事件 AB 同时发生，C 也必然发生，且下列选项一定成立的是

()。

A.P (C) < P (A) + P (B)− 1 B.P (C) ⩾ P (A) + P (B)− 1

C.P (C) = P (AB) D.P (C) = P (A ∪ B)

解：AB 同时发生，C 也必然发生则说明 AB 这个事件是包含于 C 的，所

以 AB 同时发生才能发生 C，但是反之不一定成立，AB ⊂ C，P (AB) ⩽ P (C)。

又 P (A∪B) = P (A)+P (B)−P (AB)，P (AB) = P (A)+P (B)−P (A∪B) ⩽
P (C)。

又 P (A ∪B) ⩽ 1，则 P (A) + P (B)− 1 ⩽ P (C)。B 成立。

例题：已知 P (A) = 0.3，P (B) = 0.4，P (AB) = 0.5，求 P (B|A ∪B)。

解：P (B|A ∪ B) =
P (B(A ∪B))

P (A ∪ B)
=

P (BA ∪ BB)

P (A) + P (B)− P (AB)
。

P (A) = 1−P (A) = 0.7，P (B) = 1−P (B) = 0.6，P (AB) = P (A)−P (AB)，

∴ P (AB) = P (A)− P (AB) = 0.2。

∴= 0.2

0.7 + 0.6− 0.5
= 0.25。

例题：每箱产品有 10 件，次品数从 0 到 2 都是等可能的，开箱检查时，任

取 1 件。
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(1) 求抽到是正品的概率。

(2) 若检测出次品就拒收，假如检验有误差，将 1 件正品误认为次品的概率

为 2%，1 件次品被漏查认为是正品的概率是 5%，求该箱产品通过验收的概率。

(1) 解：已知次品数从 0 到 2 都是等可能的，从而令有 0 件次品为 A0，有

1 件次品为 A1，有 2 件次品为 A2，事件出现的概率都是
1

3
。

设取到正品的事件为 B1，发生概率为对应次品情况下取到正品的可能性，根

据全概率公式：P (B1) =
2∑

i=0

P (Ai)P (B1|Ai) =
1

3
· 1 + 1

3
· 9

10
+

1

3
· 8

10
= 0.9。

(2) 解：取出一件商品只有两个事件，是正品 B1 或是次品 B1。

令通过验收的概率为 B，则分为两种情况，一种是抽出正品被认为是正品

的情况，一种是抽出次品被认为是正品的情况，即根据全概率公式：P (B) =

P (B1)P (B|B1) + P (B1)P (B|B1) = 0.9 · (1− 2%) + 0.1 · 5% = 0.887。

例题：假设有两批数量相同的零件，已知有一批产品全部合格，另一批产品

有 25% 不合格。从两批产品中任取 1 件，经检验是正品，放回原处，并在原所

在批次再取 1 件，求这次产品是次品的概率。

解：首先因为是两堆零件。第一次抽到的零件合格，可能是 100% 的一堆，

也可能是 75% 的一堆。这个概率是等可能的。

令 Hi 为第一次从第 i 批中取零件，则 P (H1) =
1

2
= P (H2)。

令取到正品为 A，第 1批取到正品概率 P (A|H1) = 1，第 2批 P (A|H2) =
3

4
。

根据全概率公式取到正品：P (A) = P (H1)P (A|H1) + P (H2)P (A|H2) =
7

8
。

又已经检测到了是正品，即 A 已经发生了，后面说的将产品放回原位再从

原位抽一件零件检测判断是否为次品，即表示已知 A 发生求是 H1 或 H2 的可

能性，再求是次品的可能性。利用贝叶斯公式计算。

抽到正品原批次是 H1 概率：P (H1|A) =
P (H1A)

P (A)
=

P (H1)P (A|H1)

P (A)
=

4

7
。

抽到正品原批次是 H2 概率：P (H1|A) = 1− 4

7
=

3

7
。

令 Ci 为第二次从第 i 批取零件，则 P (C1) = P (H1|A) =
4

7
，P (C2) =

3

7
。

此时产品是次品的概率为 P (A) = P (C1)P (A|C1) + P (C2)P (A|C2) =
4

7
· 0 + 3

7
· 1
4
=

3

28
。

7



4 独立性

4.1 事件独立性

• 描述性定义（直观性定义）：设 AB 为两个事件，如果其中任何一个事件

发生的概率不受另外一个事件发生与否的影响，则称事件 A 与 B 相互

独立。设 A1, A2, · · · , An 是 n ⩾ 2 个事件，如果其中任何一个或几个事

件发生的概率都不受其余的某一个或几个事件发生与否的影响，则称事件

A1, A2, · · · , An 相互独立。

• 数学定义：设 AB 为两个事件，如果 P (AB) = P (A)P (B)，则称事件 A与事

件 B 相互独立，简称 A与 B 独立。如 P (A|B) =
P (AB)

P (B)
=

P (A)P (B)

P (B)
=

P (A)。

设 A1, A2, · · · , An 为 n ⩽ 2个事件，若堆其中任意有限个事件 Ak1, Ak2, · · · ,

Akk（2 ⩽ k ⩽ n），有 P (Ak1Ak2 · · ·A(kk)) = P (Ak1Ak2 · · ·Akk)，则称这 n 个事

件 A1, A2, · · · , An 为 n ⩽ 2 相互独立。

如 n = 3，若 P (A1A2) = P (A1)P (A2)，P (A1A3) = P (A1)P (A3)，P (A2A3) =

P (A2)P (A3)，P (A1A2A3) = P (A1)P (A2)P (A3)，则称事件 A1, A2, A3 相互独立。

若没有最后一个式子则只能称其两两独立。

例题：设 AB 是任意两个事件，其中 P (A) ∈ (0, 1)，证明 P (B|A) = P (B|A)

是事件 AB 相互独立的充要条件。

证明：先证必要性，即 AB 独立，则 P (AB) = P (A)P (B)，P (B|A) = P (B)，

同理 P (B|A) = P (B)，所以必要性成立。

然后证明充分性，若 P (B|A) = P (AB)

P (A)
=

P (AB)

P (A)
= P (B|A)。

根据减法公式，
P (AB)

P (A)
=

P (B)− P (AB)

1− P (A)
，使用交叉相乘得到 P (A)(P (B)−

P (AB)) = P (AB)(1− P (A))，解得 P (AB) = P (A)P (B)。从而充分性成立。

定理：若 AB 独立，则 AB、AB、AB 也独立。

例题：将一枚硬币独立地掷两次，设 A1 ={掷第一次出现正面}，A2 ={掷第

二次出现正面}，A3 ={正反面各出现一次}，A4 ={出现正面两次}，则事件 ()。

A.A1, A2, A3 相互独立 B.A2, A3, A4 相互独立

C.A1, A2, A3 两两独立 D.A2, A3, A4 两两独立

解：已知一共只有四种情况：{正，正}、{正，反}、{反，正}、{反，反}。

则 P (A1) =
1

2
，P (A2) =

1

2
，P (A3) =

1

2
，P (A4) =

1

4
。
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对于 P (A1A2) =
1

4
= P (A1)P (A2)，P (A1A3) =

1

4
= P (A1A3)，P (A2A3) =

1

4
= P (A2A3)，P (A1A2A3) = 0 ̸= P (A1A2A3)。所以 C。

4.2 n 重伯努利试验

独立试验定义：称试验 E1, E2, · · · , En 为相互独立的，如果分别于各个试验

相联系的任意 n 个事件之间相互独立。

独立重复试验定义：独立表示与各试验相联系的事件之间相互独立，其中重

复表示每个事件在各次试验中出现的概率不便。

伯努利试验定义：只针对失败、成功两种对立结果的试验，将伯努利试验重

复进行 n 次，就是 n 重伯努利试验。

在计算伯努利试验概率的时候不仅要考虑每一类情况（出现几次）的次数，

还有考虑其组合情况，即将多个情况的 Cm
n pj 相加。
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