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1 二次型

1.1 定义

n 元变量 x1, x2, · · · , xn 的二次齐次多项式：

f(x1, x2, · · · , xn) = a11x
2
1 + 2a12x1x2 + · · ·+ 2a1nx1xn

+a22x
x
2 + · · ·+ 2a2nx2xn

· · ·

+annx
2
n

这就是 n 元二次型，简称二次型。

∵ xixj = xjxi，令 aij = aji（i, j = 1, 2, · · · , n），则 2aijxixj = aijxixj+ajixjxi：

f(x1, x2, · · · , xn) = a11x
2
1+a12x1x2+· · ·+a1nx1xn+a21x2x1+a22x

2
2+a2nx2xn+

· · ·+ an1xnx1 + an2xnx2 + · · ·+ annx
2
n，这个式子就是完全展开式。

f(x1, x2, · · · , xn) =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj，这个就是和式。

1.2 矩阵表示

二次型可以用矩阵来表示，即 f(x) = xTAx。其中 x 是列向量。

矩阵表示的重点就是找到中间的 A，A 是 f 的二次型矩阵。

方法是：A 的主对角线元素 aii 是 x2
i 的对应系数，aij 与 aji 是混合项 xixj

的系数的一半。

如一个二次型 f(x1, x2, x3) = 2x2
1 + 5x2

2 + 5x2
3 + 4x1x2 − 4x1x3 − 8x2x3

= (x1, x2, x3)


2 2 −2

2 5 −4

−2 −4 5

 (x1, x2, x3)
T。

所以可以发现二次型矩阵就是一个对称矩阵，AT = A，所以只要能写出二

次型的就一定存在一个对称矩阵，就一定可以相似对角化。

2 标准形与规范形

定义：若二次型中只含有平方项，没有混合项（交叉项，即所有交叉项的系

数全部为 0），形如 d1x
2
1 + d2x

2
2 + · · ·+ dnx

2
n 的二次型就是标准形。

定义：若标准形中系数 di仅为 1，0，-1，即形如 x2
1+· · ·+x2

p−x2
p+1−· · ·−x2

p+q

的二次型称为规范形。
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其实二次型的标准形与规范形就是相似理论中的可逆矩阵相似对角化与实

对称矩阵相似对角化的方法。

2.1 合同变换

2.1.1 线性变换

对于 n元二次型 f(x1, x2, · · · , xn)，若令



x1 = c11y1 + c12y2 + · · ·+ c1nyn

x2 = c21y1 + c22y2 + · · ·+ c2nyn

· · ·

xn = cn1y1 + cn2y2 + · · ·+ cnnyn

记 x = (x1, x2, · · · , xn)，C =


c11 c12 · · · c1n

c21 c22 · · · c2n
... ... . . . ...

cn1 cn2 · · · cnn

，y = (y1, y2, · · · , yn)，

则上式写为 x = Cy 称为 y1, y2, · · · , yn 到 x1, x2, · · · , xn 的线性变换。

若线性变换的系数矩阵 C 可逆，即 |C| ̸= 0，则称为可逆线性变换。

若 f(x) = xTAx，令 x = Cy，则 f(x) = (Cy)TA(Cy) = yT (CTAC)y，记

B = CTAC，则 f(x) = yTBy = g(y)，此时二次型 f(x) = xTAx 通过线性变换

x = Cy 得到一个新二次型 g(y) = yTBy。即将二次型用 x 表示换成用 y 表示。

xTAx = yTBy 这种改变表示方法的变换就是合同变换。

2.1.2 定义

定义：二次型 f(x) 与 g(y) 的系数矩阵 A 与 B 满足 B = CTAC，这种关系

就是合同变换。

设 AB 为 n阶实对称矩阵，若存在可逆矩阵 C，使得 CTAC = B，则称 AB

合同，记为 A ≃ B，此时 f(x) 与 g(x) 为合同二次型。

若二次型 f(x) = xTAx 合同与标准形 d1x
2
1 + d2x

x
2 + · · · + dnx

2
n 或合同于规

范形 x2
1 + · · ·+ x2

p − x2
p+1 − · · · − x2

p+q，则称 d1x
2
1 + d2x

x
2 + · · ·+ dnx

2
n 为 f(x) 的

合同标准形或合同规范形。

2.1.3 性质

1. 反身性：A ≃ A。取 C = E。
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2. 对称性：A ≃ B，B ≃ A。A ≃ B 则 CTAC = B，(CT )−1CTACC−1 =

(CT )−1BC−1，A = (C−1)TAB−1。

3. 传递性：A ≃ B，B ≃ C，A ≃ C。

4. A ≃ B，r(A) = r(B)。CTAC = B，矩阵左右乘一个可逆矩阵，秩不变。

5. A ≃ B，AT = A ⇔ BT = B。BT = B，即 (CTAC)T = CTAC，CTATC =

CTAC，(CT )−1CTATCC−1 = (CT )−1CTACC−1，AT = A。

6. A ≃ B，AB 可逆，则 A−1 ≃ B−1。

7. A ≃ B，AT ≃ BT。

2.2 配方法

也称为拉格朗日配方法。配方法与前面的特征值、相似、正交理论无关，是

通过配方找到一个可逆的合同矩阵。

任何二次型均可通过配方法（做可逆线性变换）化为标准形与规范形，即对

于任何实对称矩阵 A，必存在可逆矩阵 C，使得 CTAC = Λ，其中：

Λ =


d1

d2
. . .

dn

 或 Λ =


A

B

C

，A =


1

. . .

1

，

B =


−1

. . .

−1

，C =


0

. . .

0

。
一个二次型可以通过相似对角化来求矩阵 λ 和 ξ 来化成标准形或规范形，

而也可以通过配方法来更简单得到。

配方法的核心：将某个变量的平方项与其混合项一次性配称一个完全平方。

2.3 正交变换法

是对实对称矩阵相似对角化的正交变换的延申。

任何二次型均可通过正交变换法化为标准形（规范形不一定能表示出），即

对于任何实对称矩阵 A，必存在正交矩阵 Q，使得 QTAQ = Q−1AQ = Λ，其中
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Λ =


λ1

λ2

. . .

λn

。
二次型正交变换法基于实对称矩阵相似对角化：

1. 求出 A 的所有特征值 λ。

2. 求出 A 的所有 λ 的特征向量 ξ。

3. 将 (ξ1, ξ2, · · · , ξn) 正交化、单位化为 (η1, η2, · · · , ηn)。

4. 令 Q = (η1, η2, · · · , ηn)，则 Q−1AQ = QTAQ = Λ。

5. 因为 f(x) = xTAx，代入 x = Qy，(Qy)TA(Qy) = yTQTAQy = yTΛy。

2.4 惯性定理

定义：无论选取什么样的可逆线性变换，将二次型化为标准形或规范形，其

正项个数 p，负项个数 q 都是不变的，p 称为正惯性指数，q 称为负惯性指数。

定理：若二次型的矩阵秩为 r，则 r = p+ q，可逆线性变换不改变正负惯性

指数。

定理：两个二次型或实对称矩阵合同的充要条件是有相同的正负惯性指数，

或有相同的秩及正负惯性指数。

例题：设 A =


1 2 0

2 1 0

0 0 1

，判断是否与


1 0 0

0 1 0

0 0 −1

 合同。
解：第一种方法使用配方法，将实对称矩阵化为二次型进行配方，得到 f =

(x1 + 2x2)
2 − 3x2

2 + x2
3 = y21 − 3y22 + y23，p = 2，q = 1。

第二种方式使用特征值法，|λE − A| = 0，得到 λ1 = 1，λ2 = 3，λ3 = −1，

令 ξ = y，f = λ1y
2
1 + λ2y

2
2 + λ3y

2
3 = y21 + 3y22 − y23，p = 2，q = 1。

注意：我们会发现 y 前面的系数是不一样的，因为通过配方法得到的系数

不一定是特征值，而正交变换法或相似对角化的方法得到的一定是特征值。因为

对于配方法，x = Cy，f = (Cy)TACy = yTCTACy = yTΛy，这个 Λ 是合同的，

不满足相似的要求，而对于正交变换 x = Qy，f = (Qy)TAQy = yTQTAQy =
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yTQ−1AQy = yTΛy，因为 Q 选用的不仅是可逆矩阵 C，更是正交矩阵，从而即

合同又相似，从而得到的 Λ 是特征值。

因为有两个正系数 1 和一个负系数-1，根据惯性定理，所以与它合同。

3 正定二次型

3.1 定义

定义：n元二次型 f(x1, x2, · · · , xn) = xTAx，若任意 x = (x1, x2, · · · , xn)
T ̸= 0

均有 xTAx > 0，则称 f 为正定二次型，对应矩阵 A 为正定矩阵。

若令一个正定二次型等于某个正数，则对于空间就是一个封闭曲面。

3.2 性质

n 元二次型 f = xTAx 正定的充要条件是：

• 对于任意 x ̸= 0，有 xTAx > 0。（定义）

• f 的正惯性指数 p = n，即所有系数全为正。

• 存在可逆矩阵 D，使得 A = DTD。

• A ≃ E。

• A 的特征值 Λi > 0（i = 1, 2, · · · , n）。

• A 的全部顺序主子式均大于 0。

若 CTAC = E，则 A = (CT )−1EC−1 = (C−1)TC−1 = DTD。

设 A = (aij)n×n，则 |Ak| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 · · · a1k

a21 a22 · · · a2k
... ... . . . ...

ak1 ak2 · · · akk

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
称为 n 阶矩阵 A 的 k 阶

顺序（左上角）主子式。

n 元二次型 f = xTAx 正定的必要条件是：

• aii > 0（i = 1, 2, · · · , n）。

• |A| > 0。
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3.3 判定

3.3.1 具体型

1. 判定主子式是否全部大于 0。

2. 求特征值是否全部大于 0。

3. 配方法判定正惯性指数是否全为 n。

4. 定义法，证明 ∀x ̸= 0，xTAx > 0，即 f > 0。

5. 找到可逆矩阵 D，使得 A = DTD。

主要使用前面三种方法。

例题：判别二次型 f(x1, x2, x3) = 2x2
1 + 2x2

2 + 2x2
3 + 2x1x2 + 2x1x3 + 2x2x3

的正定性。

解：根据题目写出二次型矩阵：A =


2 1 1

1 2 1

1 1 2


第一种方法：2>0，

∣∣∣∣∣∣ 2 1

1 2

∣∣∣∣∣∣ > 0，|A| > 0，所以正定。

第二种方法：|λE − A| = 0，所以 λ1 = 4，λ2 = λ3 = 1，所以正定。

第三种方法：通过配方法，将 f = 2
(
x1 +

x2

x
+

x3

2

)2

+
3

2

(
x2 +

1

3
x3

)
+

4

3
x2
3，

p = 3，所以正定。

第四种方法：将 f 进行配方，f = (x1 + x2)
2 + (x2 + x3)

2 + (x3 + x1)
2 ⩾ 0，

所以要证明 f > 0 对于 ∀x ̸= 0 成立。

假设 f = 0，则 x1 + x2 = 0，x2 + x3 = 0，x3 + x1 = 0，则 x1 = x2 = x3 = 0，

所以 x ̸= 0 时 f > 0。

第五种方法：将 f 进行配方，f = (x1 + x2)
2 + (x2 + x3)

2 + (x3 + x1)
2

= (x1 + x2, x2 + x3, x3 + x1)(x1 + x2, x2 + x3, x3 + x1)
T

= (x1 + x2, x2 + x3, x3 + x1)


1 0 1

1 1 0

0 1 1




1 1 0

0 1 1

1 0 1




x1

x2

x3

 = xTDTDx

= xTAx，所以找到了这个 D，从而正定。
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3.3.2 抽象型

对于抽象型二次型正定问题，首先要表明 A 是对称的，即 AT = A；基本的

方法就是判定特征值 λ 是否全部为正。

定理：若 A 正定，则充要条件是 AT 正定，A−1 正定，充分条件是 A∗ 正定，

即 A 正定则 A∗ 正定，但是 A∗ 正定不一定 A 正定。

证明：∵ 对称矩阵，所以 AT = A，所以 AAT 等价，所以是充要条件。

若 A 特征值为 λ > 0，则 A−1 的特征值
1

λ
也全为正，同理也可以反推回去，

从而是充要条件。

若 A 特征值为 λ > 0，则 A∗ 的特征值为
|A|
λi

=
λ1 · · ·λn

λi

，若 λi 全为正则

可以推出
|A|
λi

为正，但是反之若
|A|
λi

为正，不能推出 λ1 · · ·λn 每一个都是正的。
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