
一元函数积分学

Didnelpsun

目录

1 积分性质 1

1.1 存在性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

1.2 连续性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2 不定积分 1

2.1 基本积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 1

2.2 换元积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2.2.1 第一类换元 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2.2.1.1 凑微分法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2.2.1.2 积化和差 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2.2.1.3 三角等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2

2.2.1.4 反三角换元 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.2.1.5 指对换元 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.2.1.6 倒数换元 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.2.1.7 有理换元 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.2.1.8 万能公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.2.2 第二类换元 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.2.2.1
√
a2 − x2：x = a sin t(a cos t) . . . . . . . . . . . 7

2.2.2.2
√
a2 + x2：x = a tan t . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2.2.3
√
x2 − a2：x = a sec t . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.2.2.4 辅助换元 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

2.2.2.5
√
ax2 + bx+ c . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.3 分部积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9



2.3.1 基本分部 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.3.1.1 非幂函数优先 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.3.1.2 幂函数优先 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.3.2 多次分部 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.3.3 分部积分推广公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.3.4 分部与换元 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.4 有理积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.4.1 高阶多项式分配 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.4.2 低阶多项式分解 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

2.4.3 低阶多项式分配 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.4.4 低阶多项式因式分解与分配 . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.4.5 有理积分与其他积分运算 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.5 不定积分等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

3 定积分 16

3.1 换元积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.2 分部积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.3 几何意义 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

3.4 极限化为定积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

3.5 区间再现 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.6 定限积分等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.6.1 函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

3.6.2 积分值 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.7 定积分不等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.7.1 函数性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

3.7.2 划分区域 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3.8 中值定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

4 变限积分 21

4.1 求导公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

4.2 积分性质 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

4.3 周期性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

4.4 极限 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22



4.5 连续 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

4.6 无穷小比较 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

5 反常积分 23

5.1 定义法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

5.1.1 求值 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

5.1.2 求参数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

5.1.3 递推公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

5.2 比较判敛 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

5.2.1 无穷区间 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

5.2.2 无界函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

5.3 极限审敛法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

5.3.1 判断方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

5.3.2 幂函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

5.3.3 指数函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

5.3.4 对数函数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

6 一元函数积分应用 28

6.1 几何应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

6.1.1 面积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

6.1.1.1 直角坐标系 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

6.1.1.2 参数方程 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

6.1.1.3 极坐标 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

6.1.1.4 旋转体侧面积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

6.1.2 体积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

6.1.2.1 旋转体 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30

6.1.2.2 平行截面已知的立体体积 . . . . . . . . . . . . . 30

6.1.3 平均值 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

6.1.4 弧长 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

6.1.5 旋转曲面表面积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

6.1.6 形心坐标公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

6.1.7 平行截面已知的立体体积 . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

6.2 物理应用 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31



6.2.1 变力沿直线做功 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

6.2.2 抽水做功 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31

6.2.3 水压力 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

7 积分关系式 32

7.1 积分等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

7.1.1 分部积分 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

7.1.2 中值定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

7.1.3 夹逼准则 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

7.2 积分不等式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

7.2.1 函数单调性 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

7.2.2 拉格朗日中值定理 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

7.2.3 泰勒公式 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35



1 积分性质

1.1 存在性

主要是判断在指定区域内是否连续和有界。

函数有有限个间断点，函数有界；函数连续，函数单调有界。

一个函数，可以存在不定积分，而不存在定积分; 也可以存在定积分，而不

存在不定积分。一个连续函数，一定存在定积分和不定积分; 若只有有限个间断

点，则定积分存在; 若有跳跃间断点，则原函数一定不存在，即不定积分一定不

存在。

1.2 连续性

• 函数可积，原函数连续。

• 函数连续，原函数可导（连续）。

• 函数有有限个第一类间断点，则原函数连续。

2 不定积分

2.1 基本积分

例题：汽车以 20m/s 的速度行驶，刹车后匀减速行驶了 50m 停止，求刹车

加速度。

解：已知题目含有两个变量：距离和时间，设距离为 s，时间为 t。

因为汽车首先按 20m/s 匀速运动，所以 ds
dt

∣∣∣∣
t=0

= 20，最开始距离为 0，所

以 s|t=0 = 0。

又因为是匀减速的，所以速度形如：v =
s

t
= kt + b，从而令二阶导数下

d2s

dt2 = k。

所以
ds
dt =

∫ d2s

dt2 dt =
∫

k dt = kt+ C1。

代入
ds
dt

∣∣∣∣
t=0

= 20，所以 C1 = 20，即
ds
dt = kt+ 20。

所以 ds = (kt+ 20) dt，从而 s =

∫
(kt+ 20) dt = 1

2
kt2 + 20t+ C2。

又 s|t=0 = 0，所以代入得 C2 = 0，所以 s =
1

2
kt2 + 20t。
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当 s = 50 时停住，所以此时
ds
dt = 0，得到 t = −20

k
。

代入 s：50 =
1

2
k

(
−20

k

)2

+ 20

(
−20

k

)
，解得 k = −4，即加速度为-4m/s2。

2.2 换元积分

2.2.1 第一类换元

2.2.1.1 凑微分法

将复杂的式子转换为简单的一个因式放到 d 后面看作一个整体，然后利用

基本积分公式计算。适用于式子近于基本公式的情况。

例题：求

∫ dx
x lnx ln ln x

。

解：=

∫ d(lnx)

lnx ln ln x
=

∫ d(ln ln x)

ln ln x
= ln | ln ln x|+ C。

例题：求

∫
102 arccosx
√
1− x2

dx。

解：= −
∫

102 arccosx d(arccosx) = −1

2

∫
102 arccosx d(2 arccosx)

= −102 arccosx

2 ln 10
+ C。

2.2.1.2 积化和差

对于两个三角函数的乘积可以使用积化和差简单计算。特别是携带 sin 2x、

cos 2x、sin 3x 等的。

例题：求

∫
sin 2x cos 3x dx。

解：=

∫
cos 3x sin 2x dx =

1

2

∫
(sin 5x− sinx) dx

=
1

2

∫
sin 5x dx− 1

2

∫
sinx dx = − 1

10
cos 5x+

1

2
cosx+ C。

例题：求
∫

sinx sin 2x sin 3x dx。

解：这时候需要利用积化和差。

=

∫
1

2
(cosx− cos 3x) sin 3x dx =

1

2

∫
cosx sin 3x dx− 1

2

∫
cos 3x sin 3x dx

=
1

4

∫
(sin 2x+sin 4x)dx− 1

12
sin2 3x = − 1

16
cos 4x− 1

8
cos 2x− 1

12
sin2 3x+C。

2.2.1.3 三角等式

主要用于 sec2 −1 = tan2 x，当出现 tan2、tan3 等与 secx在一起作为乘积时

可以考虑拆分换元。同时 sin2 x+ cos2 = 1，csc2 x− cos2 x = 1。
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例题：

∫
tan3 x secx dx。

解：=

∫
(sec2 x− 1) tanx secx dx =

∫
(sec2 x− 1) d(secx)

=
1

3
sec3 x− secx+ C。

有时需要利用到有理积分的高阶多项式分配与低阶多项式因式分解。

例题：求

∫ dx
(2 + cosx) sinx

。

解：将所有的 sinx 都变成 cosx。所以分子分母都乘上 sinx。

=

∫ d(cosx)
(2 + cosx)(cos2 x− 1)

，令 cosx = u：=

∫ du
(2 + u)(u2 − 1)

。

利用低阶多项式因式分解：=

∫ [
1

6(u− 1)
− 1

2(u+ 1)
+

1

3(u+ 2)

]
du

=
1

6
|u− 1|− 1

2
ln |u+1|+ 1

3
ln |u+2|+C =

1

6
ln(1− cosx)− 1

2
ln(1+ cosx)+

1

3
ln(2 + cosx) + C。

有时还可以用二倍角公式。特别是遇到 1 + cosx 等。

例题：求

∫ √
1 + cosx
sinx

dx。

解：看到根号就会很自然想到使用有理换元的方式，令
√
1 + cosx = u，从

而 sinx =
√
2u2 − u4，原式 =

∫
u√

2u2 − u4
du，这时会发现根本解不出来。

这里自然会想到把根号去掉，那么还有什么方法？将 1+ cosx变为一个平方

的形式，可以使用二倍角公式 1+ cosx = cos2 x
2
，同理分母 sinx = 2 sin x

2
cos x

2
。

=

∫ √
2
∣∣∣cos x

2

∣∣∣
2 sin x

2
cos x

2

dx = ±
√
2

∫
csc x

2
d
(x
2

)
= ±

√
2 ln

∣∣∣csc x

2
− cot x

2

∣∣∣+ C。

且 cos x
2
> 0 为正，否则为负。

又 ln
∣∣∣csc x

2
− cot x

2

∣∣∣ = ln

∣∣∣1− cos x
2

∣∣∣∣∣∣sin x

2

∣∣∣ = ln

 1∣∣∣sin x

2

∣∣∣ −
cos x

2∣∣∣sin x

2

∣∣∣
。

所以当 cos x
2
> 0 时乘积正负号不变，= ln

(∣∣∣csc x

2

∣∣∣− ∣∣∣cot x
2

∣∣∣)。
当 cos x

2
< 0 时乘积正负号相反，提出负号，= ln

(∣∣∣csc x

2

∣∣∣+ ∣∣∣cot x
2

∣∣∣)。
又 csc2 x

2
− cot2 x

2
= 1，∴ ln

((∣∣∣csc x

2

∣∣∣+ ∣∣∣cot x
2

∣∣∣) · (∣∣∣csc x

2

∣∣∣− ∣∣∣cot x
2

∣∣∣)) =

ln
(

csc2 x
2
− cot2 x

2

)
= ln 1 = 0，∴ ln

(∣∣∣csc x

2

∣∣∣+ ∣∣∣cot x
2

∣∣∣)+ln
(∣∣∣csc x

2

∣∣∣− ∣∣∣cot x
2

∣∣∣) =

0，ln
(∣∣∣csc x

2

∣∣∣+ ∣∣∣cot x
2

∣∣∣) = − ln
(∣∣∣csc x

2

∣∣∣− ∣∣∣cot x
2

∣∣∣)。
当 cos x

2
> 0，=

√
2 ln

∣∣∣csc x

2
− cot x

2

∣∣∣+ C =
√
2 ln

(∣∣∣csc x

2

∣∣∣− ∣∣∣cot x
2

∣∣∣)+ C。

当 cos x
2
< 0，= −

√
2 ln

∣∣∣csc x

2
− cot x

2

∣∣∣+C =
√
2 ln

(∣∣∣csc x

2

∣∣∣− ∣∣∣cot x
2

∣∣∣)+C。

综上，

∫ √
1 + cosx
sinx

dx =
√
2 ln

(∣∣∣csc x

2

∣∣∣− ∣∣∣cot x
2

∣∣∣)+ C。
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2.2.1.4 反三角换元

当积分式子中存在 arcsinx、arccosx、arctanx 这种反三角函数时，可以考

虑将其令为 t 来进行简化计算。从而 x 分别为 sin t、cos t、tan t。

例题：求
∫
(arcsinx)2 dx。

解：令 arcsinx = t，∴ x = sin t，dx = cos t dt。

=
∫
t2 cos t dt。除了换元法还需要使用分部积分法，可以直接进行分部积分

也可以使用下面讲到的分部积分拓展公式的表格法来计算，cos t更难求导，所以

对其积分，放在下面，t2 容易求导，所以对其求导，放在上面：

t2 2t 2 0

cos t sin t − cos t − sin t

∴= t2 sin t− 2t cos t− sin t+ C = (arcsinx)2x+ 2 arcsinx
√
1− x2 − 2x+ C。

2.2.1.5 指对换元

当积分式子存在指数函数 ex 或对数函数 lnx 时，可以考虑令其为 t，从而

x 分别为 ln t 和 et。

但是如果 lnx、arctanx、arcsinx 与 x 多项式或 ex 做乘法时要考虑分布积

分法。

2.2.1.6 倒数换元

当被积函数的分母的幂次要比分子高两次以及以上时，令 x =
1

u
。

例题：求

∫ dx
x2
√
x2 − 1

。

解：因为所有的变量都在分母，所以先进行倒代换：

= −
∫

u du√
1− u2

=
√
1− u2 + C =

√
x2 − 1

x
+ C。

2.2.1.7 有理换元

书上这个类型属于有理函数部分，我这里移动到第一类换元中。即将无理因

式直接设为一个变量，从而提高式子的阶数，消除无理式变为有理式。

有理换元时无理因式中的 x 必须是一阶的，如 3
√
x+ 6 = u，若是二阶需要

利用第二类换元（三角换元），否则则无法消去无理因式项，因为 x 不能用单个

的 u 来表示，如
√
x3 + 6 = u，u = 3

√
u2 − 6。

若式子是一个因式的整数次幂，则可以直接令这个因式为中间变量。
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当无理式子是一个分式或其他复杂形式，既可以令其整个都是中间变量，也

可以先化简，但是不能将无理式子拆开，否则有理换元就无用了。

例题：求

∫ dx
1 + 3

√
x+ 1

。

解：令 u = 3
√
x+ 1，从而 x = u3 − 1，dx = 3u2 du。

=

∫
3u2

1 + u
du =

∫
3u2 + 3u− 3u− 3 + 3

1 + u
du =

∫ (
3u− 3 +

3

1 + u

)
du

=
3

2
u2−3u+3 ln |1+u|+C =

3

2
3
√

(x+ 1)2−3 3
√
x+ 1+3 ln |1+ 3

√
x+ 1|+C。

可以和有理积分一同使用：

例题：求

∫ √
1− x

1 + x

dx
x
。

解：令 u =

√
1− x

1 + x
，x =

1− u2

1 + u2
。

∴ dx = d
(
1− u2

1 + u2

)
=

−2u(1 + u2)− 2u(1− u2)

(1 + u2)2

=

∫
u · 1 + u2

1− u2
· −4u

(1 + u2)2
du =

∫
−4u2

(1− u)(1 + u)(1 + u2)
du

令
A

1− u
+

B

1 + u
+

Cu+D

1 + u2
=

−4u2

(1− u)(1 + u)(1 + u2)
。

通分：A(1 + u2 + u+ u3) + B(1 + u2 − u− u3) + (Cu− Cu3 +D −Du2)

= (A−B − C)u3 + (A+B −D)u2 + (A−B + C)u+ (A+B +D) = −4u2

∴ A− B − C = 0，A+B −D = −4，A− B + C = 0，A+B +D = 0。

∴ A = B = −1，C = 0，D = 2。

原式 =

∫ (
2

1 + u2
− 1

1− u
− 1

1 + u

)
du

= 2 arctanu+ ln |1− u| − ln |1 + u|+ C

= 2 arctan
√

1− x

1 + x
+ ln

∣∣∣∣√1 + x−
√
1− x√

1 + x+
√
1− x

∣∣∣∣+ C。

例题：求

∫ dx
3
√

(x+ 1)2(x− 1)4
。

解：由最开始分析的，有理换元需要让换元里的式子是一个一阶的，而现在

里面最高四阶，所以必须想办法把这个式子转换为一阶的，这个也是本题目的难

点。由于是三次根，所以可以尝试将里面的 (x+ 1)2(x− 1)4 都提出三次方：

=

∫
1

x2 − 1
3

√
x+ 1

x− 1
dx，令 3

√
x+ 1

x− 1
= u，所以 x =

u3 + 1

u3 − 1
：

=

∫
u(

u3 + 1

u3 − 1

)2

− 1

· −6u2

(u3 − 1)2
du = −3

2

∫
du = −3

2
u + C = −3

2
3

√
x+ 1

x− 1
+

C。

因为有理换元将一个复杂的式子设为 u，所以有时可以使用分部积分法：

例题：求

∫ √
a+ x

a− x
dx。
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解：令

√
a+ x

a− x
= u，解得 x = a

u2 − 1

u2 + 1
，dx = 4a

u du
(u2 + 1)2

。

= 4a

∫
u2 du

(u2 + 1)2
= −2a

∫
u d
(

1

1 + u2

)
= − 2au

1 + u2
+

∫
2a

1 + u2
du

= − 2au

1 + u2
+ 2a arctanu+ C = (x− a)

√
a+ x

a− x
+ 2a arctan

√
a+ x

a− x
+ C

= −
√
a2 − x2 + 2a arctan

√
a+ x

a− x
+ C。

特别是根式下是比较古怪的表达式，不能直接通过有理换元计算，可以尝试

先部分积分再换元。

例题：求

∫
xex√
1 + ex

dx。

解：若首先进行换元积分法，令
√
1 + ex = t，则 I = 2

∫
ln(t2 − 1) dt。

所以先尝试换元：
∫
xex(1 + ex)−

1
2 dx = 2

∫
x d(

√
1 + ex) = 2x

√
1 + ex −

2
∫ √

1 + ex dx，再令
√
1 + ex = t。

则 x = ln(t2 − 1)，dx =
2t

t2 − 1
dt。

则

∫ √
1 + ex dx =

∫
2t2

t2 − 1
dt = 2

∫
t2 − 1 + 1

t2 − 1
dt = 2

(
t+

1

2
ln
∣∣∣∣t− 1

t+ 1

∣∣∣∣) +

C = 2
√
1 + ex + ln

√
1 + ex − 1√
1 + ex + 1

+ C。

∴= 2x
√
1 + ex − 4

√
1 + ex − 2 ln

√
1 + ex − 1√
1 + ex + 1

+ C。

2.2.1.8 万能公式

同样属于有理积分的内容，但是本质还是属于三角函数的部分。如果出现一

个三角函数跟着常数的式子就使用万能公式。

令 u = tan x

2
，sinx =

2u

1 + u2
，cosx =

1− u2

1 + u2
，dx =

2

1 + u2
du。

例题：求

∫ dx
3 + cosx。

解：令 u = tan x

2
，从而 cosx =

1− u2

1 + u2
：

=

∫
1

3 +
1− u2

1 + u2

· 2

1 + u2
du =

1

2 + u2
du =

1√
2

arctan u√
2
+ C

=
1√
2

arctan
tan x

2√
2

+ C。

2.2.2 第二类换元

使用换元法做了换元之后是要带回式子中的，也就是说要保证反函数的存

在才能代入有意义。为了保证反函数的存在，因此要保证原函数的单调性，所以
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要有一个规定的范围来使原函数保证单调。

2.2.2.1
√
a2 − x2：x = a sin t(a cos t)

若令 x = a sin t，则根据 sin t ∈ (−1, 1) 得到主区间：t ∈
(
−π

2
,
π

2

)
。

若令 x = a cos t，则根据 cos t ∈ (−1, 1)，得到主区间：t ∈ (0, π)。

例题：求

∫ dx
1 +

√
1− x2

。

解：令 x = sin t（t ∈
(
−π

2
,
π

2

)
），所以

√
1− x2 = cos t，dx = cos t dt，

t = arcsinx。

因为式子
1

1 +
√
1− x2

> 0，单调递减，所以不用讨论正负号。

=

∫ cos t
1 + cos tdt =

∫ 2 cos2 t

2
− 1

2 cos2 t

2

dt =
∫

dt−
∫

sec2 t

2
dt = t− tan t

2
+ C

= t−
sin t

2

cos t

2

+ C = t−
sin t

2
cos t

2

cos2 t

2

+ C = t− sin t

1 + cos t + C

= arcsinx− x

1 +
√
1− x2

+ C。

2.2.2.2
√
a2 + x2：x = a tan t

根据 tan t ∈ R，从而得到主空间：t ∈
(
−π

2
,
π

2

)
。

例题：求

∫
x3 + 1

(x2 + 1)2
dx。

解：虽然本题目看着可以从分母解开平方，然后低阶分配，但是这分母是平

方的式子很难分配，所以需要使用换元法。

令 x = tan t，t ∈
(
−π

2
,
π

2

)
，x2 + 1 = sec2 t，dx = sec2 t dt。

因为 (x2 + 1)2 > 0，虽然 x3 + 1 可能为负可能为正，但是都是单调递增的，

所以不用考虑正负号。

=

∫ tan3 t+ 1

sec2 t dt =
∫ sin3 t+ cos3 t

cos t dt =
∫ sin t(1− cos2 t) + cos3 t

cos t dt

=

∫ cos2 t− 1

cos t d(cos t) +
∫

1 + cos 2t
2

dt

=

∫
cos t d(cos t)−

∫
1

cos t d(cos t) + 1

2

∫
dt+ 1

4

∫
cos 2t d(2t)

=

∫
cost − ln cos t+ t

2
+

1

4
sin 2t+ C（cos t 在 t ∈

(
−π

2
,
π

2

)
中为正）

∵ tan t = x，∴ sin t =
x√

1 + x2
，cos t = 1√

1 + x2
。

=
1 + x

2(1 + x2)
+

1

2
ln(1 + x2) +

1

2
arctanx+ C。
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2.2.2.3
√
x2 − a2：x = a sec t

根据 sec t ∈ (−1, 1)，所以从而得到主空间：t ∈
(
−π

2
,
π

2

)
。

例题：求

∫ √
x2 − 9

x
dx。

解：令 x = 3 sec t。∴
√
x2 − 9 = 3 tan t，dx = 3 sec t tan t dt。

因为式子

√
x2 − 9

x
的分子必然为为正，而对于分子在 0 两边的单调性不同，

所以需要对 x 进行正负区分，又 x ∈ (−∞,−3] ∪ [3,+∞)，所以：

当 x > 3 时，sec t > 1，即 t ∈
(
0,

π

2

)
。

=

∫
3 tan2 t dt = 3

∫
(sec2 t− 1)dt

= 3 tan t− 3t+ C =
√
x2 − 9− 3 arccos 3

x
+ C。

当 x < −3 时，sec t < −1，即 t ∈
(
−π

2
, 0
)
。

= −
∫

3 tan2 t dt = −3

∫
(sec2 t− 1)dt

= −3 tan t+ 3t+ C =
√
x2 − 9 + 3 arccos 3

x
+ C（tan t < 0）

=
√
x2 − 9− 3 arccos 3

−x
+ 3π + C（3 arccos 3

x
= 3π − 3 arccos−3

x
）

=
√
x2 − 9− 3 arccos 3

−x
+ C。

综上结果为
√
x2 − 9− 3 arccos 3

|x|
+ C。

2.2.2.4 辅助换元

在使用换元法的时候有可能单个式子不能求出积分，而使用其他辅助式子

加减在一起积分可以得到结果，从而能得到原式和辅助式子的积分结果。对于这

类题目需要观察什么样的式子能让积分简单。

例题：求

∫ dx
x+

√
1− x2

。

解：令 x = sin t，所以
√
1− x2 = cos t，dx = cos t dt。

∵ x+
√
1− x2可能为正可能为负，正负时单调性不同，所以令 x+

√
1− x2 =

0，即 sin t = −
√
2

2
，从而 t ∈ (−π

2
,−π

4
) ∪ (−π

4
,
π

2
)。

∴=
∫ cos t

sin t+ cos tdt（t ∈ (−π

4
,
π

2
)）。

这时你会发现使用积化和差、万能公式、倍角公式都无法解出这个积分，所

以这时候就需要另外一个辅助积分式子加上或减去这个式子，从而让和以及差

更容易解出积分。这里根据式子特点让辅助式子分子为 sin t：

令 I1 =

∫ cos t
sin t+ cos tdt，I2 =

∫ sin t

sin t+ cos tdt。
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I1 + I2 =

∫ sin t+ cos t
sin t+ cos tdt =

∫
dt = t。

I1 − I2 =

∫ cos t− sin t

sin t+ cos tdt =
∫ d(sin t+ cos t)

sin t+ cos t = ln | sin t+ cos t|+ C。

所以 I1 =
1

2
(arcsinx+ ln |x+

√
1− x2|) + C。

同理 t ∈ (−π

2
,−π

4
) 也得到同样结果。

2.2.2.5
√
ax2 + bx+ c

当被积函数含有根式
√
ax2 + bx+ c 时，需要对其配方变成

√
φ2(x) + k2、√

φ2(x)− k2、
√

k2 − φ2(x) 三种形式再进行三角函数换元。

2.3 分部积分

因为分部积分法使用
∫
u dv = uv −

∫
v du，所以基本上用于两项乘积形式

的积分式子。

函数积分难度为：反三角函数、对数函数、幂函数、指数函数、三角函数。

越往右求导越难，左边更应该当 u 进行求导，而右边更适合做 v 进行积分。

2.3.1 基本分部

如果不是多次分部就是基本分部，目的都是为了降低积分式子幂次。

2.3.1.1 非幂函数优先

当幂函数与一些微分后能降低幂函数幂次的函数在一起时，先对非幂函数

优先分部积分，结果与幂函数相乘可以消去幂次，以达到降低幂次的作用。

如
∫
xn lnx dx，

∫
xn arctanx dx，

∫
xn arcsinx dx。

例题：求
∫
x2 arctanx dx。

解：=
1

3

∫
arctanx d(x3) =

1

3
x3 arctanx− 1

3

∫
x3 d(arctanx)

=
1

3
x3 arctanx− 1

3

∫
x3

1 + x2
dx =

1

3
x3 arctanx− 1

3

∫
x+ x3 − x

1 + x2
dx

=
1

3
x3 arctanx− 1

3

∫
x dx+

1

6

∫ d(1 + x2)

1 + x2

=
1

3
x3 arctanx− 1

6
x2 +

1

6
ln(1 + x2) + C。

2.3.1.2 幂函数优先

9



当幂函数与三角函数在一起微分时，因为三角函数无论如何积分都不会被

消去，所以应该优先消去幂函数部分，从而降低幂次。

如
∫
xa sinx dx，

∫
xa cosx dx。

例题：求
∫
x tan2 x dx。

解：=
∫
x(sec2 −1) dx =

∫
x d(tanx)− x2

2
= x tanx+ ln | cosx| − x2

2
+ C。

2.3.2 多次分部

对于一部分通过微分形式不会发生变化的函数，所以需要多次积分，然后利

用等式求出目标值。即三角函数和指数函数，这两种积分形式不变，指数函数一

次积分保持不变，而三角函数两次积分保持不变。

也称为积分再现、循环积分法。

如：
∫
ex sinx dx，

∫
ex cosx dx。

例题：求
∫
ex sin2 x dx。

解：= sin2 x · ex −
∫
ex d(sin2 x) = sin2 x · ex −

∫
ex · sin 2x dx

= sin2 x · ex −
∫

sin 2x d(ex) = sin2 x · ex − sin 2x · ex +
∫
ex d(sin 2x)

= sin2 x · ex − sin 2x · ex + 2
∫
ex · cos 2x dx （¬）

= sin2 x · ex − sin 2x · ex + 2
∫

cos 2x d(ex)

= sin2 x · ex − sin 2x · ex + 2ex cos 2x− 2
∫
ex d(cos 2x)

= sin2 x · ex − sin 2x · ex + 2ex cos 2x+ 4
∫
ex · sin 2x dx

= sin2 x · ex − sin 2x · ex + 2ex cos 2x+ 4
∫

sin 2x d(ex)

= sin2 x · ex − sin 2x · ex + 2ex cos 2x+ 4 sin 2x · ex − 4
∫
ex d(sin 2x)

= sin2 x · ex − sin 2x · ex + 2ex cos 2x+ 4 sin 2x · ex − 8
∫
ex · cos 2x dx （­）

然后¬=­：
∫
ex · cos 2x dx =

ex(cos 2x+ 2 sin 2x)

5
+ C

代入¬：=
ex(5 sin2 x− 5 sin 2x+ 2 cos 2x+ 4 sin 2x)

5
+ C

=
ex(5 sin2 x− sin 2x+ 2 cos 2x)

5
+ C = ex

(
1

2
− 1

5
sin 2x− 1

10
cos 2x

)
+ C

2.3.3 分部积分推广公式

分部积分法可以直接利用表格简便计算，特别是积分式子中含有 f(x) 这种

不定的因子。

如何得到分部积分推广公式？以三次导数的积分为例：∫
uv′′′ dx =

∫
u d(v′′) = uv′′ −

∫
v′′u′ dx
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∫
u′v′′ dx =

∫
u′ d(v′) = u′v′ −

∫
v′u′′ dx∫

u′′v′ dx =
∫
u′′ dv = u′′v −

∫
vu′′′ dx

∴
∫
uv′′′ dx = uv′′ − u′v′ + u′′v −

∫
u′′′v dx。

所以分部积分法找到对应的规律，表格上求导，下积分：

符号 + - + · · · (−1)n+1

u 的各阶导数 u u′ u′′ · · · un+1

v(n+1) 的各阶原函数 v(n+1) v(n) v(n−1) · · · v

以 u为起点左上右下错位相乘，各项符号正负交错，直到 uv 的导阶数相同，

最后一项是 (−1)n+1
∫
u(n+1)v dx，只要这最后一项可以解出来就可以停止了，即

上下是同一类的函数或幂函数求导成 0。

u 定为求导能被消去的函数，v 定微分形式不变的函数。

例题：求
∫
(x3 + 2x+ 6)e2x dx。

解：如果要一般求，则需要拆分：∫
(x3 + 2x+ 6)e2x dx =

∫
x3e2x dx+ 2

∫
xe2x dx+ 6

∫
e2x dx。

而如果使用分部积分的推广公式，令 u = x3 + 2x+ 6，v = e2x。

x3 + 2x+ 6 3x2 + 2 6x 6 0

e2x
1

2
e2x

1

4
e2x

1

8
e2x

1

16
e2x

∴= (x3 + 2x + 6)

(
1

2
e2x
)
− (3x2 + 2)

(
1

4
e2x
)
+ 6x

(
1

8
e2x
)
− 6

(
1

16
e2x
)
+

(−1)3+1 ·
∫

0 · ( 1
16

e2x) dx =

(
1

2
x3 − 3

4
x2 +

7

4
x+

17

8

)
e2x + C。

例题：求
∫
x2 lnx dx。

解：

lnx
1

x

x2 1

3
x3

∴= 1

3
x3 lnx−

∫
1

x

1

3
x3 dx =

1

3
x3 lnx− 1

9
x3 + C。

2.3.4 分部与换元

分部积分法和换元积分法经常一起使用。

例题：求
∫
e

3√x dx。

解：令 3
√
x = u，从而 x = u3，dx = 3u2 du。

= 3
∫
euu2 du = 3

∫
u2 d(eu) = 3u2eu − 3

∫
eu d(u2) = 3u2eu − 6

∫
euu du
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= 3u2eu − 6
∫
u d(eu) = 3u2eu − 6ueu + 6

∫
eu du = 3u2eu − 6ueu + 6eu + C

= 3eu(u2 − 2u+ 2) + C = 3e
3√x(x

2
3 − 2x

1
3 + 2) + C。

例题：求
∫
e
√
3x+9 dx。

解：令
√
3x+ 9 = u，从而 x =

1

3
(u2 − 9)，dx =

2

3
u du：

=
2

3

∫
ueu du =

2

3

∫
u d(eu) = 2

3
ueu −

∫
2

3
eu du =

2

3
ueu − 2

3
eu + C

=
2

3
e
√
3x+9(

√
3x+ 9− 1) + C。

2.4 有理积分

针对于多项式分式，需要将分母和分子拆解。首先需要对式子进行化简。

2.4.1 高阶多项式分配

当不定积分式子形如

∫
f(x)

g(x)
dx，且 f(x)、g(x) 都为与 x 相关的多项式，

f(x) 阶数高于或等于 g(x)，则 f(x) 可以按照 g(x) 的形式分配，约去式子，得

到最简单的表达。

例题：

∫
x3

x2 + 9
dx。

解：=

∫
x3 + 9x− 9x

x2 + 9
dx =

∫
x3 + 9x

x2 + 9
dx−

∫
9x

x2 + 9
dx

=

∫
x dx− 9

2

∫ d(x2 + 9)

x2 + 9
=

x2

2
− 9

2
ln(9 + x2) + C。

2.4.2 低阶多项式分解

当不定积分式子形如

∫
f(x)

g(x)
dx，且 f(x)、g(x) 都为与 x 相关的多项式，

f(x) 阶数低于 g(x)，且 g(x) 可以因式分解为 g(x) = g1(x)g2(x) · · · 时，先因式

分解再进行运算。

有理积分的拆项是最小项的最高次数不超过 2。所以具体的分解基本原理：

1. 一次单项式 ax+ b 产生一项
A

ax+ b
。

2. k 重一次因式 (ax+ b)k 产生 k 项：
A1

ax+ b
+

A2

(ax+ b)2
+ · · ·+ An

(ax+ b)n
。

3. 二次因式 px2 + qx+ r 产生一项：
Ax+B

px2 + qx+ r
。

4. k重二次因式 (px2+qx+r)k 产生 k项：
A1x+B1

px2 + qx+ r
+· · ·+ Anx+Bn

(px2 + qx+ r)k
。
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虽然分母可以因式分解，但是整个式子不一定能因式分解，特别是某个因子

的阶数高于一阶，所以若不能因式分解则可以考虑低阶多项式分配的方式。

例题：求

∫
x2 + 1

(x+ 1)2(x− 1)
dx。

解：令
A

x+ 1
+

B

(x+ 1)2
+

C

x− 1
=

x2 + 1

(x+ 1)2(x− 1)
。

通分：= A(x+ 1)(x− 1) + B(x− 1) + C(x+ 1)2

= A(x2 − 1) + B(x− 1) + C(x2 + 2x+ 1)

= (A+ C)x2 + (B + 2C)x+ (C − A− B) = x2 + 1。

从而 A+ C = 1，B + 2C = 0，C − A− B = 1。

所以 A = C =
1

2
，B = −1，所以

x2 + 1

(x+ 1)2(x− 1)
=

1

2(x+ 1)
− 1

(x+ 1)2
+

1

2(x− 1)
。

∴=
∫ [

1

2(x+ 1)
− 1

(x+ 1)2
+

1

2(x− 1)

]
dx

=
1

2
ln |x− 1|+ 1

2
ln |x+ 1|+ 1

x+ 1
+ C =

1

2
ln |x2 − 1|+ 1

x+ 1
+ C。

当然也没必要将所有式子拆开再同类型合并进行相等计算，可以直接将因

式的解代入令部分因式等于 0 来计算，如：

通分：= A(x+ 1)(x− 1) + B(x− 1) + C(x+ 1)2 = x2 + 1。

代入 x = −1：B(−1− 1) = −2B = (−1)2 + 1，∴ B = −1。

代入 x = 1：C(1 + 1)2 = 12 + 1，∴ 4C = 2，C =
1

2
。

代入 x = 0：−A− B + C = 1，代入 B = −1，C =
1

2
，∴ A =

1

2
。

2.4.3 低阶多项式分配

当不定积分式子形如

∫
f(x)

g(x)
dx，且 f(x)、g(x) 都为与 x 相关的多项式，

f(x) 阶数低于 g(x)，且 g(x) 不能因式分解为 g(x) = g1(x)g2(x) · · · 时，则可以

分配式子：

∫
f(x)

g(x)
dx = a1

∫ d(f1(x))
g1(x)

+ a2

∫ d(f2(x))
g2(x)

+ · · ·，将积分式子组合

成积分结果为分式的函数，如 lnx、arcsinx、arctanx 等。

例题：求

∫
x− 1

x2 + 2x+ 3
dx。

解：因为 x2 + 2x + 3 不能因式分解，所以考虑将分子按照分母形式进行分

配。优先对高阶的 x 进行分配。

首先因为分子最高阶为 x 只比分母最高阶 x2 低一阶，所以考虑将 x− 1 分

配到微分号内。

∵ d(x2 + 2x+ 3) = 2x+ 2，而现在是 x− 1，所以：

13



=
1

2

∫
2x+ 2

x2 + 2x+ 3
dx− 2

∫
1

x2 + 2x+ 3
dx =

1

2

∫ d(x2 + 2x+ 3)

x2 + 2x+ 3

−
∫

1(
x+ 1√

2

)2

+ 1

dx =
1

2
ln(x2x+ 3)−

√
2

∫ d
(
x+ 1√

2

)
(
x+ 1√

2

)2

+ 1

=
1

2
ln(x2 + 2x+ 3)−

√
2 arctan x+ 1√

2
+ C。

2.4.4 低阶多项式因式分解与分配

有时候一个式子需要同时用到因式分解和分配两种方式。

例题：求

∫
x5 + x4 − 8

x3 − x
dx。

解：=

∫
x5 − x3 + x4 − x2 + x3 − x+ x2 + x− 8

x3 − x
dx

=
∫
x2 dx+

∫
x dx+

∫
dx+

∫
xx + x− 8

x3 − x
dx =

x3

3
+
x2

2
+x+

∫
x2 + x− 8

x3 − x
dx

令
A

x
+

B

x+ 1
+

C

x− 1
=

x2 + x− 8

x3 − x
。

∴ (A+B +C)x2 + (C −B)x−A = x2 + x− 8。A = 8，B = −4，C = −3。

=
x3

3
+

x2

2
+ x+

∫
8

x
dx−

∫
4

x+ 1
dx−

∫
3

x− 1
dx

=
x3

3
+

x2

2
+ x+ 8 ln |x| − 4 ln |x+ 1| − 3 ln |x− 1|+ C。

2.4.5 有理积分与其他积分运算

换元积分法可以与有理积分、分部积分共同使用。

例题：求

∫
−x2 − 2

(x2 + x+ 1)2
dx。

解：首先根据因式分解：
−x2 − 2

(x2 + x+ 1)2
=

Ax+B

x2 + x+ 1
+

Cx+D

(x2 + x+ 1)2
。

∴ Ax3 + (A+B)x2 + (A+B + C)x+ (B +D) = −x2 − 2。

解得：A = 0，B = D = −1，C = 1。

=

∫
x− 1

(x2 + x+ 1)2
dx−

∫
1

x2 + x+ 1
dx

=
1

2

∫ d(x2 + x+ 1)

(x2 + x+ 1)2
− 3

2

∫
1

(x2 + x+ 1)2
dx−

∫
1(

x+
1

2

)2

+

(√
3

2

)2dx

= − 1

2(x2 + x+ 1)
−3

2

∫
1

(x2 + x+ 1)2
dx− 2√

3
arctan 2x+ 1√

3

∵ x2 + x+ 1 =

(
x+

1

2

)2

+

(√
3

2

)2

，∴ 令 u = x+
1

2
，a =

√
3

2
：
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∫
1

(x2 + x+ 1)2
dx =

∫
1

(u2 + a2)2
du =

∫
1(

a2
((u

a

)2
+ 1

))2，使用第二类

换元法（三角换元）：
u

a
= tan t，u = a tan t，du = a sec2 t dt，t = arctan u

a
。

∴=
∫

a sec2 t
a4 sec4 tdt =

1

a3

∫ dt
sec2t

=
1

a3

∫
cos2 t dt = 1

a3

∫
(1 + cos 2t) dt

=
1

a3
∫

dt+ 1

2a3
∫

cos 2t d(2t) = t

a3
+

sin 2t

2a3
=

arctan u

a
a3

+
sin t cos t

a3
。

∵ tan t =
u

a
，∴ tan2 t =

sin2 t

cos2 t =
1− cos2 t

cos 2t =
sin2 t

1− sin2 t
=

u2

a2

∴ sin t =
u√

a2 + u2
，cos t = a√

a2 + u2
，

sin t cos t
a3

=
u

a2(a2 + u2)
。

∴ 原式 = − 1

2(x2 + x+ 1)
− 2√

3
arctan 2x+ 1√

3
−3

2

∫
1

(x2 + x+ 1)2
dx

= − 1

2(x2 + x+ 1)
− 2√

3
arctan 2x+ 1√

3
− 3

2

arctan u

a
a3

+
u

a2(a2 + u2)

+ C

= − 1

2(x2 + x+ 1)
− 2√

3
arctan 2x+ 1√

3

−3

2



arctan
x+

1

2√
3

2(√
3

2

)3 +
x+

1

2(√
3

2

)2
(√

3

2

)2

+

(
x+

1

2

)2



+ C

= − 1

2(x2 + x+ 1)
− 2√

3
arctan 2x+ 1√

3

−3

2

arctan 2x+ 1√
3

3
√
3

8

+
x+

1

2
3

4
(x2 + x+ 1)

+ C

= − 1

2(x2 + x+ 1)
− 2√

3
arctan 2x+ 1√

3
− 4√

3
arctan 2x+ 1√

3
− 2x+ 1

x2 + x+ 1
+C

= − 4x+ 3

2(x2 + x+ 1)
− 6√

3
arctan 2x+ 1√

3
+ C。

2.5 不定积分等式

积分求导就得到微分，题目会给出微分和积分之间的关系式，以求相关的函

数表达式。

例题：已知
∫
f ′(x3) dx = x3 + C，求 f(x) 表达式。

解：两边求导：f ′(x3) = 3x2，令 x3 = t，则 x = t
1
3，即 f ′(t) = 3t

2
3。

所以 f(x) =
9

5
x

5
3 + C。
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3 定积分

定积分计算以牛莱公式为基础。

3.1 换元积分

换元积分法基本上跟不定积分一样。

例题：求

∫ 2

0

x dx
(x2 − 2x+ 2)2

。

解：从题目来看都需要使用换元积分法，因为分母比较复杂。一种思路直接

令 x2−2x+2 = u，但是这样 dx就解不出来。所以尝试将分母配方：x2−2x+2 =

(x−1)2+1，看到 x2+1的形式就想到了 tan2 u+1 = sec2 u，所以令 x−1 = tanu，

即 x = tanu + 1，dx = sec2 u du，(x2 − 2x + 2)2 = sec4 u。当 x = 0，u = −π

4
，

当 x = 2，u =
π

4
。解得 =

∫ π
4

−π
4

(1 + tanu)du
sec2 u

=
∫ π

4

−π
4

cos2 u du +
∫ π

4

−π
4

cos2 u tanu du =
∫ π

4

−π
4

cos2 u du +
∫ π

4

−π
4

sinu cosu du =∫ π
4

−π
4

cos2 u du = 2
∫ π

4

0
cos2 u du = 2

∫ π
4

0
(1 + cos 2u) du =

π

4
+

1

2
。

3.2 分部积分

可以使用普通的分部积分方式，也可以使用分部积分推广公式。

例题：求
∫ π

2

0
e2x cosx dx。

解：令 e2x = u，cosx = v，∴ 根据积分推广公式：

e2x 2e2x 4e2x

cosx sinx − cosx

∴
∫ π

2

0
e2x cosx dx = [e2x sinx+ 2e2x cosx]

π
2
0 − 4

∫ π
2

0
e2x cosx dx。∫ π

2

0
e2x cosx dx =

1

5
[e2x(sinx+ 2 cosx)]

π
2
0 =

1

5
(eπ − 2)。

3.3 几何意义

定积分与不定积分不同的就是定积分具有几何意义，可以在计算时简化操

作。

例题：计算
∫ 1

0

√
2x− x2 dx。

解：首先看到这个题目可能会使用换元积分法，但是尝试 t =
√
2x− x2，则

x 无法用 t 表示。

16



对
√
2x− x2 进行变形，=

√
1− (x− 1)2，令 x− 1 = t，则 =

∫ 1

0

√
1− t2 dt，

根据定积分的几何意义，这是一个单位圆的四分之一，所以结果等于
1

4
π。

3.4 极限化为定积分

若极限中有 n这种变量，也可以通过定积分的定义来做，lim
n→∞

n∑
i=1

f

(
i

n

)
1

n
=∫ 0

1
f(x) dx。

1. 先提出 1

n
。

2. 凑出 i

n
。

3. 写出
∫ 1

0
f(x) dx，其中 1

n
没有了，将所有

i

n
换为 x。

4. 将 n 消去，如将 n 极限归为 1。

例题：求 lim
n→∞

(
1

n+ 1
+

1

n+ 2
· · ·+ 1

n+ n

)
。

解：即求 lim
n→∞

n∑
i=1

1

n+ i
。如果我们要传统求的话一般使用夹逼准则，找到放

缩的两个函数。

所以找到两个： lim
n→∞

n∑
i=1

1

n+ n
< lim

n→∞

n∑
i=1

1

n+ i
< lim

n→∞

n∑
i=1

1

n+ 1
。

即
1

2
< lim

n→∞

n∑
i=1

1

n+ i
< lim

n→∞

n

n+ 1
= 1。夹逼准则失败。

所以对 lim
n→∞

n∑
i=1

1

n+ i
通过定积分定义进行计算。

lim
n→∞

n∑
i=1

1

n+ i
= lim

n→∞

n∑
i=1

1

n+
i

n

1

n
=

∫ 1

0

1

1 + x
dx = [ln(1 + x)]10 = ln 2。

例题：求 lim
n→∞

(
n+ 1

n2 + 1
+

n+ 2

n2 + 4
+ · · ·+ n+ n

n2 + n2

)
。

解：即求 lim
n→∞

n∑
i=1

n+ i

n2 + i2
= lim

n→∞

n∑
i=1

n2 + ni

n2 + i2
· 1
n
= lim

n→∞

n∑
i=1

1 +
i

n

1 +

(
i

n

)2 · 1
n

=

∫ 1

0

1 + x

1 + x2
dx =

∫ 1

0

1

1 + x2
dx+

∫ 1

0

x

1 + x2
dx

=

[
arctanx+

1

2
ln(1 + x2)

]1
0

=
π

4
+

1

2
ln 2。
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3.5 区间再现

若函数 f(x) 为连续函数，则
∫ b

a
f(x) dx =

∫ b

a
f(a+ b− x) dx。区间再现本质

是一种换元法，但是实际上是显式地根据函数周期移动 x 的范围，求出另一种

形式，再结合一起解出。这种方法类似多次分部积分求出两边同一个形式的不定

积分然后相减的方法。

基本上三角函数相关的式子可以用区间再现。如果直接求不出来就可以考

虑区间再现。一般积分区间为 [0, a]，令 x = a− t。

例题：求

∫ π
2

0

sinx

sinx+ cosxdx。

解：=

∫ π
2

0

sin(π
2
− x)

sin(π
2
− x) + cos(π

2
− x)

dx =

∫ π
2

0

cosx
cosx+ sinx

dx

又

∫ π
2

0

sinx

sinx+ cosxdx+

∫ π
2

0

cosx
cosx+ sinx

dx=
∫ π

2

0
dx =

π

2
。

∴
∫ π

2

0

sinx

cosx+ sinx
dx =

π

4
。

例题：求

∫ π

0

x sinx

1 + cos2 xdx。

解：首先看题目，貌似分部积分无法进行，因为式子结构不是两个部分，换

元法一般的也换不了，

根据区间再现公式，令 x = π − t，则 = −
∫ 0

π

(π − t) sin(π − t)

1 + cos2(π − t)
dt =∫ π

0

(π − t) sin t

1 + cos2 t dt = π

∫ π

0

sin t

1 + cos2 tt − I。

∴= 1

2
π

∫ π

0

sin t

1 + cos2 tdt = −1

2
π

∫ π

0

d cos t
1 + cos2 t = −1

2
π arctan cos t

∣∣∣∣π
0

=
1

4
π2。

3.6 定限积分等式

与不定积分等式一样，存在一些问题给出带有不定积分的等式，需要求里面

的包含的函数。其中不同的是定限积分的值都是常数，所以解题时可以令其为一

个参数求。

3.6.1 函数

求函数时表达式中含有积分式子，这时可以令其为常数项，然后反代计算定

积分。

例题：设 f(x) = x2 − x
∫ 2

0
f(x) dx+ 2

∫ 1

0
f(x) dx，求 f(x)。

解：令
∫ 2

0
f(x) dx = a，

∫ 1

0
f(x) dx = b。
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则等式变为 f(x) = x2 − ax+ 2b，所以等式就可以回代到两个参数的定积分

中。∫ 2

0
(x2 − ax+ 2b) dx = a，

∫ 1

0
(x2 − ax+ 2b) dx = b。[

x3

3
− ax2

2
+ 2bx

]2
0

=
8

3
−2a+4b = a，

[
x3

3
− ax2

2
+ 2bx

]1
0

=
1

3
− a

2
+2b = b。

即 b− 1

2
a = −1

3
，4b− 3a ==

8

3
，解得 a =

4

3
，b =

1

3
。

则 f(x) = x2 − 4

3
x+

2

3
。

3.6.2 积分值

基本上是给出一个一个已知表达式的积分并给出积分值，然后求另一个表

达式的积分值。可以令这个积分表达式为 t 代入原积分表达式，也可以将积分式

子初等运算。

例题：f(x)为连续函数，
∫ π

2

0
f(x cosx) cosx dx = A，求

∫ π
2

0
f(x cosx)x sinx dx。

解：
∫ π

2

0
f(x cosx) cosx dx−

∫ π
2

0
f(x cosx)x sinx dx =

∫ π
2

0
f(x cosx)(cosx dx+

x d cos x) =
∫ π

2

0
f(x cosx)d(x cosx) = F (x cosx)|

π
2
0 = F (0)− F (0) = 0。

∴
∫ π

2

0
f(x cosx) cosx dx =

∫ π
2

0
f(x cosx)x sinx dx = A。

3.7 定积分不等式

主要是为了对定积分值进行对比。注意这里不用求出定积分的值，很多不等

式中的定积分很难求出。主要是利用保号性根据原函数的符号判断积分的符号。

对于判断
∫
f(x) d < a，一般都是直接移动常数项

∫
f(x)− a dx，然后对整

体进行判断。

3.7.1 函数性质

即对函数求导判断单调性。

例题：判断

∫ π
4

0

tanx

x
dx < 1。

解：将常数项变为定积分：=

∫ π
4

0

(
tanx

x
− 4

π

)
dx。

令 φ(x) =
tanx

x
− 4

π
，其中 x ∈

(
0,

π

4

)
，且 φ

(π
4

)
= 0。

求导 φ′(x) =
x sec2 x− tanx

x2
=

x− sinx cosx
x2 cos2 x =

2x− sin 2x

2x2 cos2 x > 0。（x ∈(
0,

π

4

)
）
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所以原函数在

(
0,

pi

4

)
上增，φ

(π
4

)
最大，其小于 0，则在该区间 φ(x) < 0，

所以其定积分也小于 0。

3.7.2 划分区域

如果要比较积分大小，要么在同一个区间内比较，如果这个区间内两个积分

有时大有时小就划分区域，让区域上的积分能明确大小。

3.8 中值定理

中值定理一般是在微分中使用，积分中也可能考到，但是重点是将定限积分

化为两个常数的差的形式，所以基本上使用拉格朗日中值定理。

或者使用积分中值定理：

若 f(x) 在 [a, b] 上连续，则存在 ξ ∈ [a, b]，使得
∫ b

a
f(x) dx = f(ξ)(b− a)。

若 f(x)、g(x)在 [a, b]上连续，g(x)不变号，则存在 ξ ∈ [a, b]，使得
∫ b

a
f(x)g(x)

dx = f(ξ)
∫ b

a
g(x) dx。

例题：设函数 f(x) 在 [0, 3] 上连续，在 (0, 3) 内有二阶导数，且 2f(0) =∫ 2

0
f(x) dx = f(2) + f(3)。

证明：（1）存在 η ∈ (0, 2)，使得 f(η) = f(0)；（2）存在 ξ ∈ (0, 3)，使得

f ′′(ξ) = 0。

证明：

（1）中值定理基本上是对普通函数的差式进行运算，所以令 F (x) = fx
0 f(t) dt

（0 ⩽ x ⩽ 2），所以
∫ 2

0
f(x) dx = F (2)− F (0)。

由拉格朗日中值定理，存在 η ∈ (0, 2)，使得 F (2) − F (0) = F ′(η)(2 − 0) =

2f(η)，即
∫ 2

0
f(x) dx = 2f(η)。

题目条件可知 f(η) = f(0)。

（2）还剩下等式右边的条件没有使用，且数字为 2 和 3。如何使用？

由函数导数 f ′′(ξ) 为 0 很显然知道要使用罗尔定理，但是这是二阶导数，就

要求得到 f ′(0) = f ′(3) 两端相等的条件。

请注意这里是存在 ξ ∈ (0, 3) 使得条件成立，则相等的两端不一定就等于 0

和 3，在区间范围 (0, 3) 内都成立。

往往第二问的条件基于第一问的结论，看到第一问，出现了两端相等且区域

η 为 (0, 3) 子区间，两端相等所以得到这里有一个值的 f ′(?) = 0。
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此时我们必须找到另一个 f ′(?) = 0 也成立，此时就能看到最开始剩下的条

件 f(2) + f(3) = 2f(0)，这个区域正好是 (0, 2) 与 (0, 3) 的差集。

我们需要根据这个条件知道存在一个点让 f ′(?) = 0 成立。即根据罗尔定理，

让存在一个点使得 f(?) = f(0)。根据右边的条件可以使用介值定理。

按这个思路倒退得到证明过程。

由于 f(x) 在 [0, 3] 上连续则 [2, 3] 上连续，则其必然存在最大值 M 和最小

值 m，使得 m ⩽ f(2) ⩽ M，m ⩽ f(3) ⩽ M，所以 m ⩽ f(2) + f(3)

2
⩽ M。

由介值定理可知存在 τ ∈ [2, 3]，使得 f(τ) =
f(2) + f(3)

2
= f(0)。所以此时

找到这个点。

由（1）f(0) = f(η) = f(τ)，其中 0 < η < 2 ⩽ τ ⩽ 3。

根据罗尔定理，必然存在 ξ1 ∈ (0, η)，ξ2 ∈ (η, τ)，使得 f ′(ξ1) = f ′(ξ2) = 0，

再根据罗尔定理存在 ξ ∈ (ϵ1, ϵ2) ⊂ (0, 3) 使得 f ′′(ξ) = 0。

4 变限积分

4.1 求导公式

对定限积分求导公式：(
∫ x

a
f(t) dt)′ = f(x)。

例题：求
d
dx [
∫ x

0
tf(x2 − t2) dt]。

解：按照公式，f(t)里面应该只有积分变量 t，但是此时存在求导变量 x，所

以必须将 x 移出积分函数中。

使用换元法令 x2 − t2 = u，即 −2tdt = du，当 t = 0，u = x2，当 t = x，

u = 0。

所以原式 =
1

2

d
dx [
∫ x2

0
f(u) du] = xf(x2)。

4.2 积分性质

可以使用积分性质来对积分进行简化，如奇偶性（奇函数积分为 0，偶函数

积分为双倍；原函数为偶函数，积分 C = 0 时为奇函数，原函数为奇函数，积分

为偶函数）、周期性（区间减去周期积分值不变）。
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4.3 周期性

当积分为变限积分时，若函数为周期函数，区间长度为周期，可以直接把区

间的变量 x 减掉，变成定积分。

例题：求 f(x) =
∫ x+2π

x
esin t sin t dt 是否为常量，并判断其正负性。

解：由于 sinx 为周期函数，ex 为单调函数，所以 f(x) 为周期函数，周期为

sinx 的周期 2π。

∴ f(x) =
∫ 2π

0
esin t sin t dt =

∫ 2π

0
esin t cos2 t dt ⩾ 0。

4.4 极限

变限积分也常与极限共同出现。

例题：若 f(x) 连续，f(0) = 0，f ′(0) = π，求 lim
x→0

∫ x

0
f(t) dt
x2

。

解：= lim
x→0

f(x)

2x
=

1

2
lim
x→0

f(x)− f(0)

x− 0
=

1

2
f ′(0) =

π

2
。

例题：若 f(x) 连续，F (x) =
∫ x

0
(x− t)f(t) dt，求 F ′′(x)。

解：因为 x 与 t 混合在一起很麻烦，x 为上限是常数，t 为积分变量。

F (x) =
∫ x

0
xf(t) dt−

∫ x

0
tf(t) dt = x

∫ x

0
f(t) dt−

∫ x

0
tf(t) dt

∴ F ′(x) =
∫ x

0
f(t) dt+ xf(x)− xf(x) =

∫ x

0
f(t) dt。

∴ F ′′(x) = f(x)。

例题：设 f(x) 是定义于 x ⩾ 1 的正值连续函数，则求其相关函数 F (x) =∫ x

1

[(
2

x
+ lnx

)
−
(
2

t
+ ln t

)]
f(t) dt（x ⩾ 1）的极小值点。

解：按照一般函数一样求极值就是求导，注意的是 t 和 x 含义不同，若对 t

求导，则 x 作为积分上限是看作常数的，所以可以提出去：

F (x) =

(
2

x
+ lnx

)∫ x

1

f(t) dt−
∫ x

1

(
2

t
+ ln t

)
f(t) dt。

x求导：F ′(x) =

(
− 2

x2
+

1

x

)∫ x

1
f(t) dt+

(
2

x
+ lnx

)
f(x)−

(
2

x
+ lnx

)
f(x)

∵ f(x) 为连续正值函数，∴= x− 2

x2

∫ x

1
f(t) dt =


< 0, 1 < x < 2

= 0, x = 2

> 0, x > 2

。

所以极小值为 2。
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4.5 连续

例题：设 f(x) =

 x2, x ∈ [0, 1)

x, x ∈ [1, 2]
，求 Φ(x) =

∫ x

0
f(t) dt 在 [0, 2] 上的表达

式，并讨论 Φ(x) 在 (0, 2) 内的连续性。

解：当 x ∈ [0, 1) 时，Φ(x) =
∫ x

0
t2 dt = x3

3
，注意的是 x ∈ [1, 2] 时，Φ(x) =∫ 1

0
f(t) dt+

∫ x

1
f(t) dt =

∫ 1

0
t2 dt+

∫ x

1
t dt =

[
t3

3

]1
0

+

[
t2

2

]x
1

=
x2

2
+
1

3
− 1

2
=

x2

2
− 1

6
。

∴ Φ(x) =


x3

3
, x ∈ [0, 1)

x2

2
− 1

6
, x ∈ [1, 2]

。

由于 x → 1− 时， lim
x→1−

Φ(x) = lim
x→1−

x3

3
=

1

3
。x = 1 时，Φ(1) =

1

2
− 1

6
=

1

3
，

所以 Φ(x) 在 x = 1 处连续，而在其他定义域都是函数，所以也连续，从而 Φ(x)

在 (0, 2) 上连续。

4.6 无穷小比较

当对变限积分进行无穷小进行比较时有这样的结论：

定理：若 f(x) 在 x = 0 的某邻域内连续，且 x → 0 时，f(x) 是 x 的 m 阶

无穷小，φ(x) 是 x 的 n 阶无穷小，则当 x → 0 时 F (x) =
∫ φ(x)

0
f(t) dt 是 x 的

n(m+ 1) 阶无穷小。

例题：当 x → 0+ 时，哪个无穷小量阶数最高 ()。

A.
∫ x

0
(et

2 − 1) dt

B.
∫ x

0
ln(1 +

√
t3) dt

C.
∫ sinx

0
sin t2 dt

D.
∫ 1−cosx
0

√
sin3 t dt

解：根据结论，A 阶数为 1(2 + 1) = 3，B 阶数为 1×
(
1 +

3

2

)
=

5

2
，C 的

阶数为 1(2 + 1) = 3，D 的上限为 1− cosx ∼ x2

2
，阶数为 2×

(
1 +

3

2

)
= 5。所

以 D。

5 反常积分

• 反常积分就是取极限，基本计算方法一样。反常积分的计算就是判敛，如

果存在就计算其值。
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• 瑕积分的瑕点可能在积分区间内，此时需要根据瑕点分隔积分区间。

• 反常积分只有收敛才能使用奇偶性。

处理方法：

1. 判断 f(x) 有几个可能反常的点。包括∞和无穷间断点。每次研究一个点。

2. 由于使用等价无穷小替换，或乘以非零常数都不影响敛散性，所以使用这

两种方法对 f(x) 化简。

5.1 定义法

即可以根据不定积分求出原函数，再对原函数求极限。

这种方法是定量的方法，所以比较麻烦，而下面的审敛法是定性的方法，所

以更简单。

如果判断敛散性则优先审敛法。如果是直接求值则用定义法。

5.1.1 求值

例题：求

∫ +∞

0

dx
(1 + x)(1 + x2)

。

解：这是无穷区间的反常积分，看到一个 1+ x2 因式，所以尝试使用换元积

分法，令 x = tanu，1 + x2 = sec2 u，dx = sec2 u du。

当 x = 0，tanu = 0，u = 0，当 x = +∞，u = +
π

2
。

∴=
∫ π

2

0

1

1 + tanu
du =

∫ π
2

0

cosu
cosu+ sinu

du =
π

4
。

根据区间再现公式，

∫ π
2

0

sinu

cosu+ sinu
du =

∫ π
2

0

cosu
cosu+ sinu

du =
π

4
。

例题：求

∫ +∞

0

xe−x

(1 + e−x)2
dx。

解：看到本题中没有可以换元的元素，尝试使用分部积分将分母移到积分变

量中。

=

∫ +∞

0

xd
(

1

1 + e−x

)
=

[
x

1 + e−x

]+∞

0

−
∫ +∞

0

dx
1 + e−x

= lim
x→+∞

x

1 + e−x
−∫ +∞

0

dex
1 + ex

= lim
x→+∞

[
x

1 + e−x
− ln(1 + ex)

]
+ ln 2 = lim

x→+∞

1

1 + e−x
[x − ln(1 +

ex)(1 + e−x)] + ln 2 = lim
x→+∞

[x− ln(1 + ex)(1 + e−x)] + ln 2 = lim
x→+∞

[ln ex − ln(1 +

ex)(1 + e−x)] + ln 2 = lim
x→+∞

[
ln ex − (1 + ex)

ln(1 + ex)

ex

]
+ ln 2 = lim

x→+∞[
ln ex

1 + ex
− ln(1 + ex)

ex

]
+ ln 2 = ln 1− 0 + ln 2 = ln 2。
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5.1.2 求参数

题目会给出一个含参的式子，并给出对应的极限值，要求对应的参数值。首

先必须知道对应的式子什么时候才会收敛。

例题：已知

∫ +∞

1

[
2x2 + bx+ a

x(2x+ a)
− 1

]
，求参数。

解：首先将式子化简 =

∫ +∞

1

(b− a)x+ a

x(2x+ a)
dx =

∫ +∞

1

b− a

2x+ a
+

a

x(2x+ a)
dx。

此时可以知道后面的
a

x(2x) + a
→ 1

2x2
→ x−2，积分结果为

1

x
，所以这个部

分的反常积分在 x → +∞ 是收敛的。

而前面的部分
b− a

2x+ a
→ 1

x
，积分结果为 lnx，当 x → +∞ 时不收敛，所以

就需要把这个部分消掉，即 b− a = 0，b = a。

所以结果变为

∫ +∞

1

a

x(2x+ a)
dx =

∫ +∞

1

[
1

x
− 2

2x+ a

]
dx = ln x

2x+ a

∣∣∣∣+∞

1

= ln 1

2
− ln 1

2 + a
= ln(2 + a)− ln 2 = ln

(
1 +

a

2

)
= 1，∴ a = b = 2(e− 1)。

可能会奇怪，为什么最开始不把式子化成最简单的式子：

=

∫ +∞

1

b− a

2x+ a
+

1

x
− 2

2x+ a
dx =

∫ +∞

1

b− a− 2

2x+ a
+

1

x
dx。此时前后两个式

子都是发散的，所以不能求出收敛的参数。

5.1.3 递推公式

例题：利用递推公式计算反常积分 In =
∫ +∞
0

xne−x dx（n ∈ N）。

解：看到这个公式，虽然不知道如何利用递推公式得到这个反常积分的值，

但是看到这个式子是由两个部分的乘积构成，所以尝试使用分部积分来计算看

看：

In = −
∫ +∞
0

xn d(e−x) = [−xne−x]+∞
0 +

∫ +∞
0

nxn−1e−x dx = − lim
x→+∞

xne−x +

n
∫ +∞
0

xn−1e−x dx = n
∫ +∞
0

xn−1e−x dx = nIn−1。

且 I0 =
∫ +∞
0

e−x dx = [−e−x]+∞
0 = 1。

∴ In = n!。

5.2 比较判敛

可以直接通过计算反常积分判断收敛或发散。但是只有少数反常积分能直

接计算出来。比较判敛就是不计算反常积分的原函数，而是通过与其他已知敛散

性的积分进行对比来判断积分的敛散性。
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5.2.1 无穷区间

5.2.2 无界函数

5.3 极限审敛法

不用计算积分值，直接通过函数的极限来代替积分。

5.3.1 判断方法

• 等价无穷小：对于无穷小，高阶吸收低阶。

• 对于每个瑕点或无限区间都要对区域进行划分。

• 对于无限反常积分
∫ +∞
a

f(x) dx，f(x) 在 [a,+∞) 上连续非负，对于常数

ρ：若存在 ρ > 1，使得 lim
x→+∞

xρf(x) = c < +∞，则积分收敛。若只存在

ρ = 1，使得 lim
x→+∞

xf(x) = c > 0 或为 −∞，则积分发散。

• 对于瑕积分
∫ b

a
f(x) dx，其中 a 为瑕点，f(x) 在 [a, b] 上连续非负，对于常

数 ρ：若存在 0 < ρ < 1，使得 lim
x→a+

(x− a)ρf(x) = c存在，则积分收敛。若

只存在 ρ = 1，使得 lim
x→a+

(x− a)f(x) = c > 0 或为 +∞，则积分发散。

5.3.2 幂函数

对判断方法进行特殊化：

1. 无限反常积分
∫ +∞

a

1

xρ
dx 当 ρ > 1 时收敛，当 ρ ⩽ 1 时发散。

2. 对于瑕积分
∫ b

a

1

(x− a)ρ
dx 当 ρ < 1 时收敛，当 ρ ⩾ 1 时发散。

例题：判断

∫ +∞

0

1√
x+ x3

的敛散性。

解：对于 x− 1
2 和 x− 3

2，当 x → +∞ 时，两者都趋向于 0，而 x− 3
2 更快，所

以更高阶，当 x → 0 时，两者都趋向于 +∞，而 x− 3
2 更快，所以 x− 1

2 更高阶

（无穷小的比较是看哪个更快接近 0 或更慢远离 0，具体的方法是取趋向于 0 的

极限然后看值来判断）。

∴ x → +∞ 时， 1√
x+ x3

∼ 1√
x3
，∴ x → 0 时，

1√
x+ x3

∼ 1√
x
。

为了方便研究，将积分拆为两个区域：
∫ 1

0
f(x) dx+

∫ +∞
1

f(x) dx。∫ +∞

1

1

x
3
2

dx 收敛，故原积分收敛，
∫ 1

0

1

x
1
2

dx 收敛，故原积分收敛。
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故原积分收敛。

例题：判断

∫ +∞

1

1

x
√
x2 − 1

dx 的敛散性。

解：首先判断区域和瑕点，有 x → +∞ 和 x → 1+，所以拆分两个区域∫ 2

1
f(x) dx、

∫ +∞
2

f(x) dx。

对于 x → +∞，无穷区域所以 −1不影响敛散性，直接去掉，
1

x
√
x2 − 1

∼ 1

x2
，

该部分区域收敛。

对于 x → 1+，根据瑕点将非 0 部分分离出来，首先因式分解， 1

x
√
x2 − 1

=

1

x
√

(x+ 1)(x− 1)
=

1√
2
√

(x− 1)
dx。

常量不影响敛散性，所以 ∼ 1

(x− 1)
1
2

，所以该区域收敛。

故原积分收敛。

5.3.3 指数函数

指数函数增长的速度远大于幂函数。所以判断很简单。

例题：判断

∫ +∞

−∞

1

x2
e

1
x dx 的敛散性。

解：根据式子和积分上下限，所以需要关注 x → +∞、x → −∞、x → 0。

x → +∞ 时，∼ 1

x2
，收敛。

x → −∞ 时，∼ 1

x2
，收敛。

x → 0+ 时，对于
1

x2
∼ +∞，e

1
x ∼ +∞，发散。

故原积分发散。

5.3.4 对数函数

对数函数增长较慢，比较较困难。若要判断 f(x) 的敛散性，当 x → +∞ 或

x → 0+ 时，则 f(x) lna x 更容易发散，因为 lna x 增速比 x 慢，
f(x)

lna x
更容易收

敛，因为
1

lna x
增速反而更快了。

若趋向于无穷小：

1. 当 x → 1 时，lnx ∼ x− 1。

2. 当 x → 0+ 时，ln(1 + x) ∼ x。

若趋向于无穷大：
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1.
∫ +∞

a

1

lnρ x
dx（a > 1）无论 ρ 取多少都发散。因为当 x → +∞ 时对数函

数永远小于幂级数，所以必然发散。

2.
∫ a

0

1

lnρ x
dx（a < 1）无论 ρ 取多少都必然收敛。因为当 x → 0+ 时对数函

数的倒数永远大于幂级数，所以必然收敛。

3.
∫ +∞

a

lnρ′ x

xρ
dx ∼

∫ +∞

a

1

xρ
dx（a > 0）。

4.
∫ +∞

a

1

xρ lnρ′ x
dx，当 ρ ̸= 1 时 ∼

∫ +∞

0

1

xρ
dx，当 ρ = 1 时，ρ′ > 1 收敛，

ρ′ ⩽ 1 发散。（a > 0 且当 x → 1 时 ∼ 1

lnρ′ x
）

例题：判断

∫ +∞

0

ln(1 + x)

x
3
2

dx 的敛散性。

解：当 x → +∞ 时，∼ lnx

x
3
2

∼ 1

x
3
2

，收敛。

当 x → 0+ 时，∼ x

x
3
2

∼ 1

x
1
2

，收敛。

积分收敛。

例题：判断

∫ +∞

0

√
lnx

x
√
x− 1

dx 的敛散性。

解：当 x → +∞ 时，∼ ln 1
2 x

x
3
2

∼ 1

x
3
2

，收敛。

当 x → 0+ 时，∼ − ln 1
2 x，收敛。

当 x → 1 时，∼ (x− 1)
1
2

(1 + x− 1)
3
2 − 1

∼ 2(x− 1)
1
2

3(x− 1)
∼ 1

(x− 1)
1
2

，收敛。

积分收敛。

6 一元函数积分应用

6.1 几何应用

重点是形心公式和弧长公式。

6.1.1 面积

6.1.1.1 直角坐标系

例题：求曲线 y2 = x 与 y = x2 所围成面积。

解：首先确定 x 的范围，是 x ∈ [0, 1]。
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第二步确立微元，即切割的微小元素，是 dS = [
√
x− x2]dx（也可以对 y 积

分：S =
∫ 1

0
(
√
y − y2) dy）。

最后一步对其积分：S =
∫ 1

0
(
√
x− x2) dx =

2

3
− 1

3
=

1

3
。

例题：求曲线 y2 = 2x 与 y = x− 4 围成面积。

解：首先确定范围，将 y = x−4代入 y2 = 2x，从而得到 x ∈ [0, 8]，y ∈ [−2, 4]。

若是对 x 确立微元，则对于不同的区间，面积有不同的表达式：

S =
∫ 2

0
2
√
2x dx+

∫ 8

2
(
√
2x− x+ 4) dx。

这显然很麻烦，然而如果对 y 确立微元，那么 y2 = 2x 在 y ∈ [−2, 4] 上总

是在 y = x− 4 下面，所以这个面积只要一个表达式就能表达出来：

dS =

[
(y + 4)− y2

2

]
dy。

所以 S =

∫ 4

−2

[
(y + 4)− y2

2

]
dy。

6.1.1.2 参数方程

例题：求摆线一拱

 x = a(t− sin t)

y = a(1− cos t)
(0 ⩽ t ⩽ 2π) 与 x 轴所围成的面积。

解：首先计算范围，代入 2π，得到 x ∈ [0, 2aπ]。

然后是找微元，这里是对 x 确立：dS = y(x) dx。

从而 S =
∫ 2aπ

0
y(x) dx。

因为无法计算对于 x 的表达式，所以使用参数方程代入，并改变上下限 S：

=
∫ 2π

0
a(1− cos t) d[a(t− sin t)] =

∫ 2π

0
a2(1− cos t)2 dt

= a2
∫ 2π

0

(
2 sin2 t

2

)2

dt（消去里面的 1） = 4a2
∫ 2π

0

sin4 t

2
dt

令 u =
t

2
，从而 dt = 2du，从而 u ∈ [0, π]。

= 8a2
∫ π

0
sin4 u du = 16a2

∫ π
2

0
sin4 u du（积分可加性拆分为两个相同限的项）

= 16a2 · 3
4
· 1
2
· π
2
= 3a2π（点火公式）。

6.1.1.3 极坐标

例题：求心形线 ρ = a(1 + cos θ)(a > 0) 所围成面积。

解：极角发生变化时，可以计算到心形线必然会穿过 (2a, 0), (0, a), (0, 0) 这

三个点，而 cosx 是一个偶函数，所以心形线图形是上下对称的。如果要求心形

线的面积，可以只用求上半部分就可以了。

所以可以根据公式 S = 2
1

2

∫ π

0
a2(1 + cos θ)2 dθ。
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= a2
∫ π

0

(
2 cos2 θ

2

)2

dθ = 4a2
∫ π

0

cos4 θ
2

dθ

令
θ

2
= t，所以 dθ = 2dt，同时上下限缩小一半：= 8a2

∫ π
2

0
cos4 t dt

根据华理士公式：= 8a2 · 3
4
· 1
2
· π
2
=

3

2
a2π。

6.1.1.4 旋转体侧面积

6.1.2 体积

6.1.2.1 旋转体

例题：计算由椭圆
x2

a2
+

y2

b2
= 1 所围成的图形绕 x 轴旋转一周而成的体积。

解：由式子得到 y2 = b2
(
1− x2

b2

)
。

所以旋转体体积就是两倍的第一象限的旋转体积，直接计算第一象限部分

就可以了。

Vx = 2π

∫ a

0

b2
(
1− x2

a2

)
dx = 2πb2

(
a− a

3

)
=

4πab2

3
。

例题：计算摆线

 x = a(t− sin t)

y = a(1− cos t)
(0 ⩽ t ⩽ 2π) 与 x 轴，y 轴所旋转得到

的体积。

解：∵ t ∈ [0, 2π]，∴ x ∈ [0, 2aπ]。

Vx = π
∫ 2aπ

0
y2 dx

代入参数方程并改变上下限：

= π
∫ 2π

0
a2(1− cos t)2 d[a(t− sin t)] = a3π

∫ 2π

0
(1− cos t)3 dt

= a3π

∫ 2π

0

(
2 sin2 t

2

)3

dt = 8a3π

∫ 2π

0

sin6 t

2
dt

令
θ

2
= t，所以 dθ = 2dt，同时上下限缩小一半：

= 16a3π
∫ π

0
sin6 u du = 32a3π

∫ π
2

0
sin6 u du

华理士公式得到最后 = 5a3π2。

同理可得 y 轴旋转体积为 Vy = 2π
∫ 2π

0
xy(x) dx

= 2π
∫ 2π

0
a(t− sin t)a2(1− cos t)2 dt = 2a3π

∫ 2π

0
(t− sin t) · 4 sin4 t

2
dt

然后拆开分别进行凑微分法，得到 6a3π3。

6.1.2.2 平行截面已知的立体体积

例题：计算由
x2

a2
+

y2

b2
+

z2

c2
= 1 所围成的椭球体的体积。

30



解：已知
y2

b2
+

z2

c2
= 1− x2

a2
.

S(x) = πbc

(
1− x2

a2

)
V = 2

∫ a

0
πbc

(
1− x2

a2

)
dx。

解得 V =
4

3
πabc。

6.1.3 平均值

例题：求函数 y =
x2

√
1− x2

在区间

[
1

2
,

√
3

2

]
上的平均值。

解：ȳ =
1√

3

2
− 1

2

∫ √
3
2

1
2

x2

√
1− x2

dx，令 x = sin t：=
2√
3− 1

∫ π
3

π
6

sin2 t

cos t cos t dt

=
2√
3− 1

∫ π
3
π
6

sin2 t dt = 1√
3− 1

∫ π
3
π
6
(1− cos 2t) dt =

√
3 + 1

12
π。

6.1.4 弧长

6.1.5 旋转曲面表面积

6.1.6 形心坐标公式

例题：设曲线 L 的方程为 y =
1

4
x2 − 1

2
lnx，1 ⩽ x ⩽ e，D 是由曲线 L，直

线 x = 1，x = e 及 x 轴围成的平面图形，求 D 的形心横坐标。

解：代入 x =

∫ b

a
xf(x) dx∫ b

a
f(x) dx

=

∫ e

1
x

(
1

4
x2 − 1

2
lnx

)
dx

∫ e

1

(
1

4
x2 − 1

2
lnx

)
dx

=
3(e2 + 1)(e2 − 3)

4(e3 − 7)
。

6.1.7 平行截面已知的立体体积

6.2 物理应用

6.2.1 变力沿直线做功

6.2.2 抽水做功

例题：有一个半径为 4m 的半球形水池蓄满了水，现在要将水全部抽取到距

水池原水面 6m 高的水箱中，求需要做多少功。（水的密度为 1000kg/m3，重力

加速度 g = 9.8m/s2）

解：令水池是竖直的，所以以 y 为积分的方向。
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根据原水平面为半径为 4的圆的面积，得到 x2+y2 = 16，解得 x2 = 16−y2，

A(y) = πx2 = π(16− y2)。

ρgA(y) dy = ρgπ(16− y2) dy

要将水提到 6m，即路径为 6− y，所以 ρgπ(16− y2)(6− y) dy。

又 y 从最开始的 0 到抽干的-4，所以得到 w =
∫ 0

−4
ρgπ(16− y2)(6− y) dy。

6.2.3 水压力

7 积分关系式

基本上要使用到积分中值定理。

7.1 积分等式

包括证明带有积分的等式、方程根、积分中值定理等。

对于这种等式要求其值，往往是给出部分式子的条件，所以必须想办法进行

转换。

一种是已知 f(x)，式子中含有未知的 f ′(x)，一种是已知 f ′(x)（多以 f(x) =∫
f ′(x) dx 的形式给出），式子中含有未知的 f(x)。

7.1.1 分部积分

分部积分法用于消除未知的式子的导数或者积分。

例题：设 f ′′(u) 在区间 [0, 2] 上连续，f(2) = a，f ′(2) = b，
∫ 2

0
f(u) du = c，

求
∫ 1

0
x2f ′′(2x) dx。

解：已知条件是多个导数和一个积分的值，要将这些值换成目标积分的样

式。所以要考虑换元积分或分部积分。

这里目标积分的值是乘积形式且变量无法换元，且存在一个未知的 f ′′(2x)，

所以使用分部积分将 f ′′(2x) 换到 dx 中降低求导幂次。∫ 1

0
x2f ′′(2x) dx =

1

2

∫ 1

0
x2 d[f ′(2x)] =

1

2
[x2f ′(2x)]

∣∣∣∣1
0

−
∫ 1

0
xf ′(2x) dx =

1

2
f ′(2)−

1

2

∫ 1

0
x d[f(2x)] = b

2
− 1

2
[xf(2x)]

∣∣∣∣1
0

+
1

2

∫ 1

0
f(2x) dx =

b

2
− a

2
+

1

4

∫ 2

0
f(u) d(u) =

−a

2
+

b

2
+

c

4
。
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7.1.2 中值定理

例题：设 f(x)、g(x) 在 [a, b] 上连续且 g(x) 不变号，证明至少存在一点

ξ ∈ [a, b] 使得
∫ b

a
f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x) dx。（推广中值定理）

若 g(x) ≡ 1，则结论就是
∫ b

a
f(x) dx = f(ξ)(b− a) 积分中值定理。

证明：若 g(x) ≡ 0 则等式显然成立。若 g(x) 不变号，则不妨设 g(x) > 0。

令 F (x) =
∫ x

a
f(t)g(t) dt，G(x) =

∫ x

a
g(t) dt。

由柯西中值定理可得
F (b)− F (a)

G(b)−G(a)
=

F ′(ξ)

G′(ξ)
=

∫ b

a
f(x)g(x) dx∫ b

a
g(x) dx

=
f(ξ)g(ξ)

g(ξ)
。

∴
∫ b

a
f(x)g(x) dx = f(ξ)

∫ b

a
g(x) dx，ξ ∈ (a, b) ⊂ [a, b]。

同理 g(x) < 0 也如此。

7.1.3 夹逼准则

夹逼准则一般用于求数列极限，若极限号后面有积分号可以考虑使用夹逼

准则。

7.2 积分不等式

带积分号的不等问题。

7.2.1 函数单调性

将某一限一般是上限变量化，然后移项构造辅助函数，由辅助函数的单调性

来证明不等式，多用于所给条件为“f(x) 在 [a, b] 上连续”的情况，因为函数连

续必然可积分与求导。

例题：设 f(x) 在 [a, b] 上连续，且 f(x) > 0，证明

∫ b

a

f(x) dx
∫ b

a

1

f(x)
dx ⩾

(b− a)2。

证明：令 F (x) =

∫ x

a

f(t) dt
∫ x

a

1

f(t)
dt− (x− a)2。目标是证明 F (b) ⩾ 0。

F ′(x) = f(x) ·
∫ x

a

1

f(t)
dt+

∫ x

a

f(t) dt 1

f(x)
− 2(x− a)

=

∫ x

a

f(x)

f(t)
dt+

∫ x

a

f(t)

f(x)
dt− 2(x− a) =

∫ x

a

[
f(x)

f(t)
+

f(t)

f(x)

]
dt− 2(x− a)

又
f(x)

f(t)
+

f(t)

f(x)
⩾ 2

√
f(x)

f(t)
· f(t)
f(x)

= 2。

∴⩾
∫ x

a
2 dt− 2(x− a) = 2(x− a)− 2(x− a) = 0。
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从而 F ′(x) ⩾ 0，等于 0 不恒成立，所以 F (x) 在 [a, b] 上单调增，从而

F (b) > F (a)，

∫ x

a

f(t) dt
∫ x

a

1

f(t)
dt− (x− a)2 > 0。

所以

∫ b

a

f(x) dx
∫ b

a

1

f(x)
dx ⩾ (b− a)2

例题：设 f(x) 在 [0, 1] 上连续递减，证明 0 < λ < 1 时
∫ λ

0
f(x) dx ⩾

λ
∫ 1

0
f(x) dx。

证明：看到 λ 和 1，可以做出辅助函数
∫ x

0
f(t) dt
x

，即要证明 F (λ) ⩾ F (1)。

又 λ < 1，所以只用证明 F (x) 在 [0, 1] 上递减。

则 F ′(x) =
f(x)x−

∫ x

0
f(t) dt

x2
，又根据积分中值定理

∫ x

0
f(t) dt = f(ξ)(x−0)，

ξ ∈ (0, x)。

∴= f(x)x− f(ξ)x

x2
=

f(x)− f(ξ)

x
，因为 f(x)在 [0, 1]上递减，ξ < x，f(ξ) >

f(x)。

所以 F ′(x) < 0，所以 F (x) 单调递减，从而 F (λ) ⩾ F (1)，所以得证。

7.2.2 拉格朗日中值定理

多用于所给条件为“f(x) 一阶可导”且某一端点值较简单甚至为 0 的题目。

一阶导数不代表导数连续，导数可能存在震荡间断点。

例题：设 f(x) 在 [0, 1] 上具有一阶连续导数，且 f(0) = f(1) = 0，证明：

|
∫ 1

0
f(x) dx| ⩽ 1

4
max
x∈[0,1]

{|f ′(x)|}。

证明：在 [0, 1] 中任意取一点 x，进行两次拉格朗日中值定理。

f(x)− f(0) = f ′(ξ1)(x− 0)（ξ1 ∈ (0, x)），f(x) = f ′(ξ1)x。

f(1)− f(x) = f ′(ξ2)(1− x)（ξ2 ∈ (x, 1)），−f(x) = f ′(ξ2)(1− x)。

根据不等式性质：|
∫ 1

0
f(x) dx| = |

∫ x

0
f(t) dt+

∫ 1

x
f(t) dt|

⩽ |
∫ x

0
f(t) dt|+ |

∫ 1

x
f(t) dt| ⩽

∫ x

0
|f(t)| dt+

∫ 1

x
|f(t)| dt

ξ1 ∈ (0, x) 上代入 f(x) = f ′(ξ1)x，ξ2 ∈ (x, 1) 上代入 −f(x) = f ′(ξ2)(1− x)。

=
∫ x

0
|f ′(ξ1)|t dt+

∫ 1

x
|f ′(ξ2)|(1− t) dt，令 M = max

x∈[0,1]
{|f ′(x)|}。

⩽
∫ x

0
Mt dt+

∫ 1

x
M(1− t) dt = M

(∫ x

0
t dt+

∫ 1

x
(1− t) dt

)
= M

(
1

2
x2 +

1

2
(1− x)2

)
= M

((
x− 1

2

)2

+
1

4

)

即 |
∫ 1

0
f(x) dx| ⩽ M

((
x− 1

2

)2

+
1

4

)
，min

(
M

((
x− 1

2

)2

+
1

4

))
=

1

4
M

∴ |
∫ 1

0
f(x) dx| ⩽ 1

4
M =

1

4
max
x∈[0,1]

{|f ′(x)|}
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7.2.3 泰勒公式

多用于所给条件为“f(x) 二阶可导”且某一端点值较简单甚至为 0 的题目。

例题：设 f(x) 在 [0, 2] 上二阶导数连续，且 f(1) = 0，当 x ∈ [0, 2] 时，记

M = max{|f ′′(x)|}，证明 |
∫ 2

0
f(x) dx| ⩽ 1

3
M。
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