
不卖，纯恶心人卷 3

命题人：@ 一碗星空汤

一. （30 分） 静电屏蔽

在空间中分布着电中性的等离子体，其数密度为 2n0（正离子密度为 n0，电子密度为 n0）。其中，正离子与电子
带电量绝对值相同，整体呈电中性。现在我们在空间原点处放置一点电荷 q。我们认为正离子由于质量较大，仍然保
持均匀分布。但电子由于质量较小，受到点电荷影响，其在空间中的分布发生了改变，分布满足玻尔兹曼分布，电子
的温度为 T，质量为 m。

1. 写出空间的总电势 V (r) 满足的常微分方程。

2. 考察远离中心处的电势，有 |eV (r)| ≪ kBT，对微分方程作一阶近似并求解。

已知球坐标系中的拉普拉斯算子为

∇2f =
1

r

∂2(rf)

∂r2
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂f

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂2f

∂ϕ2

[解答]

1.（15 分）

有泊松方程（3 分）
∇2V = −ρ/ε0

电子的数密度为（3 分）
ne ∝ exp

(
eV

kBT

)
当 r → ∞ 时，有 ne → n0，V → 0，此时可知玻尔兹曼分布前的比例系数为 n0，即（3 分）

ne = n0 exp
(

eV

kBT

)
于是有（3 分）

ρ = qδ3(r) + n0e

[
1− exp

(
eV

kBT

)]
可以得到（3 分）

1

r

d2(rV )

dr2 = − 1

ε0

ß
qδ3(r) + n0e

[
1− exp

(
eV

kBT

)]™
2.（15 分）

当 |eV | ≪ kBT 时，有（3 分）
1

r

d2(rV )

dr2 = − q

ε0
δ3(r) + n0e

2V

ε0kBT

1
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先考虑 r > 0 的区域，有（3 分）
d2(rV )

dr2 =
n0e

2V r

ε0kBT

所以可以解得（3 分）

rV = A exp
( 

n0e2

ε0kBT
r

)
+B exp

(
−
 

n0e2

ε0kBT
r

)

当 r → ∞ 时，rV → 0，因此有 A = 0（1.5 分）；当 r → 0 时，rV → q
4πε0
，因此有 B = q

4πε0
（1.5 分）。因此有

（3 分）

V (r) =
q

4πε0r
exp

(
−
 

n0e2

ε0kBT
r

)

二. （60 分） 玻色爱因斯坦凝聚

玻色爱因斯坦凝聚是统计物理中一个十分重要的成果，本题中我们将会从玻色分布的基础，一步步计算玻色爱因
斯坦凝聚。

1. k-空间
i. 我们考察一个方形盒子中的自由粒子，粒子的物质波在方形盒子中形成驻波。定义物质波波矢为

k = (kx, ky, kz) =

(
2π

λx

,
2π

λy

,
2π

λz

)
, |k| = 2π

λ

假设方形盒子的三边边长为 lx, ly, lz，体积为 V，其在三边上都形成驻波，给出 k 的可能取值。可以包含三个
整数 nx, ny, nz。

ii. 可以看到自由粒子可以取得的 k 值在空间中形成一个方形格点。由此给出一个方形各点占据的 k-空间体积
Vk。（你可以把这些格点看成晶格中的原子，给出一个小晶胞对应的体积。）

iii. 不同的 k 值对应了粒子不同的能量，给出能量与波矢之间的关系。由此给出能量在 ε ∼ ε+ dε 区间内一共有
多少个可能的格点。

2. 对于玻色子，其分布满足玻色分布
f(ε) =

1

eβ(ε−µ) − 1

其中 µ 为体系的化学势，β = 1
kBT
。其所指的是 k-空间中能量为 ε 一个格点对应的概率分布（即平均有 f(ε) 个

粒子处于 k 处）。
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i. 给出能量的概率分布函数（即 ε ∼ ε + dε 区间内的粒子个数），如果这个分布函数在不断的降温过程中定义
域始终为 [0,+∞)，不存在奇点，给出 µ 的取值范围。

ii. 当温度为定值 T 时，给出体系的总粒子数 N，使用一个积分表示。试着说明总粒子数 N 与化学势 µ 的增减
关系，并且计算 N 的上限。表达式使用 λ = h√

2πmkBT
代换。

数学小提示： ∫ ∞

0

√
z

ez − 1
dz =

√
π

2
ζ

(
3

2

)
≈ 2.31515

其中

ζ(s) =
∞∑

n=1

1

ns
=

1

Γ(s)

∫ ∞

0

zs−1

ez − 1
dz

iii. 由上一问我们发现，玻色子的数密度 N/V 存在一个极大值。如果我们在此时继续塞入粒子，会发生什么？为
何称其为凝聚？

iv. 重复上文的计算，试着证明在一维与二维中，玻色爱因斯坦凝聚不会发生。（即证明不存在粒子数密度上限。）

[解答]

1. （20 分）

i. （4 分）形成驻波时，有（2 分）
lx =

nx

2
λx, ly =

ny

2
λy, lz =

nz

2
λz

因此有（2 分）
k =

(
nxπ

lx
,
nyπ

ly
,
nzπ

lz

)
, nx, ny, nz = 0, 1, 2, · · ·

ii. （4 分）利用前问可以得到（2 分）

∆kx =
π

lx
,∆ky =

π

ly
,∆kz =

π

lz

因此有（2 分）
Vk = ∆kx∆ky∆kz =

π3

lxlylz
=

π3

V

iii. （12 分）根据德布罗意波关系（2 分）
k =

2π

λ
=

2πp

h
=

p

h̄

因此有（2 分）

ε =
p2

2m
=

h̄2k2

2m

对于 k ∼ k + dk 的 k-空间薄层，其对应的体积为（2 分）

1

2
πk2dk

由于一个格点占据的体积为 Vk，薄层中所包含的格点数为（2 分）

dN =
1

2
πk2dk/Vk =

V k2

2π2
dk
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代入波矢与能量关系（2 分）

k =

√
2mε

h̄
, dk =

1

h̄

…
m

2ε
dε

可以得到格点数为（2 分）

dN =
V m3/2

√
2π2h̄3

√
εdε

2. （40 分）

i. （8 分）对于能量 ε 的态，每个格点有 f(ε) 个格点，共有 dN 个态，因此可以得到（2 分）

F (ε)dε = f(ε)dN =
V m3/2

√
2π2h̄3

√
ε

eβ(ε−µ) − 1
dε

如果分母没有奇点，则（2 分）
eβ(ε−µ) ̸= 1

因此有（2 分）
ε ̸= µ

也就是（2 分）
µ < 0

ii. （6 分）总粒子数可以通过积分得到（2 分）

N =
V m3/2

√
2π2h̄3

∫ ∞

0

√
εdε

eβ(ε−µ) − 1

当 µ 增加时，积分的分母减小，因此 N 增加。（2 分）所以有（2 分）

N <
Vm3/2

√
2π2h̄3

∫ ∞

0

√
εdε

eβε − 1
=

V m3/2

√
2π2h̄3β3/2

∫ ∞

0

√
zdz

ez − 1
=

V

λ3
ζ(3/2) ≈ 2.612

V

λ3

iii. （6 分）当达到 N/V 的最大值时，此时 µ = 0，因此能量为 0 的态能够存在的粒子数量为（2 分）

f(0) → ∞

所以添加的粒子将全部聚集于 k-空间能量为 0 的原点处，（2 分）也就是“凝聚”在同一个态上。（2 分）

iv. （20 分）在一维情况下，有 k ∼ k + dk 的短线段上，态的个数为（2 分）

dN =
dk
π/l

=
ldk
π

使用能量可以表示为（2 分）

dN =
l

πh̄

…
m

2ε
dε

因此有（2 分）

F1(ε)dε =
lm1/2

√
2πh̄

ε−1/2dε
eβ(ε−µ) − 1
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当 µ = 0 时，粒子数密度达到最大值，发生凝聚，有（2 分）

N <
lm1/2

√
2πh̄β1/2

∫ ∞

0

z−1/2dz
ez − 1

可以看到积分中的值为（2 分）

I = Γ(1/2)ζ(1/2) =
√
π

∞∑
n=1

1√
n
>

√
π

∫ ∞

1

dx√
x
→ ∞

因此粒子数上限的积分是发散的，不存在粒子数密度最大值，不会发生凝聚。

在二维情况下，有 k ∼ k + dk 的薄扇环上，态的个数为（2 分）

dN =
πkdk/2
π2/A

=
Akdk
2π

使用能量代换可以得到（2 分）
dN =

Amdε
2πh̄2

所以（2 分）
F2(ε)dε =

Am

2πh̄2

dε
eβ(ε−µ) − 1

当 µ = 0 时有（2 分）
N <

Am

2πh̄2β

∫ ∞

0

dz
ez − 1

可以看到积分中的值为（2 分）

I = Γ(1)ζ(1) =
∞∑

n=1

1

n
>

∫ ∞

1

dx
x

→ ∞

因此粒子数上限的积分是发散的，不存在粒子数密度最大值，不会发生凝聚。

三. （40 分） 有趣的莱洛三角形

莱洛三角形是一种等宽曲线，其由三个完全相同，圆心角为 π/3 的圆弧组成。我们现在考察质量为 M 的一个莱
洛三角形刚体，刚体的外接圆半径为 R。

R

A B

C

O

1. 计算莱洛三角形的转动惯量 I。（提示：圆心角为 α，半径为 R 的扇形的质心到圆心距离为 rc =
4R sin(α/2)

3α
。质量

为 M 外接圆半径为 R 的正 n 边形的转动惯量为 I = 1
3
MR2

(
1
2
+ cos2

(
π
n

))
。）

2. 现在莱洛三角形在粗糙的地面上做无滑动的小振动，给出小振动周期。可以使用 OC 连线与竖直方向的小夹角 θ

描述莱洛三角形的运动。
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3. 当 OC 与竖直方向夹角为 θ（不是小角）时，质心从离地高度为 h 处静止释放下落。其 AB 边（不包含 A,B 两
点）与十分粗糙的地面做完全非弹性碰撞，给出碰撞后莱洛三角形的角速度 Ω。q

[解答]

1.（20 分）

将转动惯量分为两个部分计算：三角形 ABC 与三个圆心角为 π/3 的扇形。莱洛三角形的面积为（2 分）

S = 3S扇 − 2S△ = ·π
2
(
√
3R)2 − 2 ·

√
3

4
(
√
3R)2 =

(
−3

√
3

2
+

3π

2

)
R2

因此莱洛三角形的面密度为（2 分）
σ =

M

S
=

M(
− 3

√
3

2
+ 3π

2

)
R2

对于三角形 ABC，其转动惯量为（2 分）

I△ =
1

3
M△R2

(
1

2
+ cos2 π

3

)
=

1

4
M△R2

对于扇形
⌢

AB C，其关于 C 点的转动惯量为（2 分）

IC =
1

2
M扇(

√
3R)2

则质心位置与扇形关于质心的转动惯量为（3 分）

rc =
2
√
3

π
R, I质心 =

3

2
M扇R

2 −M扇r
2
c =

(
3

2
− 12

π2

)
M扇R

2

因此扇形关于莱洛三角形的中心 O 的转动惯量为（3 分）

rco =

(
2
√
3

π
− 1

)
R, IO = I质心 +M扇r

2
co =

(
5

2
− 4

√
3

π

)
M扇R

2

代入（4 分）

M△ =

√
3

4
(
√
3R)2σ =

√
3M

2
(
π −

√
3
) , M扇 =

π

6
(
√
3R)2σ =

πM

3
(
π −

√
3
)

因此有（2 分）

I = 3I扇 − 2I△ =
10π − 17

√
3

4
(
π −

√
3
) MR2 ≈ 0.34959MR2

2. （10 分）

在地面上振动时，根据等宽曲线的性质，C 点到地面距离不变，为
√
3R。若转过小角 θ，质心上升带来的重力势

能变化为（2 分）
Ep = MgR(1− cos θ) ≈ MgR

2
θ2

在纯滚时，其相当于绕地面接触点做定轴转动，其动能为（2 分）

Ek =
1

2
I接触点θ̇

2 =
1

2
(I +M(

√
3− 1)2R2)θ̇2
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因此有（4 分）
Meff = I +MR2(4− 2

√
3), Keff = MgR

所以有（2 分）

T = 2π

 
Meff

Keff
= 2π

√
−33

√
3− 8

√
3π + 24 + 26π

4
(
π −

√
3
) R

g
≈ 5.9125

 
R

g

3. （10 分）

刚体在下落到地面时，质心一共下降的距离为（2 分）

h′ = h− (
√
3− cos θ)R

刚体落地时的速度为（2 分）
v =

√
2gh′

刚体在落地后，由于发生了完全非弹性碰撞，与地面接触点的速度在垂直地面方向上速度为 0。由于地面十分粗
糙，平行方向上速度也为 0。相当于碰撞之后刚体绕接触点转动。因此有角动量守恒（2 分）

MvR sin θ = I接触点Ω

而（2 分）

I接触点 = I +
(√

3
2
+ 12 − 2

√
3 · 1 · cos θ

)
MR2 =

(
26π − 33

√
3

4
(
π −

√
3
) − 2

√
3 cos θ

)
MR2

因此有（2 分）

Ω =
MvR sin θ(

26π−33
√
3

4(π−
√
3)

− 2
√
3 cos θ

)
MR2

=

»
2g(h+ (cos θ −

√
3)R) sin θ(

26π−33
√
3

4(π−
√
3)

− 2
√
3 cos θ

)
R

四. （30 分） 黑洞热力学

长期以来，天体物理学家一直在研究黑洞：这些是大质量恒星在引力作用下无法自我支撑而达到的最终状态。随
着物质不断向中心坍缩，最终逃逸速度达到光速。在此之后，坍缩的物质无法再将信息传递到外部。一个质量为 M 的
黑洞的半径为

Rs =
2GM

c2
,

其中 G = 6.67× 10−8 cm3/g · s2 是引力常数，c = 3× 1010 cm/s 是光速。

霍金通过结合量子力学和广义相对论的方法，计算了黑洞的辐射功率。他得出了一个惊人的结果：黑洞会以一定
的温度发射完美的黑体辐射：

Tbh =
h̄c3

8πGMkB
,

其中 h̄ 是约化普朗克常数，kB 是玻尔兹曼常数。

根据爱因斯坦的理论，黑洞的能量为 E = Mc2.

1. 计算质量为 M 的黑洞的热容。
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2. 计算黑洞的熵。（使用黑洞的表面积 A 与普朗克长度 L∗ =
»

h̄G
c3
表示结果，当 M 为 0 时，黑洞的熵可以认为是

0。）

3. 计算一个 1cm 的黑洞能存下的比特数，使用 TB 为单位。

[解答]

1. （6 分）

黑洞的能量为（3 分）
E = Mc2 =

h̄c5

8πGkBTbh

因此热容为（3 分）

C =
dE

dTbh
= − h̄c5

8πGkBT 2
bh

= − h̄c5

8πGkB
·
(
8πGMkB

h̄c3

)2

= −8πGM2kB
h̄c

2. （7 分）

利用熵的定义（3 分）
dS =

dQ
T

=
dMc2

T
=

8πGMkBdM
h̄c

因此有（4 分）

S =
4πGM2kB

h̄c
=

4πGkB
h̄c

·
(
Rgc

2

2G

)2

=
kB
4

A

L∗2

3. （17 分）

对于 N 个比特，其对应状态数为（4 分）
Ω = 2N

其熵为（4 分）
S = kB lnΩ = NkB ln 2

这与黑洞的熵应当相等，也就是（4 分）

N =
1

4 ln 2
· A

L∗2
≈ 1.735× 1066

利用换算（2 分）
1 TB = 210 GB = 220 MB = 230 KB = 240 B = 243 bit

因此存储的信息量为（3 分）1.97× 1053 TB。

五. （40 分） 戴森球计划

1. 地球上的生命可以被视为一种热机，从高温热源（太阳，温度为 TS = 6000K）吸收能量，并将其排放到低温热
源（星际空间，微波背景温度为 TMB = 2.725K）。在地球轨道上的太阳能量通量为 ΦS = 1370W/m2，地球的半
径约为 rE = 6.4× 106 m。
如果地球上的生命是完全高效的（即使用卡诺循环，高温热源温度为 TS，低温热源温度为 TMB），那么可以从这
种能量流中提取多少有用功（以瓦特为单位）？并将其与世界市场能源消耗估计值 4.5×1020 J/year进行比较。（有
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用常数：一年大约有 π × 107 s。）

2. 如果我们建造一个半径为地球轨道半径（约 1.5 亿公里，RES ≈ 1.5× 1011 m）的球体将太阳包围，我们文明可用
的有用功将增加多少倍？

3. 这个巨大的建设项目被称为戴森球（Dyson sphere），以提出这一概念的物理学家命名。他建议通过观测大型
红外辐射源来寻找先进文明。然而，地球并不以星际空间的温度辐射能量。它的辐射接近一个黑体，温度约为
TE = 300K = 23 °C。如果我们的热量必须有效地辐射到一个 300K 的低温热源，而不是 TMB 的低温热源，假设
在这两种情况下我们都运行卡诺热机，那么我们提取太阳能量通量的有用功的效率会降低多少？

4. 还有一种替代观点是追踪熵而不是能量。生物通过将产生的熵排放到从太阳流向星际空间的能量流中，来维持和
复制它们的低熵状态。新的记忆存储本质上也涉及熵的产生；随着我们进入信息时代，我们可能最终会更关心熵
的排放，而不是做功。类似于前问的“做功效率”（实际做功与给定高温热源和低温热源时卡诺上限的比值），我
们可以估计一种“熵排放效率”（实际添加到能量流中的熵与在相同高温热源和低温热源下可能添加的熵的比值）。

每秒有多少熵以低熵、高能辐射的形式从太阳到达地球？当太阳能量通量以温度 TE = 300K 辐射出去时，每秒
有多少熵离开地球？若直接在太阳与外太空建立热机，其对应的单位时间熵排放是多少？两者比较计算熵排放效
率 f。从熵排放的角度来看，高温热源温度 TS 和低温热源温度（分别为 TE 或 TMB）哪个更重要？

5. 在生成有用功方面，太阳是关键，而夜空几乎无足轻重。但对于排放文明产生的熵而言，夜空却是生命的赋予者
和机遇的领域。这两种视角并不矛盾。在某些情况下，给定量的功能在低温下更有用。戴森后来推测生命如何通
过在更低的温度下运行来高效利用这一点。因此，一个高度先进的信息文明将倾向于在微波波段而非红外波段辐
射。为实现这一点，需要扩大戴森球的面积：更大的球体可以将太阳能量流以更低温度的黑体辐射形式重新辐射
出去。

戴森球需要多大的半径 RD 才能达到 50% 的熵排放效率？该半径与冥王星轨道半径（RPS ≈ 6× 1012 m）相比如
何？若以比特为单位测量熵（使用 kS = 1

ln 2
而非 kB = 1.3807× 10−23 J/K），我们的超级文明每秒可排放多少比

特的熵？评论你所得到的结论。

[解答]

1. （7 分）

太阳在地球处的辐射功率（1 分）
PS = ΦS · πr2E = 1.7629× 1017 W

而若在太阳与宇宙之间建立卡诺热机，其效率为（2 分）

η = 1− TMB

TS

= 1− 2.725

6000
= 0.99955

因此在太阳辐射的能量流中，我们能提取的有用功为（1 分）

P有用 = ηPS = 1.7621× 1017 W

在一年之内，可以利用的有用功为（2 分）

W有用 = P有用t = 5.5358× 1024 J/year

与目前世界市场能源消耗估计值相比，（1 分）
W

W有用
= 8.13× 10−5
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不卖，纯恶心人 物理竞赛 试卷 3

目前人们利用的能量不到可利用的万分之一。

2. （4 分）

如果使用一个半径等于地球轨道半径的球体，我们可以截获所有来自太阳的能量，为（2 分）

PS,tot = ΦS · 4πR2
E

因此增加的倍数为（2 分）
N =

ηPS,tot − ηPS

ηPS

=
4R2

E

r2E
− 1 = 2.1973× 109

3. （4 分）

如果使用地球作为冷源，则卡诺热机的效率为（2 分）

ηE = 1− TE

TS

= 0.95

因此效率的减小量为（1 分）
∆η = η − ηE = 0.049546

相对减小量为（1 分）
∆η

η
= 0.049568

4. （11 分）

太阳单位时间给地球辐射的熵为（2 分）

SS =
PS

TS

= 2.9382× 1013 W/K

地球单位时间向外辐射的功率等于太阳对地球照射的功率，因此地球单位时间向外辐射的熵为（2 分）

SE =
PS

TE

= 5.8764× 1014 W/K

而若直接将太阳的热源排放到 TMB 的冷源，单位时间辐射的熵为（2 分）

SMB =
PS

TMB
= 6.4694× 1016 W/K

因子 f 指的是两种情况下对能量流添加的熵比值，因此有（2 分）

f =
SE − SS

SMB − SS

=
PS/TE − PS/TS

PS/TMB − PS/TS

=
1/TE − 1/TS

1/TMB − 1/TS

= 0.0086331

为了分析重要性，可以计算 f 关于三个温度的偏导数，有（2 分）

∂f

∂TS

= 7.5× 10−8 K−1

∂f

∂TE

= −3.0× 10−5 K−1

∂f

∂TMB
= 3.2× 10−3 K−1
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不卖，纯恶心人 物理竞赛 试卷 3

可见低温热源温度更为重要，尤其是 TMB。（1 分）

5. （14 分）

当 f = 50% 时，要求戴森球向外辐射的温度 TDS 满足（2 分）

1/TDS − 1/TS

1/TMB − 1/TS

= 0.5

解得（2 分）
TDS = 5.4475K

对于而其向外辐射的总功率等于太阳辐射的总功率，大小为（2 分）

PS,tot = 4πR2
DS · σT 4

DS = ΦS · 4πR2
E

因此有（2 分）

RDS = RE

 
ΦS

σT 4
DS

= 7.8568× 1014 m

与冥王星的轨道半径相比，（2 分）
RDS

RPS
≈ 130.95

若以比特作为单位，单个比特的熵大小为 kB ln 2，则我们的超级文明单位时间排放的熵为（2 分）

Sbit =
PS,tot

TDS
· 1

kB ln 2
= 7.43× 1048 s−1

可以看到，戴森球的半径比冥王星轨道还要大近 130 倍，是十分巨大的太空结构，说明这个超级文明具有强大的
星际工程建设能力，并且能够创造出能承受极限强度的材料。再者，从信息熵的角度看，这一超级文明时时刻刻
都在产生大量的信息，科技技术等在以难以想象的速度发展。（2 分）

六. （80 分） 抓住作弊赌徒：概率分布空间中的距离 [极难]

本题中积分都为全空间的积分，故不再重复书写积分区间。

你是一个赌场经理，你想要确保所有来到赌场的赌徒没有在赌博游戏中作弊。你知道每一个赌博游戏中出现的结
果都会满足一定的概率分布，你希望去验证赌徒们在玩游戏时得到的结果时满足所预测的概率分布的，如果出现偏差，
这意味着他们作弊了。一种方法是将赌徒玩游戏得到的分布与游戏真实的分布比对，计算两者之间的“距离”，如果两
者偏差过大，那么意味着赌徒作弊了。

1. 为了研究概率分布的“距离”，我们不妨先从在生活中最普遍的分布开始说起：高斯分布。假设一个赌博游戏满足
高斯分布，每次游戏会得到 N 个数 x = (x1, x2, · · · , xN )。当然，机器内部有一系列可调参数，我们用矢量 θ 表
示。x 满足高斯分布

P (x|θ) = e−
∑

i(yi(θ)−xi)
2/(2σ2)

(2πσ2)N/2

这里函数 y(θ) = (y1(θ), y2(θ), · · · , yN (θ)) 可以理解成参数 θ 影响结果分布的方式，而 σ 表示分布的标准差，是
机器出厂就规定好的，无法更改。

i. 如果赌徒在玩了一次游戏后得到的值为 x，我们可以由此反推此时机器最有可能的参数为 ϕ。试问一个参数
为 θ 的机器的一次游戏结果反推出参数 ϕ 的概率密度。
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不卖，纯恶心人 物理竞赛 试卷 3

ii. 通过前问计算，我们发现概率密度只和矢量 y(θ) 与 y(ϕ) 之间的距离有关。由此我们不妨定义一个空间，参
数 θ 对应空间中的点 y(θ)/σ。由此，我们可以定义不同参数对应的概率分布的距离 d(P (x|θ), P (x|ϕ)) =

|y(θ)/σ − y(ϕ)/σ|。在这样的距离定义下，θ 形成的参数空间（也可以理解为概率分布空间，因为参数 θ 与
概率分布 P (x|θ) 一一对应）是怎样的？
我们常常使用度规矩阵来表述空间的形状，其定义如下：

d2(P (x|θ), P (x|θ + ϵ∆)) = ϵ2
∑
α,β

gαβ∆α∆β

其中 ϵ 是小量，而 α, β 指的是不同分量的下标。
我们不妨试着计算球面上的度规。对于点 (θ, ϕ) 与点 (θ + ϵ∆θ, ϕ+ ϵ∆ϕ)，两点之间的距离为

d2 = (R sin θϵ∆ϕ)
2 + (Rϵ∆θ)

2 = ϵ2(R2∆2
θ +R2 sin2 θ∆2

ϕ)

R sin θ

R

θRϵ∆
θ

R sin θϵ∆
ϕ

(θ, ϕ)

(θ + ϵ∆
θ , ϕ+ ϵ∆

ϕ)

d

R sin θ

R

θRϵ∆
θ

R sin θϵ∆
ϕ

(θ, ϕ)

(θ + ϵ∆
θ , ϕ+ ϵ∆

ϕ)

d

由此可以得到
gθθ = R2, gϕϕ = R2 sin2 θ, gθϕ = gϕθ = 0

计算分布 P (x|θ) 与 P (x|θ + ϵ∆) 的距离，由此证明度规 gαβ = (JTJ)αβ/σ
2，其中 J 表示雅可比矩阵，JT

表示矩阵的转置，也就是把行与列交换，也就是 (JT )αi = Jiα。有 Jiα = ∂yi

∂θα
，下标 αβ 表示这个矩阵的第 α

行，第 β 列，一般而言这两者都是数字，不过也有时候使用其对应的有物理意义的字母替代。1（提示：使用
泰勒级数将距离平方展开到 ϵ 的二阶。）

iii. 对于任意形式的概率分布，一种自然的描述临近分布距离的度规是 FIM 度规，其表达式如下：

gαβ(θ) = −
≠
∂2 lnP (x|θ)
∂θα∂θβ

∑
x

�

重新计算度规 gαβ，并证明你刚刚得到的与现在重新计算的结果相同。这里尖括号 ⟨· · · ⟩x 表示关于 x 取平均，
也就是

∫
· · ·P (x|θ)dx

1矩阵乘法的分量形式如下：(AB)ij =
∑

k AikBkj
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不卖，纯恶心人 物理竞赛 试卷 3

iv. 利用 FIM 度规，我们能够更进一步，探讨一般的概率分布 P (x|θ)。试着计算参数 θ 的机器的一次游戏给出
临近分布 P (x|θ+ ϵ∆) 的概率密度与给出原本分布 P (x|θ) 的概率密度的比值，结果利用 gαβ 表示（提示：试
着将 lnP (x|θ + ϵ∆) 关于 ϵ 展开到二阶，然后对其取 e 指数。）

2. 除了上述的 FIM 度规之外，还有许多不同的的距离测量方法。不过距离函数需要满足如几个性质：

• 正定性：对于分布 P 与 Q，两者距离 d(P,Q) ≥ 0，且当且仅当 P = Q 时，d(P,Q) = 0；

• 对称性：对于分布 P 与 Q，两者距离应满足 d(P,Q) = d(Q,P )；

• 三角不等式：对于分布 P,Q,R，应当满足 d(P,Q) ≤ d(P,R) + d(R,Q)；

• 当分布 P 与 Q 相差极大时，我们期望 d(P,Q) → ∞。

现在赌场里有一个投骰子的游戏，一名赌徒带了偷偷掉包了一个骰子，使得其六面的概率分别为 0.1,0.1,0.1,0.1,0.1,0.5，
而正常的骰子六面的概率都为 1/6。

i. 一个很自然的方法是将骰子的概率分布看成一个单位球上的点。为什么？注意到对于骰子六个面的概率 Pi，
有
∑

i Pi = 1，因此可以将其视为点 (
√
P1,

√
P2, · · · ,

√
Pn)。基于此我们可以定义概率分布的点乘 P · Q =∑

i

√
Pi

√
Qi =

∫ √
P (x)

√
Q(x)dx。由此我们可以定义 Hellinger 距离（三个等价表述）

d2Hel(P,Q) =
∑
i

(√
Pi −

√
Qi

)2
=

∫ (»
P (x)−

»
Q(x)

)2
dx = 2− 2P ·Q

给出假骰子与真骰子分布之间的距离。对于两个临近分布，计算两者距离并且给出这一距离函数对应的度规，
你可以假定分布有一个参数 θ，然后用关于 θ 的偏导数表示，最后化简到类似于 FIM 度规的形式。证明这
个距离存在上限

√
2。

ii. 为了检测赌徒是否作弊，我们肯定需要观察其多次游戏的结果，由此我们可以定义多次游戏结果的概率分
布 PN。将赌徒 N 游玩的结果做成一个新的随机变量 j = (j1, j2, · · · , jN )，我们考察其上的概率分布 PN (j)。
其中每一次结果 ji 都是互相独立，并且遵循相同的分布 P (j)。试着用 P (j) 表示 PN (j)，并且由此证明
PN ·QN = (P ·Q)N。计算在赌徒玩了 100次之后其对应分布与真实骰子玩 100次分布的距离 dHel(P100, Q100)。
评述一下 Hellinger 距离在抓捕作弊赌徒上的效果。

iii. 为了解决 Hellinger 距离的有限性，我们我们不妨来考察由其延申出来的另一种距离：Bhattacharyya 距离。
其定义如下：

d2Bhatt(P,Q) =
1

2
lim
N→0

d2Hel(PN , QN )

N
= − ln (P ·Q)

试着证明上述等式成立。提示：当 N ≪ 1 时 aN ≈ 1 +N ln a）

iv. 在机器学习中，我们还会遇到另一种概率分布的距离：Kullback–Liebler 散度。其定义如下

dKL(Q|P ) = −
∑
i

Pi ln
(
Qi

Pi

)
= −

∫
P (x) ln

(
Q(x)
P (x)

)
dx

证明 Kullback-Liebler散度具有正定性，即 dKL(Q|P ) ≥ 0且只有在 P = Q是取等，并给出 Kullback-Liebler
散度给出的度规。（提示：ln(x) ≤ x− 1 当且仅当 x = 1 时取等。）

v. 可以注意到 Kullback-Liebler 散度是不对称的，因此我们可以将其对称化

dsKL(Q,P ) =
1

2
(dKL(Q|P ) + dKL(P |Q)) =

1

2

∫
(P (x)−Q(x)) ln

(
P (x)
Q(x)

)
dx

对于这个对称化的 Kullback-Liebler 散度和 Bhattacharyya 距离有许多共性，有好有坏。
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试着证明两个距离都是“广延”的，即距离 d 与重复次数 N 成线性关系，也就是证明 d2Bhatt(PN , QN ) ∝
N, dsKL(QN , PN ) ∝ N。证明这两者不符合三角不等式，但满足其他距离函数需要满足的定律。最后对于两个
方差都是 σ 的高斯分布 P (x|θ) 与 P (x|ϕ)，计算两者的对称 Kullback-Liebler 散度和 Bhattacharyya 距离。
提示：

[∫
f(x)g(x)dx

]2 ≤ ∫ [f(x)]2dx ·
∫
[g(x)]2dx 当且仅当 f(x) = c · g(x) 时取等。

[解答]

1. （18 分）

i. （3 分）当赌徒玩游戏得到的值为 x 时，其最有可能的参数 ϕ 显然满足（1 分）

y(ϕ) = x

因为此时 x 对应的概率密度最大。由此可以得到参数 ϕ 的概率密度为（2 分）

P (y(ϕ)|θ) = e−
∑

i(yi(θ)−yi(ϕ))2/(2σ2)

(2πσ2)N/2
=

e−|y(θ)−y(ϕ)|2/(2σ2)

(2πσ2)N/2

ii. （5 分）P (x|θ) 与 P (x|θ + ϵ∆) 之间的距离平方为，（3 分）

d2 =
1

σ2
(y(θ + ϵ∆)− y(θ))2

=
1

σ2

(
y(θ) + ϵ

∑
α

∂y
∂θα

∆α − y(θ)
)2

=
1

σ2

(
ϵ
∑
α

∑
i

∂yi
∂θα

∆αx̂i

)2

=
ϵ2

σ2

∑
i

∑
α

∂yi
∂θα

∆αx̂i ·
∑
j

∑
β

∂yj
∂θβ

∆βx̂j

x̂i·x̂j=δij
=======

ϵ2

σ2

∑
i

∑
α,β

∂yi
∂θα

∂yi
∂θβ

∆α∆β

因此度规（2 分）
gαβ =

1

σ2

∑
i

∂yi
∂θα

∂yi
∂θβ

=
1

σ2

∑
i

JiαJiβ =
1

σ2

∑
i

(JT )αiJiβ =
(JTJ)αβ

σ2

iii. （5 分）这题就是一个简单的计算，不需要任何一点积分，请看操作，（3 分）

gαβ(θ) = −
≠
∂2 lnP (x|θ)
∂θα∂θβ

∑
x

=

〈
∂2

∂θα∂θβ

(
1

2σ2

∑
i

(yi(θ)− xi)
2

)〉
x

=
1

2σ2

≠
∂2(y(θ)− x)2

∂θα∂θβ

∑
x

=
1

2σ2

≠
∂

∂θα

(
2(y(θ)− x) · ∂y

∂θβ

)∑
x

=
1

2σ2

≠
2(y(θ)− x) · ∂2y

∂θα∂θβ
+ 2

∂y
∂θα

· ∂y
∂θβ

∑
x
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可以看到式子前半部分，由高斯分布可以知道 ⟨x⟩x = y(θ)，因此前半部分是 0。后半部分与 x 无关，直接当常数
拎出来，所以有（2 分）

gαβ(θ) =
1

σ2

∂y
∂θα

· ∂y
∂θβ

=
1

σ2

∑
i

∂yi
∂θα

∂yi
∂θβ

=
(JTJ)αβ

σ2

iv. （5 分）根据题意，我们将 lnP (x|θ + ϵ∆) 关于 ϵ 展开到二阶，有（2 分）

lnP (x|θ + ϵ∆) = lnP (x|θ) + ϵ
∑
α

∂ lnP

∂θα
∆α +

ϵ2

2

∑
α,β

∂2 lnP

∂θα∂θβ
∆α∆β

因此有将 lnP 移到左侧后同取 e 指数得到（2 分）

P (x|θ + ϵ∆)

P (x|θ) = exp
(
ϵ
∑
α

∂ lnP

∂θα
∆α +

ϵ2

2

∑
α,β

∂2 lnP

∂θα∂θβ
∆α∆β

)

值得注意的是，当 ϵ = 0 时，上式取极值 1，因为由一次游戏的预测得到参数 θ 的可能性最大，因为其原本就是
遵循参数 θ 的分布的。这意味着表达式中无一次项，代入 gαβ 表达式可以得到（1 分）

P (x|θ + ϵ∆)

P (x|θ) = exp
(
−ϵ2

2

∑
α,β

gαβ∆α∆β

)

2. （62 分）

i. （9 分）假骰子和真骰子分布之间的 Hellinger 距离为（1 分）

dHel =

Ã(…
1

6
−
√
0.1

)2

× 5 +

(…
1

6
−
√
0.5

)2

= 0.3628

对于两个临近分布，有（3 分）

d2Hel(P (x|θ + ϵ∆), P (x|θ)) =
∫ (»

P (x|θ + ϵ∆)−
»

P (x|θ)
)2

dx

=

∫ (∑
α

∂
√
P

∂θα
ϵ∆α

)2

dx

= ϵ2
∫ (∑

α

∂
√
P

∂θα
∆α

)2

dx

= ϵ2
∫ (∑

α

1

2
√
P

∂P

∂θα
∆α

)2

dx

= ϵ2
∫ (∑

α

√
P

2

∂ lnP

∂θα
∆α

)2

dx

=
ϵ2

4

∫
P

(∑
α

∂ lnP

∂θα
∆α

)2

dx
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可以注意到，积分内部就是对 (
∑

α
∂ ln P
∂θα

∆α)
2 关于 x 取平均，也就是（2 分）

d2Hel =
ϵ2

4

∞(∑
α

∂ lnP

∂θα
∆α

)2
∫

x

=
ϵ2

4

〈∑
α

∂ lnP

∂θα
∆α

∑
β

∂ lnP

∂θβ
∆β

〉
x

根据平均值的线性性
============

ϵ2

4

∑
α

∑
β

≠
∂ lnP

∂θα

∂ lnP

∂θβ

∑
x
∆α∆β

因此可以得到（1 分）
gαβ =

1

4

≠
∂ lnP

∂θα

∂ lnP

∂θβ

∑
x

值得注意的是由于 P,Q ≥ 0，因此（1 分）

P ·Q =

∫ »
P (x)

»
Q(x)dx ≥ 0

所以 Hellinger 距离存在上限（1 分）

d2Hel(P,Q) = 2− 2P ·Q ≤ 2 =⇒ dHel(P,Q) ≤
√
2

ii. （8 分）根据每次实验的独立性，我们可以知道（1 分）

PN (j) = P (j1)P (j2) · · ·P (jN ) =
N∏
i=1

P (ji)

于是有（3 分）

PN ·QN =
∑

j

»
P (j)Q(j) =

∑
j1,j2,··· ,jN

»
P (j1)Q(j1)P (j2)Q(j2) · · ·P (jN )Q(jN )

=
∑
j1

»
P (j1)Q(j1)

∑
j2

»
P (j2)Q(j2) · · ·

∑
jN

»
P (jN )Q(jN ) = (P ·Q)N

为了求出 dHel(P100, Q100) 可以先计算（1 分）

P ·Q = 5

…
1

6

√
0.1 +

…
1

6

√
0.5 = 0.9341

所以（1 分）
dHel(P100, Q100) =

√
2
»
1− (P ·Q)100 = 0.9989

√
2 = 1.4126

可以看到，随着重复次数的增加，Hellinger 距离越来越接近
√
2。这意味着留给赌场“判罚”的区间是很小的，可

能就是从比
√
2 小一点点到

√
2 的区间内认为是作弊。这导致赌场很有可能抓不到真正作弊的赌徒，还有可能抓

到没有作弊的人。（2 分）

iii. （2 分）利用 PN ·QN = (P ·Q)N 可以得到（2 分）

d2Bhatt(P,Q) = lim
N→0

1− (P ·Q)N

N
= lim

N→0

1− 1−N ln(P ·Q)

N
= − ln(P ·Q)

第 16 页（共 23 页）



不卖，纯恶心人 物理竞赛 试卷 3

iv. （9 分）我们可以使用简单的不等式完成证明（2 分）

dKL(Q|P ) = −
∫

P (x) ln
(
Q(x)
P (x)

)
dx ≥ −

∫
P (x)

(
Q(x)
P (x) − 1

)
dx =

∫
(P (x)−Q(x))dx = 1− 1 = 0

不等号取等当且仅当（1 分）

Q(x)/P (x) = 1 =⇒ P (x) = Q(x)

考察临近分布 P (x|θ) 与 P (x|θ + ϵ∆)，两者之间的距离为（3 分）

dKL(P (x|θ + ϵ∆)|P (x|θ)) = −
∫

P (x|θ) ln
(
P (x|θ + ϵ∆)

P (x|θ)

)
dx

= −
∫

P ln
(
P +

∑
α

∂P
∂θα

ϵ∆α

P

)
dx

= −
∫

P ln
(
1 +

∑
α

∂ lnP

∂θα
ϵ∆α

)
dx

= −ϵ

∫
P
∑
α

∂ lnP

∂θα
∆αdx

= −ϵ
∑
α

(∫
P
∂ lnP

∂θα
dx
)
∆α

= −ϵ
∑
α

≠
∂ lnP

∂θα

∑
x
∆α

所以我们可以将其平方得到（2 分）

d2KL = ϵ2
∑
α,β

≠
∂ lnP

∂θα

∑
x

≠
∂ lnP

∂θβ

∑
x
∆α∆β

所以有（1 分）

gαβ =

≠
∂ lnP

∂θα

∑
x

≠
∂ lnP

∂θβ

∑
x

v. （34 分）对于两者的广延性的证明，比较直接，（1 分）

d2Bhatt(PN , QN ) = − ln(PN ·QN ) = − ln
(
(P ·Q)N

)
= −N ln(P ·Q) = Nd2Bhatt(P,Q)

而对于连续分布 PN (x)，是一个建立在 x = (x1, x2, · · · , xN )上的概率分布，可以写开来 PN (x) = P (x1)P (x2) · · ·P (xN )，
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放到积分里，我们的 dx 可以展开为 dx1dx2 · · · dxN。（4 分）

dKL(QN |PN ) = −
∫

P (x1)P (x2) · · ·P (xN ) ln
(
Q(x1)Q(x2) · · ·Q(xN )

P (x1)P (x2) · · ·P (xN )

)
dx1dx2 · · · dxN

= −
N∑
i=1

∫
P (x1)P (x2) · · ·P (xN ) ln

(
Q(xi)

P (xi)

)
dx1dx2 · · · dxN

= −
N∑
i=1

∫
P (x1)dx1

∫
P (x2)dx2 · · ·

∫
P (xN )dxN︸ ︷︷ ︸

1

·
∫

P (xi) ln
(
Q(xi)

P (xi)

)
dxi

= −
N∑
i=1

∫
P (xi) ln

(
Q(xi)

P (xi)

)
dxi = −N

∫
P (x) ln

(
Q(x)
P (x)

)
dx

= NdKL(Q|P )

dsKL(QN , PN ) =
1

2
(dKL(QN |PN ) + dKL(PN |QN )) =

N

2
(dKL(Q|P ) + dKL(P |Q)) = NdsKL(Q,P )

由此，我们证明了广延性。

对于三角不等式的证伪，我们可以举一个反例：比如我们有三个不同的硬币，其抛出正反面的概率如下（1 分）

Pi = {0.01, 0.99}, Qi = {0.5, 0.5}, Ri = {0.99, 0.01}

我们可以分别计算三者之间的距离，（3 分）

dBhatt(P,Q) = dBhatt(Q,R) = 0.5057, dBhatt(P,R) = 1.2706

dBhatt(P,Q) + dBhatt(Q,R) ≤ dBhatt(P,R)

dsKL(Q,P ) = dsKL(R,Q) = 1.1258, dsKL(R,P ) = 4.5032

dsKL(Q,P ) + dsKL(R,Q) ≤ dsKL(R,P )

可以看到这是一个三角不等式的反例。

对于正定性，我们已经完成了对 Kullback-Liebler 散度的证明，我们需要对 Bhattacharyya 距离进行证明。我们
需要用到柯西-施瓦茨不等式（2 分）(∫ »

P (x)Q(x)dx
)2

≤
∫ »

P (x)
2

dx
∫ »

Q(x)
2

dx = 1

因此我们可以得到（1 分）
P ·Q ≤ 1

因此可以得到（1 分）
− ln(P ·Q) ≥ 0

且柯西-施瓦茨不等式在 P (x) = cQ(x) 时取等，由
∫
P (x)dx =

∫
Q(x)dx = 1，我们可以发现 c 一定得取 1，因此

上述不等式的取等条件为（1 分）
P (x) = Q(x)

由此，我们证明了两者的正定性。
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对于对称性，我们能够轻松证明（2 分）

d2Bhatt(P,Q) = − ln
(∫ »

P (x)Q(x)dx
)

乘法交换律
======= − ln

(∫ »
Q(x)P (x)dx

)
= d2Bhatt(Q,P )

dsKL(Q,P ) =
1

2
(dKL(Q|P ) + dKL(P |Q))

加法交换律
=======

1

2
(dKL(P |Q) + dKL(Q|P )) = dsKL(P,Q)

由此，我们证明了两者的对称性。

对于高斯分布 P (x|θ) 与 P (x|ϕ)，我们需要通过积分得到最后的结果。有（2 分）

P (x|θ) · P (x|ϕ) =
∫

1

(2πσ2)N/2

√
e−|y(θ)−x|2/(2σ2)e−|y(ϕ)−x|2/(2σ2)dx

=

∫ e−(|y(θ)−x|2+|y(ϕ)−x|2)/(4σ2)

(2πσ2)N/2
dx

现在做一个巧思换元 x = x′ + y(θ)+y(ϕ)
2

，有 dx = dx′，代入可以得到（2 分）

P (x|θ) · P (x|ϕ) =
∫ e−

(
| y(θ)−y(ϕ)

2 −x′|2+| y(ϕ)−y(θ)
2 −x′|2

)
/(4σ2)

(2πσ2)N/2
dx′

=

∫ e−
(
( y(θ)−y(ϕ)

2 )
2
+x′2

)
/(2σ2)

(2πσ2)N/2
dx′

= e−(
y(θ)−y(ϕ)

2 )
2
/(2σ2)

∫ e−x′2/(2σ2)

(2πσ2)N/2
dx′

注意到积分号里面的就是一个 N 维高斯分布，积分结果应当是 1，所以可以得到（1 分）

P (x|θ) · P (x|ϕ) = e−(
y(θ)−y(ϕ)

2 )
2
/(2σ2)

因此两者的 Bhattacharyya 距离为（1 分）

d2Bhatt(P (x|θ), P (x|ϕ)) = − ln (P (x|θ) · P (x|ϕ)) = 1

8σ2
|y(θ)− y(ϕ)|2

而两个高斯分布的对称 Kullback-Liebler 散度为（2 分）

dsKL(P (x|ϕ), P (x|θ)) = 1

2

∫ e−|y(θ)−x|2/(2σ2) − e−|y(ϕ)−x|2/(2σ2)

(2πσ2)N/2
· |y(ϕ)− x|2 − |y(θ)− x|2

2σ2
dx

为了计算这个积分，我们需要将问题拆成四个小积分（2 分）

I1 =

∫ e−|y(θ)−x|2/(2σ2)

(2πσ2)N/2
|y(θ)− x|2dx, I2 =

∫ e−|y(ϕ)−x|2/(2σ2)

(2πσ2)N/2
|y(θ)− x|2dx

I3 =

∫ e−|y(θ)−x|2/(2σ2)

(2πσ2)N/2
|y(ϕ)− x|2dx, I4 =

∫ e−|y(ϕ)−x|2/(2σ2)

(2πσ2)N/2
|y(ϕ)− x|2dx
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我们先来计算 I1 与 I4，可以注意到（2 分）

I1 =

∫ e−|y(θ)−x|2/(2σ2)

(2πσ2)N/2

N∑
i=1

(yi(θ)− xi)
2dx

=

〈
N∑
i=1

(yi(θ)− xi)
2

〉
P (x|θ)

=
N∑
i=1

〈
(yi(θ)− xi)

2
〉
P (x|θ)

= Nσ2

这里最后一步的操作是因为我们计算的实际上就是分布在 x̂i 方向上的方差，这正是高斯分布中的 σ2，这在题干
中也有提到。同理我们可以得到（1 分）

I4 = Nσ2

对于 I2 我们可以使用一个巧妙转换变成 I4，具体如下（2 分）

I2 =

∫ e−|y(ϕ)−x|2/(2σ2)

(2πσ2)N/2

N∑
i=1

(yi(θ)− xi)
2dx

=

N∑
i=1

〈
(yi(θ)− xi)

2
〉
P (x|ϕ)

=
N∑
i=1

〈
(yi(θ)− yi(ϕ) + yi(ϕ)− xi)

2
〉
P (x|ϕ)

=
N∑
i=1

〈
(yi(θ)− yi(ϕ))

2 + 2(yi(θ)− yi(ϕ))(yi(ϕ)− xi) + (yi(ϕ)− xi)
2
〉
P (x|ϕ)

=
N∑
i=1

(yi(θ)− yi(ϕ))
2 +

N∑
i=1

2(yi(θ)− yi(ϕ)) ⟨yi(ϕ)− xi⟩P (x|ϕ)︸ ︷︷ ︸
0

+
N∑
i=1

〈
(yi(ϕ)− xi)

2
〉
P (x|ϕ)

= |y(θ)− y(ϕ)|2 +Nσ2

同理，我们可以得到（1 分）
I3 = |y(θ)− y(ϕ)|2 +Nσ2

所以我们可以计算积分（2 分）

dsKL(P (x|ϕ), P (x|θ)) = 1

4σ2
(I2 + I3 − I1 − I4) =

1

2σ2
|y(θ)− y(ϕ)|2

七. （40 分） 表面张力系数的有趣问题

1. 在平面上有两个半径为 a = 100µm 的静止水滴，现在两个水滴突然聚合形成一个大水珠并腾空跳起。在这一过
程中，水滴表面张力的能量变化有 k 部分转化为水滴的质心动能，试着计算水滴跳起时的速度 v。

• 水滴的密度 ρ = 1.00× 103 kg/m3

• 水滴的表面张力系数为 γ = 7.27× 10−2J/m2
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• k = 0.06

• 在融合前后，水的总体积不变。

2. 将一个竖直放置的平板插入水中。两图分别展示水面在亲水与疏水平板周围形成的曲面。本题中我们忽略平板的
厚度。

我们不妨建立如下描述水面的坐标系。竖直放置的平板即为 yz 平面，而远离平板的水面位于 xy平面上，其 z = 0。
水面的形状与 y 坐标无关。设 θ(x) 为横坐标 x 处水面切平面与 xy 平面的夹角，这里我们以 x 轴正方向为起始
方向，逆时针旋转到切平面上为正方向。（反方向则为负）设 θ0 为水面与平板接触的地方的切平面角度，这一角
度只与平板材质有关。

本题中，水的密度为 ρ 而表面张力系数为 γ。重力加速度常数为 g，大气压强均匀且为 P0。

i. 为了简单起见，我们不妨先考察亲水平板的情况。我们注意到，水中的压强 P 在 z > 0 时，满足 P < P0。而
在 z = 0 时满足 P = P0。利用 z, ρ, g, P0 给出 P 在 z > 0 中与 z 的关系式。

ii. 现在，我们考察液体中的一个水块，由下图阴影部分所示。z1, z2 分别是水块左右边界水面的高度。由于水的
内部与外界大气有压强差，这会水块在水平方向上产生压差力。压强差对水块在 y 方向单位长度施加的水平
（x 方向）作用力为 fx。使用 ρ, g, z1, z2 表示 fx。注意到 P0 会在最后的表达式中消去。
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iii. 表面张力与前一小问的压差力之间相互平衡，使得水块最后静止在原地。列出受力平衡方程，重新用 γ, θ1, θ2

表示 fx。这里 θ1, θ2 为左右边界处水面的倾角，如图所示。

iv. 由此，我们可以得到如下等式：对于水表面处的任意一点 (x, z)，有
1

2

(z
ℓ

)a
+ cos θ(x) =常数

确定指数 a 的值，并且用 γ, g, ρ 表示 ℓ。

v. 现在，我们假设水面高度的变化很小，即 |z′(x)| ≪ 1，由此我们能将 cos θ(x) 展开到关于 z′(x) 的二阶表达
式。然后两边关于 x 求导得到关于 z(x) 的一个二阶常微分方程。对 x ≥ 0 的部分求解微分方程，并且用
ℓ, tan θ0 表示。

[解答]

1. （12 分）

融合前，每一个液滴的表面张力能为（2 分）
Eγ = 4πa2γ

而融合后，由于体积不变，液滴的半径变为（2 分）

a′ = 21/3a

所以融合后的总表面张力能为（2 分）
E′

γ = 22/3 · 4πa2γ

故有表面张力能减少了（2 分）
∆E = 2Eγ − E′

γ =
(
2− 22/3

)
· 4πa2γ

融合后液体的动能为（2 分）
Ek = k∆E = k

(
2− 22/3

)
· 4πa2γ

所以液体最后的跳起速度为（2 分）

v =

…
2Ek

m
=

√
2k (2− 22/3) · 4πa2γ

8
3
πa3ρ

≈ 0.23m/s

2. （28 分）

i. （2 分）根据流体静力学知识，有（2 分）
P = P0 − ρgz

ii. （2 分）流体受到的的压差力来源于高度 z2 < z < z1 的区间内，水内部对水块的压强 P 小于外界大气压 P0，
产生水平向左的压差力。所以单位长度的水平压差力为（2 分）

fx =

∫ z1

z2

(P0 − ρgz)dz −
∫ z1

z2

P0dz = −1

2
ρg
(
z21 − z22

)
iii. （4 分）水块受到的表面张力的水平分量为 γ cos θ2 − γ cos θ1，因此可以列出受力平衡方程（2 分）

fx + γ cos θ2 − γ cos θ1 = 0

第 22 页（共 23 页）



不卖，纯恶心人 物理竞赛 试卷 3

所以（2 分）
fx = γ(cos θ1 − cos θ2)

iv. （5 分）由 (ii) 与 (iii) 的结果，我们可以得到（2 分）

1

2
ρgz21 + γ cos θ1 =

1

2
ρgz22 + γ cos θ2

由于上述表达式对任意表面处的点 (x, z) 都成立，我们可以得知（2 分）

1

2
ρgz2 + γ cos θ =常量

所以变形并对比可得（2 分）
a = 2, ℓ =

…
γ

ρg

v. （14 分）使用导数表示三角函数，有（2 分）

cos θ(x) = 1√
1 + (z′)2

当 |z′(x)| ≪ 1 时，有（2 分）

cos θ(x) = 1− (z′)2

2

代入原方程可以得到（2 分）
1

2

(z
ℓ

)2
− 1

2
(z′2 =常数

两边关于 x 求导可以得到（2 分）
z′ · z

ℓ2
− z′′ · z′ = 0

z′′ =
z

ℓ2

方程的通解为（2 分）
z = Aex/ℓ +Be−x/ℓ

当 x → ∞ 时，z → 0，所以（1 分）
A = 0

而当 x = 0 时，z′ = tan θ0 代入得到（1 分）
B = −ℓ tan θ0

故（2 分）
z(x) = −ℓ tan θ0e−x/ℓ
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