
不卖，纯恶心人卷 2

命题人：@ 一碗星空汤

一. （40 分） 一个弹硬币的简单模型

一个硬币静止地放在光滑桌面的桌边, 只有右侧一点露出桌面, 已知硬币可视为匀质圆盘, 质量为 m, 半径为 r, 重
力加速度为 g, 现在在硬币右侧施加一竖直冲量 I.

1. 求施加冲量后一瞬间硬币的质心速度 v0 与角速度 ω0；

2. 受冲击之后, 硬币有可能飞离桌面. 求出使硬币飞离桌面的最小初速度 v0,min 以及在 v0 > v0,min 时硬币脱离时与
水平方向夹角 θ；

3. 当 θ = π
6
时, 试通过计算说明硬币落地时的向上面是否与抛出时的向上面不同, 已知硬币与地面发生完全非弹性

碰撞.

I

[解答]

1.（6 分）

硬币关于转轴的转动惯量为（1 分）
J =

1

4
mr2

有冲量与冲量矩定理，关于质心有（2 分）

I + IN = mv0, Ir − INr = Jω0

同时有速度关联（1 分）
v0 = ω0r

因此有（2 分）
v0 =

8I

5m
,ω0 =

8I

5mr

2.（20 分）

在受到冲击之后，设硬币与水平方向夹角为 ϕ，由于桌面光滑，因此质心横坐标不变，有（1 分）

r⃗c = (0, r sinϕ)

1
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于是我们有（2 分）
Ek =

1

2
mẏ2c +

1

2
Jϕ̇2 =

1

2
mr2

(
cos2 ϕ+

1

4

)
ϕ̇2

Ep = mgyc = mgr sinϕ

因此有机械能守恒（2 分）
1

8
mr2(4 cos2 ϕ+ 1)ϕ̇2 +mgr sinϕ =

8I2

5m

可以得到（2 分）
ϕ̇2 =

64I2 − 40m2gr sinϕ
5m2r2(4 cos2 ϕ+ 1)

由于 dϕ̇2

dϕ = 2ϕ̈，则有（2 分）

ϕ̈ =
4 cosϕ

5r2(4 cos2 ϕ+ 1)2

(
64
I2

m2
sinϕ− 5gr(5 + 4 sin2 ϕ)

)
因此可以得到（2 分）

ÿc = r(ϕ̈ cosϕ− ϕ̇2 sinϕ)

=
4 cos2 ϕ

5r(4 cos2 ϕ+ 1)2

(
64
I2

m2
sinϕ− 5gr(5 + 4 sin2 ϕ)

)
− (64I2 − 40m2gr sinϕ) sinϕ

5m2r(4 cos2 ϕ+ 1)

当地面无支持力时，硬币脱离桌面，此时有（1 分）

mÿc = −mg

此时 ϕ = θ,（3 分）
20 sin2 θ − 64

I2

m2gr
sin θ + 25 = 0

可以看到，sin θ 的解可以取遍 (0, 1]，也就是若要能够跳起，有（2 分）

I = m
√
gr

( 
20 sin2 θ + 25

64 sin θ

)
min

=
3
√
5

8
m
√
gr

于是有（1 分）

v0,min =
3
√
5

5

√
gr

当 v > v0,min 时，有（2 分）

θ = arcsin
(

8I2

5m2gr
−
 

64I4

25m4g2r2
− 5

4

)

3.（14 分）

当 θ = π
6
时，有（1 分）

I =

√
15

4
m
√
gr

因此有当脱离时，有（1 分）
ϕ̇2 = 2

g

r
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因此有此时质心速度为（1 分）

vc = r cos θϕ̇ =

√
6

2

√
gr

于是在之后的运动过程中，有（2 分）

yc = −1

2
gt2 +

√
6

2

√
grt+

1

2
r

因此有左右两端（2 分）

ya = yc − r sin
(
π

6
+

…
2
g

r
t

)
, yb = yc + r sin

(
π

6
+

…
2
g

r
t

)
当落地时，有（1 分）

ta = 3.2943

…
r

g
, tb = 2.3357

…
r

g

因此在落地时，右端点先落地，此时硬币反转的角度为（1 分）

ϕ′ =
π

6
+

…
2
r

g
t = 3.8268rad = 219◦

此时硬币成功翻面落地，在与地面碰撞时，有关于接触点角动量守恒，因此有（2 分）

1

4
mr2
…
2
g

r
+mrẏc cos(ϕ′ − π) =

1

4
mr2ω′ +mr2ω′ cos2(ϕ′ − π)

其中（1 分）

ẏc =

 
v2c + 2gr

(
1

2
− sin(ϕ′ − π)

)
= −1.1110

√
gr

解得（1 分）
ω′ = −0.5964

…
g

r
< 0

因此其不可能再次翻面，以反面朝上。（1 分）

[补充内容]

0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5

−2

−1

1

2

t/
√
r/g

y/r

左端点运动情况
右端点运动情况

二. （40 分） 湖振
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当大风吹过一个狭长的湖面时，我们会发现湖两端的水面出现了明显的、周期性的高度变化。在本题中，我们将
这一问题转化为水在一个 2 维长方体缸中的运动。

我们以如下形式描述液体的运动。我们认为液体的运动相对于缸子的尺寸是微小的。对于静止时位置为 r = (x, y)

的液体质点，其在 t 时刻的位移为 ψ(r, t)，这被称为液体运动的拉格朗日描述法。现在假设缸子的水平长度为 L，水
的深度为 h。

1. 不妨先进行经典模型的计算，在这一模型中，我们类比弹簧振子的能量 E = 1
2
meffq̇

2 + 1
2
keffq

2。我们在计算动能
时，直接考虑质心动能，不考察相对质心动能。同时水面为一直线。计算湖振角频率。

2. 现在我们来详细计算流体的运动。坐标系以湖面中心为原点，向上为 y 正方向，向右为 x 正方向，这意味着缸子
的边界为 x = ±L

2
, y = h。

i. 我们假设液体的密度不变，满足质量守恒；同时液体在流动时不产生漩涡。试着写出 ψ 在空间上需要满足的
两个方程（方程中不得含有与时间有关的偏导数）。

ii. 现在我们猜测行波解 ψy = f(y) sin(kx) cos(ωt+ ϕ)，试着表示出 ψx 的表达式（选择合适的条件，绕开 f(y)

的求解）。

iii. 得到 f(y) 的表达式。请特别注意问题中隐含的边界条件！可以保留一个待定参数。

iv. 考察位于液体表面的一个液体质点，液体质点会受到重力与垂直液体表面的支持力，列出其运动方程，并且
求解 ω，与第 1 小问结果进行对比。

[解答]

1.（9 分）

假设水面的倾角为 α，并且 α≪ 1。因此水面表达式为（1 分）

y = x tanα ≈ αx

α
x

y

因此其质心的位置（2 分）

xc =

∫ L/2
−L/2 x(h+ αx)dx

Lh
=
αL2

12h

yc =

∫ L/2
−L/2

1
2
(h+ αx)2dx
Lh

= −1

2
h+

L2α2

24h

因此有（2 分）
Ek =

1

2
mẋ2c +O(α̇4) ≈ mL4

288h2
α̇2

Ep = mgyc = −1

2
mgh+

mgL2α2

24h

因此可以得到（2 分）
meff =

mL4

144h2
, keff =

mgL2

12h

第 4 页（共 22 页）



不卖，纯恶心人 物理竞赛 试卷 2

因此有（2 分）

ωapprox =

 
keff

meff
=

…
12
gh

L2

2.（31 分）
i. （2 分）显然有（2 分）

∇ ·ψ = 0, ∇×ψ = 0

ii. （2 分）利用质量守恒，有（1 分）
∂ψx
∂x

= −∂ψy
∂y

= −df
dy sin(kx) cos(ωt+ ϕ)

两边同时积分可以得到（1 分）
ψx =

1

k

df
dy cos(kx) cos(ωt+ ϕ)

iii.（13 分）利用无旋条件，有（1 分）
∂ψx
∂y

=
∂ψy
∂x

因此有（2 分）
1

k

d2f

dy2 cos(kx) = kf(x) cos(kx) ⇒ d2f

dy2 = k2f(x)

其通解为（2 分）
f(y) = Aeky +Be−ky

值得注意的是 y = h 时，有 ψy = 0，也就是 f(h) = 0，因此可以得到（3 分）

f(y) = A sinh(k(h− y))

同时，当 x = ±L/2 时，有 ψx = 0，也就是（1 分）

cos
(
k
L

2

)
= 0

。值得注意的是，水面在湖振时不存在多个最高点，应是一条单调的曲线。所以（2 分）

k
L

2
=
π

2

k =
π

L

因此有（2 分）
f(y) = A sinh

(π
L
(h− y)

)
iv.（14 分）考察表面处两个相邻的质点 (x, 0), (x+ dx, 0)，因此此处液面的斜率为（2 分）

dy
dx =

ψy(x+ dx)− ψy(x)

dx+ ψx(x+ dx)− ψx(x)
=

∂ψy

∂x

1 + ∂ψx

∂x

≈ ∂ψy
∂x

因此其在表面所受支持力分量为（2 分）

Nx = −N
∂ψy

∂x√
1 + ∂ψy

∂x

2
≈= −N ∂ψy

∂x
+O

(
∂ψy
∂x

2)
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Ny = N
1√

1 + ∂ψy

∂x

2
≈ N +O

(
∂ψy
∂x

2)
于是有（2 分）

mψ̈x = −N ∂ψy
∂x

,mψ̈y = −mg +N

因此有（2 分）
ψ̈x ≈ −g ∂ψy

∂x

∣∣∣∣
y=0

于是有代入（1 分）ψx, ψy 表达式得到

−Aω2 cosh(kh) sin(kx) cos(ωt+ ϕ) = −gk sin(kx) sinh(kh) cos(ωt+ ϕ)

因此解得（3 分）

ω =
»
gk tanh(kh) =

 
gπ

L
tanh

(
πh

L

)
当 h≪ L 时有（1 分）

ω =

…
π2gh

L2
≈
…

9.87
gh

L2

第一问中的形式在 h≪ L 的条件下相同，只有在系数上有差别。实际的频率比估算得到的更小。（1 分）

三. （55 分） 你真的会隐失波吗？

光线在全反射时，在几何光学中我们认为透射光是不存在的。然而，在波动光学中，透射光以一种独特的形式存
在。本题中将会考察有关隐失波的具体计算。（本题中所有光场计算的最后表达式可以忽略时间项 e−iωt）

1. 三维空间中充满两种均匀介质。在 z > 0 的区域，折射率为 n1，其余区域折射率为 n2，并且有 n2 < n1。现在有
一电磁波平面波从 z > 0 的区域入射，入射角为 θi，其在真空中的波长为 λ。

x

z

θi

n1

n2

i. 若入射光为 s 光，振幅为 Ẽis，求反射光与透射光表达式。

ii. 若入射光为 p 光，振幅为 Ẽip，求反射光与透射光表达式。

iii. 当 sin θi > n2

n1
时，分别对 s 光与 p 光给出透射光表达式，并且适当用文字描述这一特殊的光场。

iv. 我们知道全反射时，光线全被反射，如何解释这一透射光场的能量来源？试着使用坡印廷矢量 S = 1
µ0
(E×B)

解释这一问题。

2. 隐失波显微镜。当我们将另一片介质片靠近透射光场时，介质平面开始有能量流出。这一能量流出与两介质界面
距离十分敏感，因此我们可以利用这一物理原理制作显微镜。
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i. 我们可以将这种显微镜类比为法布里珀罗干涉仪。若入射光为 s 光，入射角为 θ，振幅为 Ẽi。计算其透射光
场振幅 Ẽt 与入射角 θ 的关系。参数如图所示：

n1 n2 n1

d

θ

ii. 当 sin θ > n2

n1
时，重新给出透射光场 Ẽt 的表达式。

iii. 若透射能量与反射能量各占一半，且 θ = π
4
, n1 = 1.5, n2 = 1，给出 d/λ 的值。

提示：s 与 p 光分别取自德文中 senkrecht（垂直）与 parallel（平行）两个单词，即与入射面垂直或平行。

[解答]

1.（37 分）

i.（21 分）由麦克斯韦方程组（1 分）
∇× E = −µ0

∂H
∂t

而在平面波中 ∇ → ik, ∂
∂t

→ −iω，因此有振幅大小（1 分）

Hs =
k

µ0ω
Es ∝ nEs

设入射、反射、透射光为（3 分）

Ẽi = Ẽiseiki·rŷ, Ẽr = Ẽrseikr·rŷ, Ẽt = Ẽtseikt·rŷ

对应（3 分）
H̃i = Ẽiseiki·r ki × ŷ

µ0ω
, H̃r = Ẽrseikr·r kr × ŷ

µ0ω
, H̃t = Ẽtseikt·r kt × ŷ

µ0ω

其中（3 分）
ki = kr =

2πn1

λ
, kt =

2πn2

λ

我们知道 E 与 H 切向连续，因此有（2 分）Ẽis + Ẽrs = Ẽts

n1Ẽis cos θi − n1Ẽrs cos θr = n2Ẽts cos θt

代入（2 分）

θr = θi, cos θt =

√
1−

(
n1 sin θi
n2

)2
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有（2 分）

Ẽrs = Ẽis
n1 cos θi −

»
n2
2 − n2

1 sin2 θi

n1 cos θi +
»
n2
2 − n2

1 sin2 θi
, Ẽts = Ẽis

2n1 cos θi
n1 cos θi +

»
n2
2 − n2

1 sin2 θi

同时有（2 分）
kr =

2πn1

λ
(sin θi, 0, cos θi), kt =

2πn2

λ
(sin θt, 0,− cos θt)

因此有（2 分）

Ẽr = Ẽis
n1 cos θi −

»
n2
2 − n2

1 sin2 θi

n1 cos θi +
»
n2
2 − n2

1 sin2 θi
ei 2πn1

λ (x sin θi+z cos θi)ŷ

Ẽt = Ẽis
2n1 cos θi

n1 cos θi +
»
n2
2 − n2

1 sin2 θi
ei 2πλ (n1x sin θi−z

√
n2
2−n2

1 sin2 θi)ŷ

ii.（6 分）同理可以得到（2 分） Ẽip cos θi − Ẽrp cos θr = Ẽtp cos θt
n1Ẽip + n1Ẽsp = n2Ẽtp

因此可以得到（2 分）

Ẽrp = Ẽip

n2 cos θi − n1

…
1−

(
n1 sin θi
n2

)2
n2 cos θi + n1

…
1−

(
n1 sin θi
n2

)2 , Ẽtp = Ẽip
2n1 cos θi

n2 cos θi + n1

…
1−

(
n1 sin θi
n2

)2
仿照前问可以得到（2 分）

Ẽr = Ẽip

n2 cos θi − n1

…
1−

(
n1 sin θi
n2

)2
n2 cos θi + n1

…
1−

(
n1 sin θi
n2

)2 ei 2πn1
λ (x sin θi+z cos θi)(− cos θix̂ + sin θiẑ)

Ẽt = Ẽip
2n1 cos θi

n2 cos θi + n1

…
1−

(
n1 sin θi
n2

)2 ei 2πλ (n1x sin θi−z
√
n2
2−n2

1 sin2 θi)

√1−
(
n1 sin θi
n2

)2

x̂ +
n1 sin θi
n2

ẑ


iii.（4 分）当（2 分）sin θi > n2

n1
时，有

Ẽts = Ẽis
2n1 cos θi

n1 cos θi + i
»
n2
1 sin2 θi − n2

2

ei 2πλ n1x sin θie 2π
λ z

√
n2
1 sin2 θi−n2

2 ŷ

Ẽtp = Ẽip
2n1 cos θi

n2 cos θi + in1

…(
n1 sin θi
n2

)2
− 1

ei 2πλ n1x sin θie 2π
λ z

√
n2
1 sin2 θi−n2

2

i

√(
n1 sin θi
n2

)2

− 1x̂ +
n1 sin θi
n2

ẑ


可以看到光场在 −z 方向上指数衰减，必须值得注意向下是 z 的负方向！由于这个区间只有波长量级，因此我们
在几何光学中不需要考察这一部分。（2 分）由于其随着 z 向下增加而消失，故得名隐失波。

iv.（6 分）由 i 问可知，（1 分）
H =

k × E
µ0ω
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因此有（值得注意 k ⊥ E）（2 分）

S = E × H =
1

µ0ω
E × (k × E) = E2

µ0ω
k =

|Re Ẽ|2
µ0ω

Re k̃

对于隐失波，有（1 分）
Re k̃ =

(
2πn1

λ
, 0, 0

)
可以看到坡印廷矢量平行于界面，因此全反射时的确没有能量向下流动，能量来源实际上是界面左侧的无穷远
处。（2 分）

2.（18 分）

i.（11 分）设介质振幅反射、透射率为 r, t, r′, t′（前者为 n1 → n2，后者为 n2 → n1）。可以使用在介质层中方反
复反射的光线计算。折射光线角度为（1 分）

n1 sin θ = n2 sinϕ

容易计算得到两条相邻反射光的相位差为（2 分）

δ =
4n1π

λ
d cosϕ =

4πd

λ

»
n2
2 − n2

1 sin θ

因此透射光为（2 分）

Ẽ0 = tt′eiδ/2Ẽi

Ẽ1 = tt′r′2e(1+1/2)iδẼi

Ẽ2 = tt′r′4e(2+1/2)iδẼi

· · ·

Ẽn = tt′r′2ne(n+1/2)iδẼi

求和可以得到（2 分）
Ẽt = tt′eiδ/2Ẽi

1

1− r′2eiδ
因此有（2 分）

r′2 = r2 =

n1 cos θi −
»
n2
2 − n2

1 sin2 θ

n1 cos θ +
»
n2
2 − n2

1 sin2 θ

2

tt′ = 1− r2 =
4n1 cos θ

»
n2
2 − n2

1 sin2 θ(
n1 cos θ +

»
n2
2 − n2

1 sin2 θ
)2

代入得到（2 分）

Ẽt =
4n1 cos θ

»
n2
2 − n2

1 sin2 θeiδ/2(
n1 cos θi +

»
n2
2 − n2

1 sin2 θ
)2

−
(
n1 cos θi −

»
n2
2 − n2

1 sin2 θ
)2

eiδ
Ẽi

=
2n1

»
n2
2 − n2

1 sin2 θ cos θ

2n1

»
n2
2 − n2

1 sin2 θ cos
(

2πd
λ

√
n2
2 − n2

1 sin θ
)
− i(n2

2 + n2
1 sin 2θ) sin

(
2πd
λ

√
n2
2 − n2

1 sin θ
)
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ii.（2 分）利用 cos(iθ) = cosh(θ), sin(iθ) = i sinh(θ) 可以得到（2 分）

Ẽt =
2n1

»
n2
1 sin2 θ − n2

2 cos θ

2n1

»
n2
1 sin2 θ − n2

2 cosh
(

2πd
λ

√
n2
1 sin θ − n2

2

)
− i(n2

2 + n2
1 sin 2θ) sinh

(
2πd
λ

√
n2
1 sin θ − n2

2

) Ẽi
iii.（5 分）代入数值有（2 分）

Ẽt =
(0.72 + 0.96i)e−

√
2πd
2λ

1− (0.28− 0.96i)e−
√

2πd
λ

Ẽi

于是由（1 分）

|Ẽt| =
√
2

2
|Ẽi|

解得（2 分）

d =

√
2

π
tanh−1

(
3√
34

)
λ ≈ 0.25606λ

[补充内容]
隐失波图像

四. （40 分） 电阻杂质小球

向电导率为 σ1 的介质中掺加电导率为 σ2 的杂志小球。杂志小球的数密度为 n，半径为 R。问掺杂后的介质的等
效电导率为多大？（精确到 n 的一阶影响）

[解答]

设导体在外场 E0 下。在掺杂后的导体中，考察一个掺杂小球，其表面处电流法向分量连续。因此有（4 分）

σ1En,out = σ2En,in

可以看到与介质球中的电场连续性条件相似，不妨设球体表面电荷密度为（4 分）

σ = σ0 cos θ

第 10 页（共 22 页）



不卖，纯恶心人 物理竞赛 试卷 2

考察 θ = 0 的点，此处电场方向就是法向，于是（4 分）

En,out = E0 +
2σ0
3ε0

, En,in = E0 −
σ0
3ε0

代入解得（4 分）
σ0 = 3ε0E0

σ2 − σ1
2σ1 + σ2

对应的偶极矩大小为（4 分）
p =

4

3
πR3σ0 = 4πR3ε0

σ2 − σ1
2σ1 + σ2

E0

由于 n 很小，我们可以认为两个导体球之间没有影响，偶极矩大小与单个的偶极矩无异。因此导体极化率为（4
分）

P = np = 4πR3ε0n
σ2 − σ1
2σ1 + σ2

E0

因此可以得到相对介电常数（4 分）

εr =
P

ε0E0

+ 1 = 1 + 4πR3ε0n
σ2 − σ1
2σ1 + σ2

所以此时有导体内部的电场（E0 与退极化场之和）（4 分）

E =
E0

εr
≈ E0

(
1− 4πR3ε0n

σ2 − σ1
2σ1 + σ2

)
因此有（4 分）

J = σ1E = σ1

(
1− 4πR3ε0n

σ2 − σ1
2σ1 + σ2

)
E0

所以得到（4 分）
σeff = σ1

(
1− 4πR3ε0n

σ2 − σ1
2σ1 + σ2

)

五. （40 分） Yo-Yo 消旋

航天器姿态控制技术中的 Yo-Yo 消旋法是在运载火箭与人造卫星二体分离之后甩出对称缠绕在星体上的链绳尾
端安装的配重，从而使星体的转动惯量快速增大，由于角动量守恒，星体转速下降。Yo-Yo 消旋法优势在于不需要消
耗燃料能量。

已知星体是一个半径为 R，质量为 m 的薄壁圆柱，而两颗配重的质量为 m/2。现在提出一个利用地磁场导致的
额外安培力力矩节省链绳的方案：一束电流 I 由切点流向配重，它的大小正比于链绳中点在垂直与链绳方向的速度，
比例系数为 ε。已知地磁场的磁感应强度为 B，垂直纸面向里，星体初始转动角速度为 Ω0。

Ω

I

m

m
2

m
2I

1. 如果没有地磁场，求出绳子展开的速度（即单位时间离开圆柱的绳子长度）。并且给出星体停止转动时，展开的绳
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子长度。

2. 现在有一极弱的地磁场，试问此时为了让星体静止，绳子展开的长度减少了多少？（近似到 B 的一阶）

提示： ∫
x3

a2 + x2
dx = −a

2 ln (a2 + x2)

2
+
x2

2
+ C,

∫
x3

(a2 + x2)2
dx =

a2

2a2 + 2x2
+

ln (a2 + x2)

2
+ C

[解答]

1.（17 分）

设绳子展开部分的长度为 l，则展开速度为 dl
dt。在展开的过程中，角动量、动能守恒，因此有，质点的位置与速度

为：（2 分）
r = (l, R)

v =

(
−RΩ, lΩ+ l

1

R

dl
dt

)
这里 x 轴平行于绳，y 轴垂直于绳。因此体系的能量与角动量为：（4 分）

E =
1

2
mR2Ω2 +

1

2
m

(
R2Ω2 + l2

(
Ω+

1

R

dl
dt

)2
)

= m

(
R2Ω2 +

1

2
l2
(
Ω+

1

R

dl
dt

)2
)

L = mR2Ω+m

(
l2
(
Ω+

1

R

dl
dt

)
+R2Ω

)
= m

(
l2
(
Ω+

1

R

dl
dt

)
+ 2R2Ω

)
利用能量与角动量守恒，可以得到：（4 分）

R2Ω2 +
1

2
l2
(
Ω+

1

R

dl
dt

)2

= R2Ω2
0

l2
(
Ω+

1

R

dl
dt

)
+ 2R2Ω = 2R2Ω0

解得（4 分）
dl
dt = Ω0R, Ω =

2R2 − l2

2R2 + l2
Ω0

因此当 Ω = 0 时，有（3 分）
l =

√
2R

2.（23 分）

绳中点法向速度为（2 分）
v′ =

l

2

(
Ω+

1

R

dl
dt

)
因此有（2 分）

I =
εl

2

(
Ω+

1

R

dl
dt

)
对应安培力大小为（2 分）

FA =

(
0,
Bεl2

2

(
Ω+

1

R

dl
dt

))
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安培力对体系的力矩为（2 分）
Γ =

∫
r ×BI ŷ dx =

Bεl3

4

(
Ω+

1

R

dl
dt

)
因此有（2 分）

dL
dt = 2 · Bεl

3

4

(
Ω+

1

R

dl
dt

)
dE
dt = 2 · Bεl

3

4

(
Ω+

1

R

dl
dt

)2

在对 dL
dt 的一阶计算下，括号内部的内容可以直接用零阶近似，也就是前问算出的结果。（6 分）

∆L =
Bε

2

∫
l3
(
Ω+

1

R

dl
dt

)
dt

=
Bε

2

∫
4R2l3

2R2 + l2
Ω0dt

dl=Ω0Rdt
======== 2BεR

∫ √
2l

0

l3

2R2 + l2
dl

= 2BεR3(1− ln 2)

∆E =
Bε

2

∫
l3
(
Ω+

1

R

dl
dt

)2

dt

=
Bε

2

∫ (
4R2Ω0

2R2 + l2

)2

l3 dt

= 8BεR3Ω0

∫ √
2R

0

l3

(2R2 + l2)2
dl

= 4BεR3Ω0

(
ln 2− 1

2

)
因此在 ω = 0 时：（4 分）

1

2
l2
(
1

R

dl
dt

)2

= R2Ω2
0 +

4BεR3Ω0

m

(
ln 2− 1

2

)
l2

R

dl
dt = 2R2Ω0 +

2BεR3

m
(1− ln 2)

因此解得（2 分）

l = R

√
2
(
1 + BεR

mΩ0
(1− ln 2)

)»
1 + 4BεR

mΩ0

(
ln 2− 1

2

) ≈
√
2R

(
1 +

BεR

mΩ0

(2− 3 ln 2)

)
即减少了（1 分）

√
2BεR

2

mΩ0
(3 ln 2− 2)。

六. （40 分） 大气缸的绝热过程

我们考察一个绝热大柱形气缸，竖直放置在重力场（重力加速度为 g）中，其高度为 h，截面积为 S。在气缸中，
我们放入 N 个氦气原子，氦原子的质量为 m。

1. 当气缸中气体处于 T 的温度时，求出高度 x 处气体分子的数密度。

2. 接前问，计算气体分子的总内能。
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3. 现在我们将大气缸的上端修改为一可移动的活塞，并将气缸放在完全真空的环境中，试问活塞的质量应为多少才
能保持气柱的高度不变？如果我们在活塞上倒沙子，应该倒多少才能使活塞下降到 h/2 的位置？

提示：解方程前作代换 ξ = mgh
kBT
，最后结果可以包含一个只含 ξ 与未知量的超越方程。∫

xex
(ex − 1)2

dx = − xex
ex − 1

+ ln (ex − 1) + C

4. 接上问，若 ξ = 1，则求出沙子质量为多少。

[解答]

1.（14 分）

对于高度在 x ∼ x+ dx 的薄层，有受力平衡：（2 分）

p(x)A = p(x+ dx)A+ n(x)Adxmg

因此有（2 分）
dp
dx = −nmg

代入（2 分）
p = nkBT

可以得到（2 分）
dn
dx = −n mg

kBT

解得（2 分）
n = n0 exp

(
−mgx
kBT

)
归一化系数为（2 分）

Z =

∫ h

0

exp
(
−mgx
kBT

)
Sdx =

kBTS

mg

[
1− exp

(
−mgh
kBT

)]
因此有（2 分）

n(x) =
Nmg

kBTS

exp
(
−mgx
kBT

)
1− exp

(
−mgh
kBT

)
2.（6 分）

我们可以将内能分为动能与势能，总动能的计算是容易的，为（2 分）

Ek =
3

2
NkBT

接下来计算总势能，

[方法一] 使用积分计算总势能（2 分）

Ep =

∫ h

0

mgx · n(x)Sdx = NkBT −N
mgh

exp
(
mgh
kBT

)
− 1
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[方法二] 使用配分函数计算总势能（2 分）

Ep = −N ∂ lnZ
∂β

= −N ∂

∂β
ln
(
1

β
[1− exp(−βmgh)]

)
= NkBT −N

mgh

exp
(
mgh
kBT

)
− 1

因此有（2 分）
U =

5

2
NkBT −N

mgh

exp
(
mgh
kBT

)
− 1

3.（18 分）

对于高度为 h 处，有（2 分）
n(h) =

Nmg

kBTS
[
exp

(
mgh
kBT

)
− 1
]

因此对于活塞有（2 分）
Mg = n(h)kBTS

M =
nkBTS

g
=

Nm

exp
(
mgh
kBT

)
− 1

当活塞下降 dx 时，我们有热力学第一定律：（2 分）

dQ = p(h)dV + dU = 0

为了求解这个微分方程，我们可以将较为复杂的内能表达式改写为（2 分）

U =
5

2
NkBT − p(h)Sh

因此有（2 分）
5

2
NkBdT − Sh d(p(h)) = 0

令 ξ = mgh
kBT
，有 T = mgh

kBξ
, p(h) = Nmg

S(eξ−1)
，代入可以得到（2 分）

5

2
d
(
h

ξ

)
− h d

(
1

eξ − 1

)
= 0

分离变量可以得到（2 分）
dh
h

=

(
1

ξ
− 2

5

ξeξ
(eξ − 1)2

)
dξ

两边积分可以得到（2 分）

ln 1

2
= ln ξ

′

ξ
+

2

5

(
ξ′eξ′

eξ′ − 1
− ln

(
eξ′ − 1

))
− 2

5

(
ξeξ

eξ − 1
− ln

(
eξ − 1

))
于是可以得到沙子的质量为（2 分）

Msand = Nm

(
1

eξ′ − 1
− 1

eξ − 1

)
4.（2 分）
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代入 ξ = 1 可以得到（1 分）
ξ′ = 0.3227

代入可以得到（1 分）
Msand = 2.044Nm

[补充内容]

0.50.5 11 1.51.5 22 2.52.5 33 3.53.5 44 4.54.5 55

0.10.1

0.20.2

0.30.3

0.40.4

0.50.5

0.60.6

0.70.7

0.80.8

0.90.9

11

00

七. （65 分） 奇妙的算符运算

量子力学中，处处可见算符的计算，本题中我们将会考察其在一个特例中的运用——简谐振子。

1. 算符小练习
首先，让我们通过几个例子了解什么是算符。算符，可以认为是一个机器，对一个函数进行操作之后会吐出

来一个新的函数，例如求导的过程就可以使用算符描述：

D̂ ≡ d
dx, D̂f(x) =

df
dx

如果我们有两个算符 Â, B̂，那么我们可以有

Âf(x) + B̂f(x) = (Â+ B̂)f(x)
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如果我们想要对一个函数反复操作多个函数，则可以在函数前不断叠放算符，如 n 阶导：

D̂(· · · (D̂(D̂(D̂︸ ︷︷ ︸
n个

f(x)))) · · · ) = dnf
dxn , 也可以表示为D̂nf(x) =

dnf
dxn

我们可以将函数前的算符与函数自身分离开来，将算符看成一个整体，就如数学中的复合函数。必须要注意
的是，算符在进行复合计算时，应从右向左算，且对于一般的不同的算符，不存在交换律，不过存在结合律与分
配律。

ÂB̂ ̸= B̂Â, Â(B̂Ĉ) = (ÂB̂)Ĉ, Â(B̂ + Ĉ) = ÂB̂ + ÂĈ

i. 考察微分算符 D̂ ≡ d
dx，试着计算 eD̂f(x)。

提示：

eD̂ ≡ 1 + D̂ +
D̂2

2!
+
D̂3

3!
+
D̂4

4!
+ · · ·

f(x) = f(a) + (x− a)f ′(a) +
(x− a)2

2!
f ′′(a) +

(x− a)3

3!
f ′′′(a) + · · ·

ii. 考察算符 D̂ ≡ d
dx 与 x̂ ≡ x（如果你不知道 x̂ 对 f(x) 的作用是什么，写下“x̂f(x)”，并将 x̂ 修改为 x，继而

一目了然得到 x̂f(x) = xf(x)），计算 D̂x̂− x̂D̂。
提示：算符的计算化简很容易出错，推荐方法是将其作用在一个函数上，最后再将函数拿走。

2. 算符量子力学
通常，我们在研究量子力学时，需要求解薛定谔方程

ih̄∂Ψ
∂t

= − h̄2

2m

∂2Ψ

∂x2
+ V (x)Ψ

通过分离变量 Ψ(x, t) = ψ(x)φ(t)，我们可以轻松得到定态薛定谔方程（划线公式）

− h̄2

2m

d2ψ

dx2 + V (x)ψ = Eψ, φ(t) = e−iEt/h̄

其中 E 即为粒子的能量。通过对方程求解之后，我们可以得到一系列可能的 ψn，这些对应的分离的能量 En，
这也就是我们常说的能级。我们能够使用算符表示这一方程：

x̂ ≡ x, p̂ ≡ −ih̄ d
dx, Ĥ ≡ p̂2

2m
+ V

Ĥψ = Eψ

我们现在需要理解波函数 Ψ 告诉我们了什么，实际上 |Ψ|2 表征了粒子在 x 轴上位置的概率分布，即在
x ∼ x+ dx 处找到粒子的概率为 |Ψ(x)|2dx，因此我们可以知道波函数应当满足∫ +∞

−∞
|Ψ|2dx =

∫ +∞

−∞
Ψ∗Ψdx = 1

于是我们可以计算粒子的平均位置与动量（在这里就不再推导了，直接给出结论）：

⟨x⟩ =
∫ +∞

−∞
Ψ∗x̂Ψdx, ⟨p⟩ =

∫ +∞

−∞
Ψ∗p̂Ψdx

对于任意物理量 Q̂，如果我们想要得到其平均值，则有

⟨Q⟩ =
∫ +∞

−∞
Ψ∗Q̂Ψdx
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值得注意的是，由于上式中 |φ(t)|2 = 1，则上述所有表达式将 Ψ 换为 ψ 都仍然是成立的1。

i. 对于角频率 ω，振子质量为 m 的简谐振子，平衡位置为 0，写出势能函数 V (x)。

ii. 现在我们定义升降算符

â± = ∓i p̂√
2mh̄ω

+

…
mω

2h̄
x̂

试着计算 â+â−, â−â+，并使用 Ĥ 代换。

iii. 考察满足 Ĥψ = Eψ 的态 ψ，试着计算 Ĥ(â+ψ) 与 Ĥ(â−ψ)，你发现了什么？由此对“升降”算符名字进行
评价。
（提示：结果要往薛定谔方程形式上凑。）

iv. 我们考察体系的最低能级 E0，其对应波函数为 ψ0。作为基态波函数，其下方没有可能的波函数，也就是
â−ψ0 = 0，求解 ψ0 的能量，由此得到能级 En 的表达式。
（提示：使用定态薛定谔方程，不允许求解微分方程！）

v. 证明： ∫ +∞

−∞
f∗â±gdx =

∫ +∞

−∞
(â∓f)

∗gdx

对于波函数，为了满足平方可积的性质，一般都有，

lim
x→±∞

f(x) = 0, lim
x→±∞

g(x) = 0

（提示：使用分部积分法：
∫ b
a
f dg

dxdx = fg|ba −
∫ b
a
g df

dxdx。）
vi. 计算 â+â−ψn, â−â+ψn。由此，计算 â+ψn = cnψn+1, â−ψn = dnψn−1 中的 cn, dn。
（提示：试着计算

∫ +∞
−∞ (â±ψn)

∗(â±ψn)dx。）
vii. 证明 ∫ +∞

−∞
ψ∗
mψndx =

1 m = n

0 m ̸= n

（提示：计算
∫ +∞
−∞ ψ∗

m(â+â−)ψndx 与利用 (v.) 得到的等价形式。）
viii. 我们不妨来验证不确定性关系 σxσp ≥ h̄

2
，这里 σQ =

√
⟨Q2⟩ − ⟨Q⟩2，即标准差。计算 ψn 对应的 σx, σp，验

证不确定性关系。
（提示：将 x̂, x̂2, p̂, p̂2 用 â± 表示，再利用前几问所得结果，不需要真正计算积分。）

[解答]

1.

i. 根据题意，有
eD̂f(x) = f(x) + f ′(x) +

1

2!
f ′′(x) +

1

3!
f ′′′(x) + · · ·

作替换 1 → x+ 1− x，

eD̂f(x) = f(x) + (x+ 1− x)f ′(x) +
(x+ 1− x)2

2!
f ′′(x) +

(x+ 1− x)3

3!
f ′′′(x) + · · · = f(x+ 1)

1这只在 Ψ(x, t) 中只包含单一能量 ψ(x) 时成立，若有多个则替换不再正确，会出现交叉项。
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因此我们发现 eD̂ 是一个位移算符。

ii. 计算是容易的

(D̂x̂− x̂D̂)f(x) =
d[xf(x)]

dx − x
df(x)

dx = f(x) · dx
dx + x

df(x)
dx − x

df(x)
dx = f(x)

因此

D̂x̂− x̂D̂ = 1

2.

i. 弹簧的角频率为

ω =
»
k/m

则有简谐振子的势能为

V (x) =
1

2
kx2 =

1

2
mω2x2

ii. 根据 (1.ii.) 题我们可以得到

x̂p̂− p̂x̂ = ih̄

因此我们可以计算得到

â+â− =

(
−i p̂√

2mh̄ω
+

…
mω

2h̄
x̂

)(
i p̂√

2mh̄ω
+

…
mω

2h̄
x̂

)
=

1

h̄ω

(
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2

)
+

i
2h̄

(x̂p̂− p̂x̂)

=
1

h̄ω

(
− h̄2

2m

d
dx +

1

2
mω2x2

)
− 1

2

同理有，

â−â+ =

(
i p̂√

2mh̄ω
+

…
mω

2h̄
x̂

)(
−i p̂√

2mh̄ω
+

…
mω

2h̄
x̂

)
=

1

h̄ω

(
p̂2

2m
+

1

2
mω2x̂2

)
− i

2h̄
(x̂p̂− p̂x̂)

=
1

h̄ω

(
− h̄2

2m

d
dx +

1

2
mω2x2

)
+

1

2

代入 Ĥ = p̂2

2m
+ V (x)，有

â+â− =
Ĥ

h̄ω
− 1

2
, â−â+ =

Ĥ

h̄ω
+

1

2

iii. 利用 (2.ii.) 可以得到

Ĥ = h̄ω

(
â+â− +

1

2

)
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因此有

Ĥ(â+ψ) = h̄ω

(
â+â−â+ +

1

2
â+

)
ψ

= h̄ω

(
â+

(
Ĥ

h̄ω
+

1

2

)
+

1

2
â+

)
ψ

= â+Ĥψ + h̄ωâ+ψ

= (E + h̄ω)(â+ψ)

同理

Ĥ = h̄ω

(
â−â+ − 1

2

)
因此有

Ĥ(â−ψ) = h̄ω

(
â−â+â− − 1

2
â−

)
ψ

= h̄ω

(
â−

(
Ĥ

h̄ω
− 1

2

)
− 1

2
â−

)
ψ

= â−Ĥψ − h̄ωâ−ψ

= (E − h̄ω)(â−ψ)

可以看到当能量为 E 的态 ψ 在被作用上升降算符之后，能量增加或减少了 h̄ω，故得“升降”之名。

iv. 我们直接使用定态薛定谔方程

Ĥψ0 = h̄ω

(
â+â− +

1

2

)
ψ0

=
1

2
h̄ωψ0

因此直接可以得到
E0 =

1

2
h̄ω

根据 (2.iii.) 我们可以得到，对 ψ0 不断作用升算符可以得到更高的能级，每一个能级之间相差 h̄ω，所以有

En = h̄ω

(
n+

1

2

)
, n = 0, 1, 2, · · ·

v. 我们将 â± 拆为 p̂ 部分与 x̂ 部分分开证明。x̂ 部分的证明是显然的，∫ +∞

−∞
f∗xgdx =

∫ +∞

−∞
(xf)∗gdx

因为 x 是实数，x = x∗。对于 p̂ 的部分，∫ +∞

−∞
f∗ dg

dxdx = f∗g|+∞
−∞ −

∫ +∞

−∞

df∗

dx gdx = −
∫ +∞

−∞

(
df
dx

)∗

gdx

所以有 ∫ +∞

−∞
f∗

(
∓

h̄ d
dx√

2mh̄ω
+

…
mω

2h̄
x

)
gdx =

∫ +∞

−∞

[(
±

h̄ d
dx√

2mh̄ω
+

…
mω

2h̄
x

)
f

]∗
gdx
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即 ∫ +∞

−∞
f∗â±gdx =

∫ +∞

−∞
(â∓f)

∗gdx

得证。

vi. 计算是容易的，只需要利用 Ĥψn =
(
n+ 1

2

)
h̄ωψn

â+â−ψn =

(
Ĥ

h̄ω
− 1

2

)
ψn = nψn

â−â+ψn =

(
Ĥ

h̄ω
+

1

2

)
ψn = (n+ 1)ψn

所以我们可以得到 ∫ +∞

−∞
(â+ψn)

∗(â+ψn)dx = |cn|2
∫ +∞

−∞
ψ∗
n+1ψn+1dx = |cn|2

=

∫ +∞

−∞
ψ∗
nâ−â+ψn = (n+ 1)

∫ +∞

−∞
ψ∗
nψndx = n+ 1∫ +∞

−∞
(â−ψn)

∗(â−ψn)dx = |dn|2
∫ +∞

−∞
ψ∗
n−1ψn−1dx = |dn|2

=

∫ +∞

−∞
ψ∗
nâ+â−ψn = n

∫ +∞

−∞
ψ∗
nψndx = n

因此有

cn =
√
n+ 1, dn =

√
n

vii. 根据 (2.vi.) 可以得到 ∫ +∞

−∞
ψ∗
m(â+â−)ψndx = n

∫ +∞

−∞
ψ∗
mψndx

根据 (2.v.) 可以得到等价形式，并计算∫ +∞

−∞
ψ∗
m(â+â−)ψndx =

∫ +∞

−∞
(â−ψm)

∗(â−ψn)dx =

∫ +∞

−∞
(â+â−ψm)

∗ψndx = m

∫ +∞

−∞
ψ∗
mψndx

由此可以得到

(n−m)

∫ +∞

−∞
ψ∗
mψndx = 0

如果 n ̸= m，则有
∫ +∞
−∞ ψ∗

mψndx = 0，而若 m = n，则有
∫ +∞
−∞ ψ∗

mψndx =
∫ +∞
−∞ ψ = n∗ψndx = 1，综上讨论可以

得到： ∫ +∞

−∞
ψ∗
mψndx =

1 m = n

0 m ̸= n

viii. 由定义，我们可以得到

x̂ =

…
h̄

2mω
(â+ + â−), p̂ = i

…
h̄mω

2
(â+ − â−)
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因此有

⟨x⟩ =
∫ +∞

−∞
ψ∗
n

…
h̄

2mω
(â+ + â−)ψndx = c1

∫ +∞

−∞
ψ∗
nψn+1dx+ c2

∫ +∞

−∞
ψ∗
nψn−1dx = 0

⟨p⟩ =
∫ +∞

−∞
ψ∗
ni
…
h̄mω

2
(â+ − â−)ψn = c3

∫ +∞

−∞
ψ∗
nψn+1dx+ c4

∫ +∞

−∞
ψ∗
nψn−1dx = 0

又有
x̂2 =

h̄

2mω
(â2+ + â+â− + â−â+ + â2−), p̂2 = − h̄mω

2
(â2+ − â+â− − â−â+ + â2−)

则

⟨x2⟩ =
∫ +∞

−∞
ψ∗
n

h̄

2mω
(â2+ + â+â− + â−â+ + â2−)ψndx

=

∫ +∞

−∞
ψ∗
n

h̄

2mω
(â+â− + â−â+)ψndx =

h̄(2n+ 1)

2mω

⟨p2⟩ =
∫ +∞

−∞
ψ∗
n

h̄mω

2
(−â2+ + â+â− + â−â+ − â2−)ψndx

=

∫ +∞

−∞
ψ∗
n

h̄mω

2ω
(â+â− + â−â+)ψndx =

h̄mω(2n+ 1)

2

因此我们可以得到

σx =
»
⟨x2⟩ − ⟨x⟩2 =

…
h̄

2mω

√
2n+ 1

σp =
»
⟨p2⟩ − ⟨p⟩2 =

…
h̄mω

2

√
2n+ 1

所以有
σxσp =

h̄

2
(2n+ 1) ≥ h̄

2

不确定性关系得以验证。
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