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内 容 提 要 

 本书是为力学专业研究生编写的教材，也可作为机械、土木、水利、动力、车辆、船舶、飞行器、自

动控制等专业研究生的选修教材，适用于 60 学时左右的课程。 
 全书共分 8 章。第 1 章阐述非线性动力系统的理论与实验建模方法，第 2 章和第 3 章分别介绍单自由度

自治系统的定性和定量分析方法，第 4 章和第 5 章侧重于分析单自由度非自治系统和多自由度系统的非线性

动力学行为。第 6 章介绍非线性系统的运动稳定性及分叉理论。第 7 章阐述混沌现象及混沌的控制。第 8
章阐述如何运用数值方法分析非线性动力系统的行为，特别是系统的周期运动、分叉与混沌。书末附录阐述

了如何借助计算机代数软件 MAPLE 分析非线性动力学问题。 
 本书内容丰富，强调分析、计算与实验的结合，吸取了国内外近期研究成果，溶入了作者的教学和研

究心得，反映了本学科的新进展。 
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前  言 

 本书是为力学专业硕士研究生专业课编写的教材，也可供机械、动力、车辆、船舶、飞

行器、自动控制、土木、水利等专业的硕士和博士研究生作为选修课教材。考虑到从事非线

性动力学研究工作人员的需要，在内容上略加扩充，以便读者能进一步应用这些基本理论和

方法去解决工程问题或者探索解决工程问题的正确途径。 
 本书的主要内容曾作为南京航空航天大学力学专业硕士研究生的必修课和其它专业博士

研究生的选修课讲授多年，经过不断充实更新，汇集了作者多年来的教学心得和部分研究结

果。撰写时，除了着重对经典内容作简明、严谨的阐述，还吸取了国内外近期文献报道的一

些研究成果，力求反映本学科的最新进展和发展趋势。 
 全书共分 8 章。依次阐述了非线性动力系统的建模，单自由度自治系统、单自由度非自

治系统和多自由度系统的分析方法及动力学行为，非线性系统的运动稳定性与分叉，混沌运

动及其控制，以及非线性动力系统的数值分析方法。每章有一定数量的习题，以便读者加深

对正文内容的理解，了解所学方法可能拓宽的应用范围。为了使读者从繁琐的数学推导中解

放出来，并通过数值计算和图形显示来加深理解本书内容，书末附录扼要介绍了如何借助计

算机代数软件 MAPLE 分析非线性动力学问题。 
 本书可作为 60 学时课程的教材，目录中带*号的内容可作为选修。对于 30 学时左右的非

线性振动入门课程，可仅选用前 5 章，并略去目录中带*号的内容。 
 南京航空航天大学振动工程研究所金栋平副教授参与了本书初稿撰写过程中一些问题的

研讨和习题的编写，博士研究生王在华协助编写了部分附录。博士研究生冯志华、郭大蕾，

硕士研究生钱晓勇等承担了部分书稿的校对，在此一并致以诚挚的谢意。 
 北京航空航天大学应用数理系陆启韶教授认真审阅了全书并提出许多宝贵意见。对此，

作者表示由衷的感谢。此外，作者感谢责任编辑孙平凡编审为提高本书出版质量付出的辛勤

劳动。 
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绪  论 

 工程中的真实动力系统几乎总含有各种各样的非线性因素，例如机械系统中的间隙、干

摩擦、轴承油膜，结构系统的大变形、非线性材料本构关系，控制系统的非线性控制策略等

等。线性系统只是真实动力系统的一种简化模型。通常，线性系统模型可提供对真实系统动

力学行为的很好逼近。然而，这种线性逼近并非总是可靠的，被忽略的非线性因素有时会在

分析和计算中引起无法接受的误差。特别对于系统的长时间历程动力学问题，即使略去很微

弱的非线性因素，也常常会在分析和计算中出现本质性的错误。为了说明这一观点，我们列

举若干种依靠线性系统理论无法解释的动力学现象。 
 例如，无阻尼单摆的微振动可以由单自由度线性系统来描述，其自由振动频率与摆的初

始状态无关。但随着初始摆角增大，摆的自由振动将呈现非线性，自由振动频率会随着初始

摆角的增加而降低。 
 又如，单自由度线性阻尼系统的自由振动总是随着时间衰减，系统发生周期性自由振动

的前提是无阻尼，其振动幅值取决于初始状态。然而，许多未受外激励的非线性系统会发生

所谓自激振动。其典型表现是：如果对处于平衡位置的系统给予一极小的扰动，系统会偏离

平衡位置而发生幅值越来越大的振动，但当振动幅值大到一定程度后便趋于某一定值，形成

周期振动，其振幅和周期均与系统初始状态无关。产生自激振动的原因在于这类系统具有不

容忽略的非线性阻尼。 
 再如，在简谐激励下，线性阻尼系统的稳态响应是唯一的、与激励频率相同的简谐振动。

然而，受简谐激励的非线性系统会发生多频振动现象和多解现象。即系统的稳态振动具有周

期性，但具有与简谐激励不同的频率，其 Fourier 频谱呈现多个峰；系统存在多种可能的稳

态振动，不同的初始状态会导致不同的稳态振动。 
 此外，线性系统在确定性激励下的响应是确定性的。然而，许多非线性系统在确定性激

励下的响应却难以预测，呈所谓混沌现象。即系统响应对初始状态的微小变化极其敏感，但

却不发散，致使系统的长时间历程预测变得不确定。 
 对于这些现象，只有依靠非线性振动的理论才能得以正确解释。因此，我们有必要研究

非线性动力系统的行为，揭示非线性对系统动力学行为的影响。一旦把握了某种非线性现象

的内在规律，就有可能利用该现象创造出线性动力系统所不具备的功能。例如，自激振动原

理已被广泛应用于振荡电路，多解现象被用来对系统状态进行切换，混沌现象被用来进行保

密通讯、提高振动机械的工作效率等等。 
 非线性动力学问题的求解一般非常困难，只有极个别的简单问题有精确解。由于线性系

统的叠加原理不适用于非线性系统，这些简单问题的解无法叠加组成复杂问题的解。此外，

非线性动力学具有上述特殊的复杂现象。因此，一个多世纪来人们付出了巨大的努力试图发

展各种有效的分析方法，揭示非线性动力系统的奥秘。非线性动力学已成为一个有浩瀚文献

的专门研究领域，并处在不断发展之中。 
 本书的主要读者是攻读工学硕士学位的研究生。他们大多首次接触非线性问题，手中几



乎没有什么可用的工具，而学习完本书后将开始阅读近代文献，着手解决工程中的非线性动

力学问题。要在这门仅 60 学时左右的课程的学习过程中完成上述任务是很不容易的。因此，

我们在本书选材和内容编排上的首要考虑就是要少而精，易于入门；其次是要适当压缩经典

内容，使读者尽可能多接触一些该学科的近代发展，为今后进行从事非线性动力学的应用研

究架设桥梁。 我们期望这样的选材能够增加读者今后处理实际非线性动力学问题时成功的

机会。 
 一般来说，研究非线性动力学问题的第一步是通过力学理论或实验建立研究对象的数学

模型。在现有的非线性振动教科书和专著中，通常不涉及理论建模，而将其归于理论力学、

材料力学、分析力学等前期课程或多体动力学、非线性弹性理论等专门课程。实验建模方法

则散见于文献之中。我们认为，随着学科渗透，特别是近年来实验建模方法的发展，有必要

在本书第 1 章介绍建立非线性动力系统数学模型的方法。 
 本书的第 2 章至第 5 章属于非线性振动的经典内容，其传统的组织体系有两种。一种是

分门别类地介绍分析非线性动力系统的方法，二是由简单到复杂地介绍非线性动力系统特有

的现象。这两种体系各有优点，不易兼顾。为了在比较短的篇幅内尽可能分散难点，我们先

以单自由度自治系统为对象，在第 2 章和第 3 章分别介绍了定性方法和常用的几种定量分析

（近似分析）方法。在第 4 和第 5 章中，则将目前最流行的多尺度方法推广到单自由度非自

治系统和多自由度系统，比较全面地介绍非线性动力系统特有的现象。可以说，前两章侧重

于介绍分析方法的体系，后两章侧重于介绍非线性动力学现象的体系。 
 本书第 6 章着重介绍非线性振动的稳定性与分叉理论，它是非线性振动经典内容向近代

内容的转折。为了与近代文献相衔接并使读者接受必要的数学训练，该章的叙述比较抽象，

并且有一些数学证明。这是本书的重点与难点。 
 第 7 章以尽可能通俗的语言介绍了混沌现象以及如何控制混沌，这是近年来非线性动力

学研究的热点。 
 随着计算机的普及，数值计算方法在研究复杂非线性动力系统的行为，特别在研究系统

的长时间历程行为中正起着重要作用。本书第 8 章将以第 6 章和第 7 章的理论为基础，介绍

一些重要的数值计算方法。 
 非线性动力学是一门正在发展中的学科，书中许多内容并不是完全成熟的。作者衷心希

望读者在阅读本书的过程中能够解决已指出的一些遗留问题，并期待读者能发现和提出有意

义的新问题。 
 



应用非线性动力学 

第 1 章  非线性动力系统的建模 

 对所关心的非线性动力系统建立数学模型是后继分析的基础。通常，建模前要对系统的

构成进行分析，尽可能把握系统的主要非线性因素。然后，需要根据已掌握的信息决定建模

的方法。完全借助力学理论进行建模的过程一般称作理论建模，而以实验作为主要手段的建

模过程可称作实验建模。实践中，通常交替采用这两种建模技术进行相互检验，或混合采用

两种技术进行复杂系统的联合建模。本章先介绍造成系统非线性的一些主要力学因素，然后

分别介绍这两种建模技术。 

1.1 系统的非线性及分类 

 单自由度非线性系统的运动微分方程一般形如 
  )()),(),(()( tfttutuptum =+ &&&   (1.1.1) 

它反映了系统惯性力 )(tum &&− 、非线性内力 )),(),(( ttutup &− 与外激励 的力平衡关系。本

节试图通过一些具体例子，帮助读者建立对非线性力 的认识。 
)(tf

), t,( uup &

1.1.1 保守系统 

 机械能守恒的系统称作保守系统，它的运动微分方程形如 
  0))(()( =+ tuptum &&   (1.1.2) 

其中 p u( )是仅依赖于系统位移 u 的非线性有势力，例如重力、弹性力等。 

 

 

  

 (b)(a)

 

 

 

 

图 1.1.1 重力场中的单摆及其非线性有势力 

 图 1.1.1 中的重力摆是保守系统最简单的例子，其运动满足微分方程 

  0)(sin)( =+ tu
l
gtu&&   (1.1.3) 

该系统的非线性有势力是 

—3— 
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  u
l
gup sin)( =   (1.1.4) 

对于小摆角 u，可利用 uu ≈sin 将系统(1.1.3)简化为线性系统。对于中等摆角 u，采用三阶

Taylor 展开式 sin ，将方程(1.1.3)简化为 6/3u−uu ≈

  0)](
6
1)([)( 3 =−+ tutu

l
gtu&&   (1.1.5) 

 通常，将运动微分方程形如 

  (1.1.6) 0)()()( 3 =++ tbutautu&&

的系统称作 Duffing系统，其中 、b是常数。中等摆角时，重力摆运动微分方程(1.1.5)就是

一个 Duffing 系统，其

a
0>/= lga 、 06/ <−= lgb 。Duffing 系统的另一例子是图 1.1.2 所示

端部有集中质量的弹性梁。梁的大挠度变形会产生图示非线性弹性恢复力，若梁的质量远小

于端部集中质量，其大挠度自由振动近似满足方程(1.1.6)，此时 a 、 。 0> 0>b

 

  

 (b)(a)

 

 

 

图 1.1.2 具有集中质量的大挠度梁及其非线性弹性恢复力 

 如果将保守系统(1.1.2)与单自由度线性系统类比，可认为有势力 相当于一非线性弹

簧提供的弹性恢复力的反力。因此，可定义非线性刚度为 

)(up

  
u
upupuk

d
)(d)()(

def
=′=   (1.1.7) 

这一刚度是随系统位移大小而变的。如果非线性弹簧满足 0)( ≥′′ upu ，则称系统刚度渐硬；

反之则为刚度渐软。显然，重力摆是一刚度渐软系统，而带集中质量的大挠度梁是刚度渐硬

系统。 
 

 
图 1.1.3 含弹性约束的系统及其分段线性弹性恢复力 
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 间隙与弹性约束在机械系统中比比皆是。图 1.1.3 是一含弹性约束的单自由度系统，其

非线性有势力是位移 u的分段线性函数 

   (1.1.8) 




>−++
≤

=
δδµδ
δ

uukk
uku

up
),)(1(

                                     ,
)(

故称作分段线性系统。显然，它是一刚度渐硬系统。 

1.1.2 非保守系统 

 非保守系统的机械能不守恒，系统或是内部存在耗能因素，或是从外界吸收能量。下面

讨论几种造成系统非保守的非线性因素。 

 (1) 非线性阻尼 
 由阻尼耗能导致的非保守系统为 
  0)())(()( =++ tkutuqtum &&&   (1.1.9) 

其中阻尼力的反力形如 

  L&&& ,2,1,0,)( 1 == − nuucuq n   (1.1.10)  

 a. 当 n 时，式(1.1.10)可写作 = 0

   (1.1.11) q u c u N u( &) sgn & sgn &= =
def
µ

−q u( &) 是 Coulomb 干摩擦力，其中 N 为摩擦界面间正压力， µ 为干摩擦系数。 
 b. 当 n 时，= 1 )(uq &− 是人们非常熟悉的线性粘性阻尼力，适用于描述物体在空气或液

体中作低速运动所受到的阻力。 
 c. 当 n 时，= 2 )(uq &− 是低粘度流体阻尼力，适用于描述物体在空气或低粘度液体中作

中高速运动所受到的阻力。 
 (2) 非线性迟滞 
 众所周知，当弹性结构的应力超过某一门槛值后结构会发生塑性变形。此时即使完全卸

载，结构仍有残余应变。这说明，结构塑性变形后的应力不仅与当前应变有关，而且与应变

历史有关，从而使应变 -应力曲线呈现多值。 
 描述理想弹塑性材料的简单唯象模型如图 1.1.4 所示，其对应的非线性力表达式为 

  




>
≤

=+=
s

s

zz
zzuk

ztzuktup
              ,0

,d
d),(),( 2

1   (1.1.12) 

该模型所确定的非线性力 是分段线性的，并且需要由增量形式的微分方程来描述。若

，则 随 周期性变化，在 平面上形成图 1.1.4(b)所示的迟滞回线。

该模型除了描述理想弹塑性材料，还可描述许多可类比为图 1.1.4(a)系统的力学问题，例如由

钢丝绳、钢丝网垫作为主要弹性、阻尼元件的隔振器等。 

),( tup
)t ttutu ωsin)( 0= ,(up ),( pu

 更一般的情况下，对非线性迟滞的描述需要用分段曲线。例如，采用磁流变体的阻尼器

具有如下形式的阻尼力 

 —5—
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    (1.1.13) )]sgn(arctan[),( 4321 uauaauauuq &&&&&&& −+=

其对应的典型迟滞回线如图 1.1.5 所示。近年来，工程界已提出了许多非线性迟滞模型，文

献[1]对其一般形式进行了归纳和抽象。 

 -4 -2 0 2 4
-20

-10

0

10

20
a

1
=2.5 a

2
=6.0

a
3
=5.0 a

4
=1.0

阻
尼
力

速度  
图 1.1.4 双线性弹塑性宏观模型及其迟滞现象 图 1.1.5 磁流变阻尼器的迟滞现象 

(3) 参数激励 
    图 1.1.6 所示基础作铅垂运动的重力摆，其运动微分方程

为 

               (1.1.14))(sin])([)(2 tugtvmltuml −= &&&&

若基础作铅垂简谐振动 v t a t( ) sin= 2 ，则上式成为 

    0)(sin)2sin4(1)( =++ tutag
l

tu&&         (1.1.15)

将上式与式(1.1.3)比较可见，非线性项 的系数由常数

变为时间 t 的函数 (
)(sin tu

g l/ ltag /)2sin4+ 。 

 
图 1.1.6 基础激励下的重力摆 

 在本例中，环境对系统的激励以时变参数的形式反映在系统运动微分方程中，因此被称

作参数激励，相应的振动称作参激振动。若该系统的摆角足够小，方程(1.1.15)可线性化为著

名的 Mathieu方程 
  0)()2sin2()( =++ tuttu εδ&&  (1.1.16) 

其中 

  
l
a

l
g 2,

defdef
== εδ  (1.1.17) 

尽管式(1.1.16)是一线性常微分方程，但其系数是随时间变化的。本书 4.6 节将指出，这类系

统的动力学行为明显有别于读者所熟悉的线性定常系统的振动。 
 对非线性系统的分类除了按保守与非保守之外，还可按自治与非自治进行分类。自治系

统是指方程(1.1.1)的特殊形式 

   0))(),(()( =+ tutuptum &&&   (1.1.18) 

其非线性力不显含时间 t；不具备这种形式的系统称作非自治系统。在本书中，自治系统可

理解为作自由振动的系统，以及将要介绍的自激振动系统；而非自治系统可理解为受外激励

或参数激励的系统。 
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1.2 理论建模 

 以 Newton 力学为根基的各个动力学分支都涉及如何就研究对象进行建模这一问题，而

不同的研究对象决定了该动力学分支的特色。 
 简单质点系或单个刚体的理论建模通常运用理论力学和分析力学方法，分析力学中的

Lagrange 方程是最受欢迎的方法。但像机器人这类由多刚体和关节组成的复杂系统，则需采

用多刚体动力学方法，借助计算机来完成建模。这些系统的特点是具有有限个自由度。 
 相比之下，具有无限自由度的连续介质系统的建模非常复杂。系统的非线性来自两方面，

一是系统的运动（如大变形），二是构成系统的材料。对于计入上述非线性的杆、轴、梁、

板和简单的壳体，高等材料力学和弹性力学提供了一些建模的手段。至于更复杂的结构，则

需要采用非线性有限元、多柔体动力学等方法，在计算机上完成建模。 
 面对理论建模所涉及的上述多个动力学分支，本书仅就几个分支各介绍一种方法，供不

同专业的读者作为入门向导。 

1.2.1 分析力学方法 

 最常用的分析力学方法是第二类 Lagrange 方程。其特点是基于系统的能量来建立系统运

动微分方程，从而无需对系统取分离体进行受力分析。此处不打算重复分析力学的理论体系，

只是扼要介绍一些与非线性动力系统建模有关的概念。 
 (1) 广义坐标 
 若系统运动能用一组独立坐标来完备描述，则这组坐标称为该系统的广义坐标。广义指

坐标的量纲不限于长度和角度，模态坐标、机电耦合系统的电压、电流均可作为广义坐标。 
 广义坐标的选择是人为的，有无穷多种方式，建立系统力学模型时用的物理坐标是其中

一组。为了客观描述系统，任意两组广义坐标须能相互转换。譬如，N 自由度系统的物理坐

标 与另一组广义坐标 之间应有可逆的联系。最简单的可

逆联系就是线性振动理论中多次使用的线性变换。 

T
21 ][ Nuuu L=u T

21 ][ Nqqq L=q

 (2) 系统的能量 
 考察由 n 个质量为 的质点和 s 个完整定常约束nimi ,,2,1, L=

1[ qq=q

 组成的系统，其自由度为

。取一组广义坐标 ，将各质点相对于空间某定点的矢径记为 snN −= 3 T
2 ]NqL

   (1.2.1) niii ,,2,1      ),( L== qrr

 系统的动能是各质点动能之和 
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1 rrrrT  (1.2.2) 

其中系数 

                                                        

 完整定常约束是指系统的约束可以表示为不显含时间的代数方程组。 
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def
LL ==

∂
∂
⋅

∂
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= ∑
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rr
 (1.2.3) 

称作系统的质量系数，是广义坐标 的函数。当研究系统微振动时，可取其在平衡位置

的值。 

q q = 0

 在定常约束下，系统的势能仅是广义坐标 q 的函数，记作V ( )q 。如果取平衡位置为零势

能参考点，并考虑到势能在平衡位置取极值，则有条件 

   Nk
q
VV

qk
,,2,1,0,0)0(

0

L==
∂
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=
=

 (1.2.4) 

 (3) Lagrange 方程 
 在分析力学中，通常基于虚位移原理和 D’Alembert 原理来导出一般完整约束系统的

Lagrange 方程，其过程比较复杂。此处仅以完整定常约束系统为例，导出其 Lagrange 方程。

但该方程与一般完整约束系统的 Lagrange 方程形式相同。 
 先将系统的约束分为两类，一类是理想约束，其约束反力不作功。刚体的内力、不可伸

长的绳索、光滑固定面、光滑铰链等都属于此列。另一类是非理想约束，例如摩擦等。以下

将非理想约束的反力与外力归在一起。 
 根据功能原理，外力和非理想约束反力作的元功 dW 等于系统总能量 T V+ 的微分，即 
  WVT d)(d =+  (1.2.5) 

现在来看这一原理在具体广义坐标 下的结果。记外力和非理想约束反力之

和在这组广义坐标下的分量为 ，它们的元功可写作 

T
21 ][ Nqqq L=q

T
21 ][ Nfff L=f

   (1.2.6) ∑
=

==
N

j
jj qfW

1

T ddd qf

定常约束系统的势能仅是广义坐标 的函数，故 q

  ∑
= ∂
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=
N

j
j

j
q

q
VV

1

dd  (1.2.7) 

定常约束系统的动能是广义坐标及其导数的函数，故 
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 (1.2.8) 

注意到质量系数仅是广义坐标 的函数，由式(1.2.2)可写出 q

                       ∑ ∑ ∑∑∑
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对上式两端微分得 
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 (1.2.10) 

由式(1.2.10)减去式(1.2.8)得 
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 (1.2.11) 

将式(1.2.6)、(1.2.7)和(1.2.11)代入式(1.2.5)，得到功能原理的具体形式 
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 (1.2.12) 

根据广义坐标 的独立性，诸 不可能同时为零，从而得到 Lagrange 方程 q j dq j
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  (1.2.13)  

 例 1.2.1 考察图示弹簧摆，其弹簧质量可忽略不计，试建立系统自由振动微分方程组。 
解：这是二自由度系统。取静平衡位置为零势能参

考点，在图示广义坐标下系统的动能和势能分别为 

])[(
2

2
2

2
1

2
2 uuulmT && ++=                   (a)

    2
212 2

+])cos([ ukuullgm +−=V             (b)

代入方程(1.2.13)得 
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



=+−+−
=+++

0cos)(
0sin2)(

21
2
122

12112

kuugmuulmum
ugmuumuulm

&&&
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图 1.2.1 弹簧摆的自由振动 

如果保留到二阶非线性项，则方程(c)化为 
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l
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&&&
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  (d) 

1.2.2 多刚体动力学方法 

 (1) 概述 
 多刚体动力学的研究对象是由多个刚体、关节、不计质量的弹性元件和阻尼元件等构成

的系统，主要任务是采用程式化的方法来建立系统的动力学方程，并计算系统的运动。因此，

它是理论力学和分析力学的自然延伸和技术发展。自 20 世纪 60 年代起，机器人、汽车等工

业的需求推动了多刚体动力学理论的发展，Roberson 和 Wittenburg，Schiehlen 和 Kreuzer，
Kane 等学者提出了一系列新方法。随后兴起的各种计算机代数语言为程式化建模的实现提供

了平台，出现了 NEWEUL、MESA VERDE、ADAMS 等建模和分析软件。 
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 一个典型的多刚体动力学软件包括如下模块： 
 a. 输入系统的拓扑结构和参数信息； 
 b. 自动消除系统的内约束力，形成系统动力学方程； 
 c. 形成由计算机高级语言描述的动力学方程并输出结果； 
 d. 计算系统自给定初始条件起的运动并输出结果。 
 从力学角度看这样一个软件，最关键的模块就是如何自动消除系统的内约束力，形成系

统动力学方程。在此，特介绍一种比较容易理解的方法。 
 (2) Schiehlen-Kreuzer 方法 
 考察由 n 个刚体和 s 个完整定常约束构成的多体系统。取其第 i 个刚体 为分离体，根

据刚体动力学理论，可写出 质心运动的 Newton 方程和绕 质心转动的 Euler 方程 
Bi

Bi Bi

   (1.2.14) 




=+=⋅×+
+=

ni
m

iiiiiii

iiii

,,2,1,)(
,

 L&

&&

 hgJJ
fer

ωωω

其中m 是 的质量，J 是 以质心为参考点的转动惯量张量，r& 是 的质心加速度矢量，e
和 分别是作用于 质心的外力和约束力矢量，

i

i

Bi i

i

Bi i& iB i

f B ω i 是 绕质心转动的角速度矢量，g 和

分别是关于 质心的外力矩和约束力矩矢量。这样 n 个刚体的动力学方程可合并为 
Bi i ih

Bi

    (1.2.15) 
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其中 
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 由于系统具有 s 个约束，故其仅有 snN −= 6 个独立广义坐标，记为 q q 。在这

组广义坐标下，刚体 的质心运动可表示为 
q N1 2, , ,L

Bi

   (1.2.17) ),,,,( 21

def
tqqq Nii Lrr =

将其对时间求导，得到质心速度 
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&&&  (1.2.18) 

即 是广义速度ir& & , , ,q j Nj =1L 的线性组合。由于ω i 可由 和刚体 上另一点的速度之差确

定，从而也可写成广义速度 的线性组合 
ir& Bi

Njj ,,2,1, L=q&

   (1.2.19) 0
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N

j
jiji q bb +=∑
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&ω
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由上述两式可导出 
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其相应的矩阵形式为 
  wqBvqAr +=+= &&&&&&& ω     ,  (1.2.21) 

其中 

   (1.2.22) ][   ],[   ,][
defdef

T
21

def

ijijNqqq bBaAq === L

读者不难根据式(1.2.20)写出 和 的具体表达式。将式(1.2.21)代回式(1.2.15)，得到由独立广

义坐标向量 描述的运动微分方程 
v w

q

   (1.2.23) IE ffqq,pqDE +=+ )( &&&

其中 
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 为了消除约束产生的广义力 ，考察系统的虚位移 fI

  δ δ δ δr A q B q= =, ω  (1.2.25) 

根据完整定常约束的性质， 在虚位移上所做的功满足 fI

   (1.2.26) 0)( TTTTTTT =+=+= hfrhBfAqfEq ωδδδδ I

由 qδ 的任意性，将方程(1.2.23)左乘 TE 得到系统的运动微分方程 

   (1.2.27) EfEqqpEqDEE TTT ),( =+ &&&

 例 1.2.2 图 1.2.2 所示双摆的两个集中质量均为 m，转动惯量可忽略，摆长为 l，试用

Schiehlen-Kreuzer 方法建立系统自由振动的微分方程。 
    解：以图中单位矢量 和 为基矢量建立坐标系，

取

e1 e2

θ1 和θ 2 为描述系统的广义坐标，则两集中质量的质心

矢径为 

      (a)

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21111

eer
eer

θθθθ
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l

注意到集中质量的转动惯量为零，方程(1.2.27)可简化为

                 (b)eAMvAqMAA TTT =+&&
 

图 1.2.2 双摆自由振动 
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将下述矩阵和向量 
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代入式(b)，得到系统自由振动的非线性微分方程 
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建议读者用该方法推导出双物理摆的运动微分方程。 

1.2.3 弹性力学方法 

 采用弹性力学方法建模时，一般依次列出系统的动力平衡方程、变形几何方程和本构方

程，然后尽可能消去联立方程中的未知函数。根据剩下待求解的未知物理量，弹性力学建模

方法有位移法、力法和混合法。其中，位移法是最常用的。 
 本节考察图 1.2.3 中两端铰支、均匀材料等截面 Bernoulli-Euler 梁，其左端纵向固定，右

端纵向可移动且作用有纵向载荷 P t( ) 。现以该梁在材料线弹性范围内的中等挠度振动为例，

说明如何运用弹性力学位移法建立系统的运动偏微分方程。 
 

 

 
 
 
 
 
 
 

 

图 1.2.3 轴向力作用下的梁中等挠度振动及其微段受力分析 

 首先，取梁上距左端 处（对应于弧长坐标x s ）的微段 d ds x= / cosθ 。根据图中的受力

分析，得到该微段质心的纵向运动 u x t( , )和横向运动w x t( , ) 所满足的动力平衡方程 
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 (1.2.28) 

其中 N x t( , ) 是梁在 截面上沿梁变形后中性层切线方向的轴力，Q xx t( , )是剪力。若略去梁微

段的旋转惯量，则剪力Q x t( , )与弯矩 M x t( , ) 间具有准静力关系 
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将式(1.2.29)代入方程(1.2.28)，得到 
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(1.2.30b)

(1.2.30a)

对于梁的中等挠度变形，通常将方程(1.2.30)中的三角函数近似为 
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≈ θθ  (1.2.31) 

并在后继分析中保持这样的二阶 Taylor 截断。 
 在建立变形几何方程阶段，通常根据实验观察结果引入一些变形假设，以便使问题得以

简化。此处引入的基本假设是：变形前垂直于梁轴线的横截面在变形后垂直于变形的轴线。

根据这一基本假设，距中性层 z 处点的纵向位移 u x 由三部分组成：一是轴力引起的横

截面纵向平动 u x ，即微段质心的纵向位移

~( , , )z t
u x~( , , )t0 t( , )；二是由横截面转动引起的 z x tθ ( , ) ；

三是横向弯曲引起的 ∫0 −
∂
∂

+
x

xx2 d(1
x
w) 。因此，该点的纵向位移是 
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由此得到该点的正应变 
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 在线弹性范围内，梁在横截面上的正应力为 
  ),,(),,( tzxEtzx εσ =  (1.2.34) 

其中 E 是材料的弹性模量。 
 现以梁的纵向位移 u x t( , ) 和横向位移 w x t( , ) 为未知量来建立其运动偏微分方程。将式

(1.2.33)代入式(1.2.34)，在梁的横截面上积分得到轴力和弯矩 
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2
1),(),({d),,(),(

2

2

x
w

x
uEA

Atx
x

txw
x

txz
x

txuEAtzxtxN
AA

∂
∂

+
∂
∂

=

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

== ∫∫∫∫
  (1.2.35) 

 
θθθθ

σ

cosd),(cos}]),([
2
1),(),({           

d),,(),(

2

x
EIAtx

x
txw

x
txz

x
txuzE

AztzxtxM

A

A

∂
∂

=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
=

=

∫∫

∫∫
  (1.2.36) 
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其中 是梁的截面惯性矩。根据几何关系AzI
A

d2∫∫=
x
w
∂
∂

=θtan ，可导出 

 2

2
2cos

x
w

x ∂
∂

=
∂
∂ θθ  (1.2.37) 

因此 

 θ3
2

2
cos),(

x
wEItxM

∂
∂

=   (1.2.38) 

将式(1.2.35)和(1.2.38)联同式(1.2.31)代回方程(1.2.30)，得到仅含未知位移的动力学方程 

 

0)](
2

25
2
3[ 

 ])(6)21([ 

 ][

2
3

3

2

2

2

2

3
2

2

4

4

2

2

3

3

2

2

2

2

2

2

=
∂
∂

∂
∂

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

∂
∂

−

−
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

x
w

x
w

x
wEI

x
uEA

x
w

x
wEI

x
wEI

x
w

x
uEA

x
w

x
wEI

x
uEA

t
uAρ

 (1.2.39a) 

 

0)]()(
2
213)

4
3(2[          

]11[          

 ])(3[

23
2

2

4

4

2

2

3

3

2

2

2

2

3
2

2

4

4

2

2

2

2

=
∂
∂

∂

∂
+

∂

∂
−

∂

∂
−

∂
∂

+
∂
∂

∂

∂

∂

∂
+

∂

∂

−
∂

∂
−

∂

∂
+

∂

∂
∂
∂

−
∂

∂

x
w

x
w

EI
x
w

EI
x
w

x
u

EA

x
w

x
w

x
w

EI
x
u

EA

x
wEI

x
wEI

x
w

x
uEA

t
wAρ

 (1.2.39b) 

这就是计入几何非线性效应的梁纵横向运动耦合动力学方程，其最低阶截断误差为 3)
x
w
∂
∂( 。 

 研究梁的横向非线性振动时通常对纵向运动微分方程引入简化假设。如果略去梁横向运

动对纵向运动的影响，方程(1.2.39a)将简化为线性波动方程 

  0  2

2

2

2
=

∂
∂

−
∂
∂

x
uEA

t
uAρ   (1.2.40a) 

相应的边界条件是 

  )(),(,0),0( tP
x

tluEAtu −=
∂

∂
=   (1.2.40b) 

在给定的初始条件下解出纵向位移 u x t( , ) 后代入方程(1.2.39b)，可得到以横向位移w x t( , ) 为
未知函数、纵向位移 u x t( , ) 为时变系数的非线性偏微分方程。 
 对于定常纵向 载荷 P t P( ) = 0 ，一般略去梁的纵向惯性效应，视轴力为 

  0),( P
x
uEAtxN −=

∂
∂

≈  (1.2.41) 

这意味着 
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  02

2
=

∂
∂

=
∂
∂

x
uEA

x
N      即      0  2

2
=

∂
∂

t
uAρ  (1.2.42) 

这时，方程(1.2.39b)简化为 

  
0)]()(216)34[(

2
1       

 ]11[])(3[

23
2

2

4

4

2

2

0

3

3

2

2
3

2

2

4

4

2

2

02

2

=
∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

+

−
∂
∂

∂
∂

∂
∂

−
∂
∂

−
∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

x
w

x
wEI

x
wEI

x
wEAP

x
w

x
w

x
wEI

x
wEI

x
wEI

x
wP

t
wAρ

 (1.2.43) 

或简记为 

  0)( 2

2
=+

∂
∂ wD

t
wAρ  (1.2.44) 

其中 D w( ) 是关于 的非线性偏微分算子。 x
 方程(1.2.44)是一非线性偏微分方程，其解空间具有无限维。通常，人们采用 Galerkin
方法将其简化为有限个常微分方程来进行研究。Galerkin 方法的基本思路是取一组满足梁边

界条件的形状函数 ，构造 nrxr ,,2,1),( L=ϕ

   (1.2.45) ∑
=

=
n

r
rr tqxtxw

1
)()(),( ϕ

将其代入方程(1.2.44)，方程残差反映了残余力。为了尽量减小残余力，可以选择未知函数

，使残余力关于各形状函数 对应的位移平均作功为零，

即 

nrtqr ,,2,1),( L= nrxr ,,2,1),( L=ϕ

   (1.2.46) nsxxtqxDtqxA sr

n

r
r

n

r
r

l
,,2,1     ,0d)())]()(()()([

11
0

L&& ==+ ∑∑∫
==

ϕϕϕρ

这显然是 n 个关于未知函数 的二阶常微分方程。 nrtqr ,,2,1),( L=

 对于梁振动问题，最常用的形状函数就是梁的微振动固有振型。以简支梁的低频振动为

例，通常仅取梁的第一阶固有振型
l
xx πsin)(1 =ϕ 。将其代入方程(1.2.44)后再代入方程(1.2.46)，

经计算得到一个单自由度非线性振动系统 

 0)}(
16
π)(]

4
π

8
)34(π[)()ππ{(1)( 5

18
3
164

0
12

0
41 =

21
−

5
−

+
+−+

86424

tq
l
EItq

l
EI

l
EAPtq

l
P

l
EI

A
tq

ρ
&&  (1.2.47) 

 最后需要指出，现有文献一般在最初阶段就取 cosθ ≈ 1，但取弯矩表达式(1.2.38)中的

2)(
2
11cos

x
w
∂
∂θ −≈ 。这样的不一致截断使最终结果成为 

  0)]()
4
π)()

ππ[(1)( 3
1612

0
41 =

3
−−+

624

tq
l
EItq

l
P

l
EI

A
tq

ρ
&&  (1.2.48) 

在以后的章节将会看到，由于 q 前系数的差异，方程(1.2.47)和方程(1.2.48)会具有截然不

同的动力学性质。 

t3( )
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1.3 实验建模 

 在工程中，许多非线性因素是无法用理论方法来确定的。因此，实验是非线性动力系统

建模的重要手段。实验建模问题可分为两类。一类是系统的数学模型已知，但模型中某些未

知参数需要通过实验来确定；另一类则是系统的数学模型未知，需要由实验来确定。通常，

将第一类问题称作参数估计，第二类问题称作模型辨识。 

1.3.1 参数估计 

 现采用单自由度非线性系统为例来说明参数估计问题及其解法。考察系统 

  )(),),(),(()( tfttutuptu =+ q&&&  (1.3.1) 

其中非线性力 的表达形式已知，但参数向量 是未知的。参数估计的任

务就是设计一种实验，通过实测的激励和响应数据来确定参数向量 q。 
),),(),(( qttutup & q ∈Rm

 设想已有激励 和系统加速度 的采样序列f t( ) &&( )u t f t u t k nk k( ), &&( ), , , ,=1 2 L ，则 

   (1.3.2) nktutfttutupp kkkkkk ,,2,1),()(),),(),((
def

L&&& =−== q

就是系统中非线性力的采样序列。如果 关于未知参数向量q是线性的，则称

问题为线性参数估计，反之为非线性参数估计。现分别进行讨论。 

),),(),(( qttutup &

 (1) 线性参数估计 
 以 Duffing 系统为例，其非线性力为 

   (1.3.3) 3T
321

def

3
3

21 ][,),,( Rqqququququup ∈=++= qq &&

由此，可将含测量误差 e k nk , , , ,=1 2 L 的非线性力采样序列写作 

   (1.3.4) nkeuququqp kkkkk ,,2,1,3
3

21 L& =+++=

其中 u u t u u t kk k k k= = n=( ), & &( ), , , ,1 2 L 是系统位移和速度的采样序列。它们可以直接测量而得，

也可以经测量的加速度采样序列积分而得。式(1.3.4)对应的矩阵形式为 
  epUq −=  (1.3.5) 

其中 

   (1.3.6) 



















=



















=





















=

nnnnn e

e
e

p

p
p

uuu

uuu
uuu

MM

&

MMM

&

&

2

1

def
2

1

def

3

2
3
22

1
3
11

def
      ,    , epU

 显然，式(1.3.5)是关于未知参数向量 的线性代数方程组，其有解的条件是 。通

常的实验总能满足n m

q n m≥ =3

>> = 3，所以式(1.3.5)是具有无穷多解的矛盾方程组。该方程在最小二

乘意义下的解是  

   (1.3.7) pUUUq T1T )(ˆ −=
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根据数理统计理论， q是未知参数向量 的无偏估计。 ˆ q
 (2) 非线性参数估计 
 当 与未知参数向量 q具有非线性关系时，参数估计问题变得比较困难。

原则上，总可以构造一优化问题 

),),(),(( qttutup &

  kkkkD
ptuup −

∈
),,,(min q

q
&  (1.3.8) 

运用各种数值优化方法，包括近年来引人注目的基因算法、模拟退火算法等在某一给定参数

域 D Rm⊂ 中寻求未知参数向量 。 q
 鉴于多变量全局优化还不够成熟，实践中总是尽可能回避非线性参数估计问题。事实上，

有许多非线性参数估计问题可通过某些技巧转换为线性参数估计问题。 
 例如，考察一含间隙的振子，其非线性力可表示为 

   (1.3.9) 




>+−++
≤+

=
duucdukkdk
duucuk

uup
        ,))((
                                     ,

),,(
211

1

&

&
& q

其中待估计参数向量为 

   (1.3.10) 4T
21

def
][ Rdckk ∈=q

如果试图直接由式(1.3.9)所对应的采样序列来确定 q，必须处理一非线性参数估计问题。为

了回避这一难题，可用足够强的激励使系统发生碰撞振动，选择正向和反向位移峰值处的采

样序列分别构造线性参数估计问题 

   (1.3.11a) L& ,2,1 ,21 =++= −−−− keuquqp kkkk

   (1.3.11b) L& ,2,1,321 =+++= +++++ keququqp kkkk

采用最小二乘解(1.3.7)得到两个参数估计向量 

  q   (1.3.12) T
221

T
321

def
T

1
T

21

def
]ˆˆˆˆˆ[]ˆˆˆ[ˆ,]ˆˆ[]ˆˆ[ˆ dkckkqqqckqq −+==== ++++−−− q

由此可解出 

  
+−

+
+−+−

−
==−==

11

3
211211 ˆˆ

ˆˆ,ˆˆ,ˆˆˆ,ˆˆ
qq

q
dqcqqkqk  (1.3.13) 

 上述分批对参数进行辨识的思路还可以进一步推广。例如，文献[2]把构成系统的元件分

为耗能类和保守类。考察了由线性弹簧、含间隙弹簧、立方非线性弹簧、理想弹塑性元件、

线性阻尼器以及平方非线性阻尼器并联而提供的如下非线性力 

  uucucpkukpkuktuup &&&& 2124
3

3121),,( +++++=  (1.3.14) 

其中 

  




>
≤

=




>−
≤

=
bp
bpu

p
duudu
du

p
2

2
21 ,0

,d
d         

),sgn(
,0

 (1.3.15) 

 —17— 



应用非线性动力学 

根据保守元件在相等变形之间的任意变形历史上不耗能的特点，可以建立仅含耗能元件参数

的线性识别方程并完成参数辨识；以此为基础，再利用能量积分又可建立仅含保

守元件参数 的线性识别方程。 
c c k b1 2 4, , ,

k k k d1 3 2, , ,

 此外，还可以对含有非线性参数的项进行多项式逼近，辨识出多项式的系数后再反演出

未知的非线性参数。例如，文献[3]提出用 Chebyshev 多项式或 Fourier 级数逼近上式中的非

线性迟滞力 ，并构造了最小二乘算法辨识出钢丝绳和钢丝网垫隔振器的非线性动力学参

数。 
2p

1.3.2 模型辨识 

 考察如下单自由度非线性系统 

  &&( ) ( ( ), &( ), ) ( )u t p u t u t t f t+ =  (1.3.16) 

其中非线性力 的具体形式未知。模型辨识的任务是要设计一种实验，通过实测

的激励和响应数据来确定函数 。具体地说，就是通过实验获得激励和系统响应

的采样序列 

p u t u t t( ( ), &( ), )
p u t u t t( ( ), &( ), )

  t u u t u u t p f t u t kk k k k k k k k, ( ), & &( ), ( ) &&( ), , , ,n= = = − =1 2 L  (1.3.17) 

并由这些数据来确定函数 。 p u t u t t( ( ), &( ), )

 一般来说，该问题没有精确解。解决问题的唯一途径是在某种函数类或映射类中寻求指

定范数意义下的最佳逼近。实践中，可以根据对系统的某些先验了解，采用适宜的多项式、

正交函数、乃至人工神经网络来逼近函数 p u t u t t( ( ), &( ), ) [4,5,6]。现以采用 Chebyshev 多项式为

例来说明如何进行模型辨识。 
 (1) Chebyshev 多项式 
 闭区间 上的第 r 阶 Chebyshev 多项式定义为 [ ,−1 1]

∈ −   (1.3.18) T x r x xr ( ) cos( cos ), [ , ]= −def 1 1 1

根据该定义，不难得到各阶 Chebyshev 多项式间的递推关系 

   (1.3.19) L,2,1),()(2)(,)(,1)( 1110 =−=== −+ rxTxxTxTxxTxT rrr

利用变量代换 x = cosθ ，可以证明如下加权正交关系 

  
T x T x

x
x r s

r s
r s
r s

r s( ) ( )
cos cos

1

0
0

21

1

0−
= =

= =
= ≠
≠







−∫ ∫d d

        

        
θ θ θ

π
π,
π /2,
0,

 (1.3.20) 

 根据函数逼近理论，Chebyshev 多项式可以逼近闭区间 [ , ]−1 1 上的任意连续函数  f x( )

   (1.3.21) ∑
+∞

=

−∈∀=
1

]1,1[),()(
r

rr xxTcxf

利用加权正交关系(1.3.20)可得到 
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∑ ∫

∫∫
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





≠,
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=,
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=
−

=
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1 2

def

0π
0         π

dcoscos   

dcos)(cosd
1

)()(

s
rs

r
r

r

r
csrc

rfx
x

xTxfI

θθθ

θθθ

  (1.3.22) 

如果已有函数 的采样序列 ，用数值方法完成上式左端的积分 后

即可解出 。 
f x( ) L,2,1),( == kxff kk Ir

cr

 对于二元函数，类似地有 

   (1.3.23) ]1,1[]1,1[),(),()(),(
1 1

−×−∈∀=∑∑
+∞

=

+∞

=r s
srrs yxyTxTcyxf

且式中的系数 可由下式确定 crs

 













≠,
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≠+=,
2

==,

=

=
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=
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2
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− − ∫ ∫∫ ∫

0π

0,0π
0         π

      

ddcoscos)cos,(cosdd
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)()(),(
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π

0

π

0

1

1

1

1 22

def

rs

srrs

sr

c

srfyx
yx

yTxTyxfI

rs

sr
rs θϕθϕθϕ

 (1.3.24) 

 (2) 辨识方法 
 为了叙述方便，考虑 的辨识问题。在利用 Chebyshev 多项式进行逼近之前，先将

所测得的系统状态归一化到 [ ,
p u u( , &)

]−1 1 上，即引入新的状态变量采样序列 

  










=
−

+−
=

−
+−

=

L
&&

&&&
,2,1,

)(2

)(2

minmax

maxmin

minmax

maxmin

k
uu

uuu
y

uu
uuu

x

k
k

k
k

  (1.3.25) 

此时，二维非线性力的采样序列可近似为 

   (1.3.26) ∑∑
= =

≈=
m

r

n

s
kskrrskkkk yTxTcyxpuup

1 1
)()(),(~),( &

其中 m 和 n 是根据 的波动情况所选定的截断阶次，通常取p u uk k( , & ) m n, = 3～5 已足够。显然，

只要确定了式(1.3.26)中的未知系数 c ，即获得所需二维非线性力的逼近 rs

  ∑∑
= = −

−−
−
−−

≈
m

r

n

s
srrs uu

uuuT
uu

uuuTcuup
1 1 minmax

maxmin

minmax

maxmin )2()2(),(
&&

&&&
&  (1.3.27) 

 确定系数 的方法有如下两种: crs

 a. 注意到式(1.3.26)关于未知参数 c 是线性的，因此可运用本节 1.3.1 中的最小二乘方法

进行参数估计。这种处理方法比较简便，但当乘积 比较大时容易产生病态估计。 
rs

mn
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 b. 通过计算式(1.3.24)中的积分 来确定 ， 的数值近似为 Irs crs Irs

   (1.3.28) 
∑∑

∫ ∫

= =

∆∆∆∆∆∆≈

=

M

i

N

j

rs

jsirjsirp

srpI

0 0

π

0

π

0

)cos()cos())cos(),(cos(~     

ddcoscos)cos,(cos~

θϕθϕθϕ

θϕθϕθϕ

其中 NM /=∆/=∆ π,π θϕ ，M 和 N 是沿 和 方向所取的数值积分步数。显然，测量到的

并不与式(1.3.28)中的

u
),c

&u
(p u uk k( , & ) ~(cos( os ))p ir js∆ ∆ϕ θ 重合。因此，计算上述积分时要通过对

插值获得p u uk k( , & ) ~(cos(p i ),cos( ))jsr∆ ∆ϕ θ [4] 。出于这种考虑，实验时应采用随机激励，以求

获得区域 [ , ] [ &min max miu u , &n mu u ]ax× 上尽可能均匀的测量值 。 p u uk k( , & )

1.3.3 模型的可靠性* 

 通过实验建立的模型是否可靠至关重要。为此，特将作者在实验建模研究中为提高模型

可靠性所作的一些尝试归纳如下。 
 (1) 充分利用先验信息 
 本书的研究对象是工程中的非线性动力系统，其中相当一部分是人造系统。因此，在建

模前总有若干先验信息。充分利用这些信息可使黑箱问题向灰箱问题转化，减少建模的盲目

性，提高模型的可靠性及精度。例如： 
 a. 非线性系统通常具有多种平衡态和稳态运动。如果已知系统的工作范围，则可在建模

实验中选择适宜的激励，使系统尽可能接近实际工作状态。基于这种实测数据建立的模型自

然最能反映系统运行中的动力学行为。 
 b. 对于不同的动力系统，建模的目的可能是不同的，所建的模型也有所不同。以系统的

动力学分析为例，只要模型能反映系统的主要动力学特性即可。在允许的条件下应忽略模型

中的次要项，特别是具有很小系数的高阶非线性项。因为在实验中，次要项的贡献比较微弱，

一般很难准确辨识。 
 c. 对于非线性力的建模，应在选择建模方法前先观察一下实验数据。一般来说，从位移

与非线性力的关系或速度与非线性力的关系中能观察到非线性的强弱，以及系统是否具有间

隙、干摩擦等典型的非线性因素。对于多数工程实际问题，这种观察可有助于将建模问题简

化为参数估计问题。 
 d. 通常，模型中的未知参数越多，参数估计中越容易产生病态解。因此，可先通过静态

测量获得系统的质量、间隙等参数作为先验信息，减少动力学模型中待确定的未知参数。这

正是本节所用的方程(1.3.1)已作质量归一处理的原因。 
 (2) 尽可能提高测试数据的信噪比 
 采样数据中的各种测试误差对建模有很大影响。为了减小这种影响，应尽可能提高数据

的信噪比。例如： 
 a. 所使用的位移、速度和加速度采样序列最好是直接测量所得； 
 b. 尽可能不用数值微分方法从位移获得速度，或从速度获得加速度； 
 c. 如果由于传感器种类的限制而需要从加速度积分获得速度，或从速度积分获得位移，
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选择采样频率（间隔）时应兼顾数值积分的精度，并采用数字滤波消除由于数值积分引起的

零漂和趋势项。 
 由于测量仪器和采样系统的误差与待建模的系统无关，系统处于共振状态时所测得的响

应数据具有比较高的信噪比。因此，实验中应尽可能使系统处于某种共振状态。如果在实验

中采用宽频带激励，则将采样序列变换到频域，共振频带内的数据具有比较高的信噪比。由

此，引出了非线性系统建模的频域方法[7]。对于线性参数估计问题，仍可类似于本节 1.3.1 用

最小二乘法获得参数估计。 
 (3) 对模型进行检验 
 为了保证所建模型的可靠性，下述检验是必须的： 
 a. 将实测的响应与根据模型计算出的响应进行对比； 
 b. 考察不同模型阶次对识别结果的影响； 
 c. 改变激励幅值或频率进行重复实验检验。 

 

 

习  题 
 

1 图示质量块 m 连接于长为 2l 的金属丝中点，位于无重力环境中。已知金属丝的截面积为

A，弹性模量为 E，初始张力为T 。 
 (1) 建立质量块沿 u 方向作大位移运动的微分方程； 
 (2) 证明 lu << 时，该方程可近似为 Duffing 系统。 

            
 

 题 1 图 题 2 图 

2  图示圆柱体 在上表面为圆弧的质量块m 上作纯滚动，略去 与地面间的摩擦，用

Lagrange 方法建立系统的运动微分方程组。 
1m 2 2m

3  用 Schiehlen-Kreuzer 方法建立双物理摆的运动微分方程组。 
4  周边固支的圆板受到横向均布载荷 激励，板的半径为 R，厚度为 h，材料

的弹性模量和泊松比分别为

tftf ωcos)( 0=
E 和 µ。 

 (1) 建立圆板的大挠度振动偏微分方程； 
 (2) 用 Galerkin 方法和基频模态将其化简为单自由度常微分方程。 
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5 如果题 4 中圆板作小挠度振动，但其材料具有非线性本构关系 

)( 3

t
E

∂
∂

++=
εβαεεσ  

   (1) 建立圆板的小挠度振动偏微分方程； 
   (2) 用 Galerkin 方法和基频模态将其化简为单自由度常微分方程。 

6 两人一组完成如下非线性联接件的实验建模 

 




>−
≤

+++=
δδ
δ

uuu
u

kucukukuup
),sgn(

,0
),( 21

3
31 &&  

每人秘密选择一组参数 ，然后对联接件施加正弦位移激励),,,,( 1321 ckkk δ
u t u t u( ) sin ,= 0 20π >0 δ ，通过数值计算获得采样序列u 。将数据给

对方，由其辨识联接件的参数。 

Nkpu kkk ,,2,1,,, L& =

7 在题 6 的仿真数据中分别叠加 5%和 10%的白噪声，再次辨识联接件的参数，并对诸参数

的识别精度进行讨论。 
8 考察一两端简支梁，其一端支座的螺钉发生了松动，使梁作横向运动时呈现间隙引起的

碰撞振动。试构思一个动力学建模实验来确定间隙的大小。 
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第 3 章  单自由度自治系统的定量分析 

本章介绍几种求解单自由度自治系统的定量分析方法，其主要适用对象是下述弱非线性

自治系统的初值问题 

    




==
=+

0)0(,)0(
))(),(()()(

0

2
0

uau
tutuptutu

&

&&& εω (3.1.1a)
(3.1.1b)

式中 ε 是满足条件 ε << 1的任意小参数， 是光滑的二元函数。如果p u u( , &) ε 不是小参数，即

系统具有强非线性，则需根据系统的特点对这些方法进行改造。由于对时间坐标作平移不会

改变自治系统的形式，以下将时间起点选在初速为零时刻，且一般不再写出解函数 u t( ) 的自

变量 t，以求行文简便。 
 当 ε = 0 时，系统(3.1.1)退化为派生系统，其运动 

  u a0 0 0= cos tω  (3.1.2) 

称作派生解。本章将要介绍的几种主要定量分析方法都是研究 0 时非线性因素对系

统运动的影响，获得对派生解(3.1.2)的某种修正。 

1< <<ε

3.1 摄动法 

3.1.1 直接摄动法 

 由于方程(3.1.1)含有小参数 ε ，方程的解 自然依赖于参数u ε ，从而形如 u t( , )ε 。将其展

开为 ε 的幂级数 

   (3.1.3) L+++= )()()(),( 2
2

10 tutututu εεε

这可视为计入非线性影响后对派生解 u 的一种修正。这种在简单问题的解附近求解困难问题

级数解的方法称为摄动法，源于 19 世纪末 Poincaré 研究天体力学问题。 
0

 为了确定上式中的未知函数 u ，将式(3.1.3)代入初值问题(3.1.1)。此时，方

程(3.1.1)的两端分别为 

L),(),( 21 tut

   (3.1.4a) 
L&&&&&&

LL&&&&&&&&

++++++=

+++++++=+

)()()(             

)()(

2
2
02

2
1

2
010

2
00

2
2

10
2
02

2
10

2
0

uuuuuu

uuuuuuuu

ωεωεω

εεωεεω

   (3.1.4b) 
L&&&&

L&&&L&

+++=

++++++=

]),(),([),(             

),(),(

10021001
2

00

2
2

102
2

10

uuupuuupuup

uuuuuupuup

εε

εεεεεε

其中 和 分别是函数 在 处关于 u 和 的偏导数。因此，初值

问题(3.1.1)成为 

p u u1 0 0( , & ) p u u2 0 0( , & ) p u u( , &) ( , & )u u0 0 &u
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   (3.1.5) 








=+++=+++
+++=

++++++

0)0()0()0(,)0()0()0(
]),(),([),(     

)()()(

2
2

1002
2

10

10021001
2

00

2
2
02

2
1

2
010

2
00

L&&&L

L&&&&

L&&&&&&

uuuauuu
uuupuuupuup

uuuuuu

εεεε
εε

ωεωεω

根据 ε 的任意性，式中 ε 同次幂的系数必然自行平衡，从而有 

  (3.1.6a) 




==
=+

0)0(,)0(
0

:
000

0
2
000

uau
uu

&

&& ω
ε

  (3.1.6b) 




==
=+

0)0(,0)0(
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011
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uupuu

&
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  (3.1.6c) 




==
+=+

0)0(,0)0(
),(),(:

22

100210012
2
022

uu
uuupuuupuu

&

&&&&& ω
ε

这是一组可依次求解的线性常微分方程初值问题，每一个都是读者所熟悉的线性无阻尼系统

振动问题，将它们的解代回式(3.1.3)即获得对派生解的修正。这种方法称作直接摄动法。 
 例 3.1.1 考察二次非线性系统的自由振动问题 

   (a) 
&&

( ) , &( )

u u u

u a u

+ + =

= =







ω εω0
2

0
2 2

0

0

0 0 0

t

试用直接摄动法求解一次近似解。 
 解：该问题的零次近似就是派生解 
  u a0 0 0= cosω  (b) 

将其代入式(3.1.6b)并对方程右端三角函数的平方进行积化和差，得到 

  && ( cos

( ) , & ( )

u u a t

u u

1 0
2

1
0
2

0
2

0

1 1

2
1 2

0 0 0 0

+ = − +

= =







ω ω ω )  (c) 

求解该线性微分方程初值问题，得到 

  )2coscos23(
6

)( 00

2
0

1 tt
a

tu ωω ++−=  (d) 

所以，系统自由振动的一次近似为 

  )2coscos23(
6

cos)( 00

2
0

00 tt
a

tatu ωω
ε

ω ++−+=  (e) 

由此结果可见，二次非线性因素使系统的自由振动出现了直流和二次谐波成分，不再对称于

系统的平衡位置。 
 采用 8.1 节将要介绍的 Runge-Kutta 法求得该系统的数值解，在一个周期范围内与零次

近似解和一次近似解对比于图 3.1.1。由图可明显看到上述不对称现象，并且一次近似解的确

计入了弱非线性因素对系统的影响。随着小参数 ε 的增加，一次近似解的精度将下降。 
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0 1 2 3 4 5 6

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0
 精确解

 零次近似解

 一次近似解

u

t  
0 1 2 3 4 5 6

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0
 精确解

 零次近似解

 一次近似解

u

t  
(a) ε = 01.  (b) ε = 0 2.  

图 3.1.1 具有二次非线性系统的自由振动位移时间历程 ( a ) 0 01 1= =, ω

 例 3.1.2 用直接摄动法求解如下 Duffing 系统自由振动的一次近似 

    (a) 
&&

( ) , &( )
u u u
u a u
+ + =

= =





ω εω0
2

0
2 3

0

0
0 0 0

 解：将派生解(3.1.2)代入式(3.1.6b)，对方程右端三角函数的立方进行积化和差，得到 

  && ( cos cos )

( ) , & ( )

u u
a

t

u u

1 0
2

1
0
2

0
3

0

1 1

4
3

0 0 0 0

+ = − +

= =








ω
ω

ω ω t03  (b) 

由此解得 

  u t a t t a t1
0
3

0 0
0 0

3

032
3 3

8
( ) ( cos cos ) sin= − + −ω ω ω ω t   (c) 

所以，Duffing 系统自由振动的一次近似为 

  u t a t
a

t t
a

t( ) cos [ ( cos cos ) sin ]= + − + −0 0
0
3

0 0
0 0

3

032
3

3
8

ω ε ω ω
ω

ω t  (d) 

 应注意的是，该近似解只在 t ∈[ , / ]0 1 ε 时有效。随着时间增加，式(d)会因永年项 t
的存在而趋于无穷。图 3.1.2 给出了精确解与零次、一次近似解的比较。 

t0sinω

0 2 4 6 8 10 12
-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5
一次近似解

零次近似解

精确解

u

t  
0 2 4 6 8 10 12

-1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5
一次近似解

零次近似解

精确解
u

t    
(a) ε = 01.  (b) ε = 0 2.  
图 3.1.2  Duffing 系统的自由振动位移时间历程( ) a0 01 1= =, ω
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     根据第 2 章的分析，像 Duffing 系统这样一个保守系统，自非零初始状态出发的运动总

是周期的。况且从能量角度看，保守系统的振动总有界。因此，即使没有精确解作为参照，

也可断言近似解出了问题。但问题何在呢？ 
 从物理角度来说，Duffing 系统的自由振动频率ω是受非线性影响的，而不是原来派生

系统的固有频率ω 0。因此，直接摄动法对解的形式假设有问题。读者若继续求解例 3.1.1 的

二次近似，就会发现它也存在永年项 t sin tω 0 。只因平方非线性没有影响到系统自由振动频

率的一次近似，所以例 3.1.1 中的一次近似结果是正确的。 
 从数学角度看，就是仅仅由派生解的周期性未必能保证原系统具有唯一周期解。若想保

证后者的周期性和唯一性，还需要附加一些条件[9]。 
 从另一种数学角度看，当周期振动的频率与非线性因素 ε 有关时，按 ε 的幂级数展开总

会遇到永年项。譬如，当简谐振动的频率为ω ε ω= +( )1 0 时，其关于 ε 的展开为 

  cos cos[( ) ] cos sin cosω ε ω ω εω ω ε ω ωt t t t t t t= + = − + +1
20 0 0 0

2
0
2 2

0 L  (3.1.7) 

一般地，如果函数展开式中每一项与前一项之比很小，则称之为一致有效展开。这类出现永

年项的展开自然是非一致有效展开，又称作奇异摄动展开。对于这种情况，避免永年项的办

法是在表达式中采用新的频率ω或新的时间τ ω= t 。由此，引出了历史上对直接摄动法的各

种改进，形成了一系列奇异摄动法。 

3.1.2 Lindstedt-Poincaré摄动法 

 19 世纪末，Lindstedt 对 Poincaré 的直接摄动法作了重要的改进，使其能获得自治系统周

期振动的一致有效展开。现用一种形式不同、但易于理解的方式来叙述这种方法。 
 仍考虑系统(3.1.1)的周期解问题，将解 u t( ) 和其振动频率的平方 展开为ω 2 ε 的幂级数           
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

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2
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2
2
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)()()(),(
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tutututu

εεωεω
εεε

(3.1.8b)
(3.1.8a)

如果能确定未知的 u t b rr r( ), , , ,= 1 2 L，就可获得方程(3.1.1)在派生解附近的一个周期解以及

对解的周期（频率）的修正。 
  将式(3.1.8a)和(3.1.8b)分别代入式(3.1.1a)和(3.1.1b)，得 

   (3.1 .9a) 
&& && && ( )(
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u u u b b u u u

p u u u u u u
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0
  (3.1.9b) 

u u u
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ε ε
ε ε

L

L

比较等式两端 ε 的同次幂系数，得到一系列线性常微分方程的初值问题 

  (3.1.10a) ε
ω0 0

2
0

0 0 0

0
0 0

:
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( ) , & ( )
u u
u a u

+ =
= =


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  (3.1.10c) ε
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这些线性微分方程初值问题可依次求解。 
 方程(3.1.10a)是一线性无阻尼系统自由振动问题，解出 

  u a0 0= cosω  (3.1.11) 

将其代入式(3.1.10b)，得到 

   (3.1.12) && ( cos , sin ) cos ~( )
( ) , & ( )

u u p a t a t b a t p
u u

1
2

1 0 0 1 0

1 10 0 0 0
+ = − + =

= =






ω ω ω ω ω

def
t

)显然，函数 p a t a t( cos , sin0 0ω ω ω− 是时间 t 的周期函数，函数 亦如此。这是一线性无阻

尼系统在周期激励下的振动问题。将激励 展为 Fourier 级数 

~( )p t
~( )p t

   (3.1.13) tabtrtrtp
r

rr ωωβωα cos)sincos()(~
01

0
++= ∑

+∞

=

系统(3.1.12)的响应由式(3.1.13)中各简谐激励引起的响应叠加而成。根据线性系统振动理论，

若 中含有 co~( )p t sωt 或 sinωt ，则无阻尼系统(3.1.13)的受迫响应中将含有 t tcosω 或 t tsinω 这

样随时间增加趋于无穷的永年项，即该系统发生振幅无限的共振。欲使该系统作周期运动，

需消除永年项。为此，令式(3.1.13)中 cosωt 和 sinωt 项的系数为零 

  α β1 1 0 10+ 0= =b a ,  (3.1.14) 

此时，方程(3.1.12)成为 

   (3.1.15) 
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
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0)0(,0)0(
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trtruu
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&& ωβωααω

由式(3.1.14)可以得到对自由振动频率的修正b ，而由初值问题(3.1.15)得到对派生解的一阶修

正 。再将结果代入式(3.1.10c)，可以类似地确定二阶修正 和b 。 
1

u t1 ( ) u t2 ( ) 2

 例 3.1.3 用 Lindstedt-Poincaré 摄动法求解下述 Duffing 系统自由振动的一次近似解 

   (a) 




==
=++

0)0(,)0(
0

0

32
0

2
0

uau
uuu

&

&& εωω

 解：将式(3.1.11)给出的零次近似代入方程(3.1.12)，对右端的 积化和差后得到 cos3ωt

  && ( ) cos cou u b a a t a1
2

1 1 0
2

0
2

0 0
2

0
33

4
1
4

3+ = − −ω ω ω ω s tω  (b) 
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为了消除永年项，取 

  b1 0
2

0
23

4
= ω a  (c) 

在该条件下，可确定一次修正 的初值问题为 u1

  






==

−=+

0)0(,0)0(

3cos
4
1

11

3
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2
01

2
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tauu

&

&& ωωω  (d) 

解出 

  )cos3(cos
32 2

3
0

2
0

1 ttau ωω
ω

ω
−=  (e) 

 将上述 和 代回展开式(3.1.8)，得到自由振动的一次近似解 b1 u1

  )cos3(cos
32

cos 2

3
0

2
0

0 ttatau ωω
ω

εωω −+=  (f) 

其中 

  )
8

31(
4

3 2
0

0

2
0

2
02

0
aa εωωεωω +≈+=  (g) 

作者曾将数值积分方法所得到的精确解与之相对比，直至 ε = 0 4. 时一次近似解均与精确解几

乎完全重合。 
 由式(f)和(g)可见：立方非线性使 Duffing 系统的自由振动包括了基频ω和三次谐波成分；

而基频ω不同于派生系统的固有频率ω 0 ，当系统刚度渐硬( ε > 0 )时，ω随着振幅（亦即初

位移）的增加而增加，刚度渐软时则相反。这些显著有别于线性系统的自由振动。 
 在历史上，Lindstedt-Poincaré 摄动法是求解自治系统周期解最早获得成功的方法。它的

特点是比较简便，但局限于求周期解。本章后几节将介绍的方法则可求解包括瞬态振动在内

的自由振动。 

3.2 平均法 

 仍研究初值问题(3.1.1)。首先，对该系统状态引进一变换 

    




−=
=

)(sin)()(
)(cos)()(

0 ttatu
ttatu
ψω

ψ
&

(3.2.1a)
(3.2.1b)

其中 

    (3.2.2) )()( 0

def
ttt ϕωψ +=

将式(3.2.2)代入式(3.2.1)后对时间 t 求导数，得到 
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)]()[(sin)()(cos)()(

00
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tttattatu
tttattatu

ϕωψψω
ϕωψψ

&&&&

&&&

将(3.2.1b)和(3.1.1a)代入上式，得到未知函数 和&( )a t & ( )ϕ t 的线性代数方程 
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解出 
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ψψωψ
ω
ε
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 (3.2.5) 

至此，已用变换(3.2.1)将二阶非线性微分方程(3.1.1a)等价地转化为一阶非线性微分方程组

(3.2.5)。虽然这并没有解决问题，但式(3.2.5)说明：如果系统的运动形如式(3.2.1)，则其振幅

a t( ) 和相位ϕ ( )t 随时间的变化是 ε 的同阶小量；与ψ ( )t 相比，它们是缓慢变化的。 
 为简化问题，可用式(3.2.5)在ψ ( )t 变化一周内的平均值来代替其慢变的真值，将式(3.2.5)

改写为 

  


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
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



−
π
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−
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∫

∫
π
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ψψψωψ
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ψψψωψ
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ε
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t

aapta

&

&

  
(3.2.6b)

(3.2.6a)

这样，式(3.2.6)右端仅含未知振幅 a 。式(3.2.6a)成为振幅 a 的可分离变量一阶微分方程，解

出振幅 a t( ) 后代入式(3.2.6b)，积分得到相位 )(tϕ 。如果求稳态振动，a 使得式(3.2.6a)
成为定常振幅 a 的代数方程，解出 后同样代入式(3.2.6b)，积分得到相位

0)( =t&
)(ta ϕ 。最后，将

和

a
ϕ代回式(3.2.2)和(3.2.1)，得到近似解。 

 值得指出，此处的平均法导出过程基于直观，只计入了 ε 的一次近似。Krylov 等学者根

据严格的渐近分析，提出了可计入 ε 高次近似的平均法[10]。 
 例 3.2.1 考察含有幂次阻尼的单自由度系统 

  






==
=−=+ −

                         0)0(,)0(
,2,1,0        ,

0

12
0

uau
nuuuu n

&

L&&&& εω  (a) 

用平均法求解其自由振动的一次近似。 
 解：根据式(3.2.6)及三角函数乘幂的积分公式 

 & sin ( sin )sin sin sina a a
a an

n n
n= −−

− −
−∫ ∫

ε
ω

ω ψ ω ψ ψ ψ
εω

ψ ψ
2 20

1

0

2 0
1 1

1 2

0

2

π
− −

π0 0

π π
d = dψ  
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

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
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为奇数，

为偶数
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n
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n
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1
0

1
0

!)!1
!!

  ,
!)!1π

!!2

ωε

ωε

   (b) 

 &ψ ω= 0  (c) 

将上述结果代入式(3.2.1a)，得到一次近似解 
   (d) ttau 0cos)( ωε=

由此可见：在一次近似意义下，小阻尼仅影响系统自由振动的振幅，而不影响其频率。以下

考察不同阻尼对自由振动幅值变化的影响。 
 a. n = （Coulomb 干摩擦）：此时式(b)为 0

  &a = −
2

0

ε
ωπ

 (e) 

积分得到线性衰减规律 

  taa
0

0
π

2
ω
ε

−=  (f) 

 b. n = 1（线性粘性阻尼）：此时式(b)为 

  aa
2
ε

−=&  (g) 

分离变量后积分，得到指数衰减规律 

  
t

aa 2
0e

ε
−

=  (h) 

 c. n = （平方阻尼）：此时式(b)为 2

  20

π

4
aa

3
−=

εω
&  (i) 

分离变量后积分得到 

  a
a

a t
=

+
3π

3π
0

0 04εω
 (j) 

 d. n = （立方阻尼）：此时式(b)为 3

  3
2
03

aa
8

−=
εω

&  (k) 

分离变量后积分得到 

  
ta

aa 2
0

2
0

0 34
4
εω+

=  (l) 

将各阻尼模型下的振幅衰减规律示于图 3.2.1，两种情况的位移初值分别为 和

。显见，平方和立方阻尼对大位移具有很强的衰减作用，而对小位移则作用减弱。 
a0 1=

a0 2=
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图 3.2.1 不同阻尼模型的振幅衰减规律 ( ε ) 1,2.0 0 == ω

 例 3.2.2 用平均法求解如下 van der Pol 系统的自激振动一次近似 

   (a) 




==
>−=+

0)0(,)0(
0,)1(

0

2

uau
uuuu
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&&& εε

 解：根据式(3.2.6)，系统振动的慢变振幅和相位服从 
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4
1(

2
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 (b) 

 & ( )ϕ t = 0  (c) 

将式(b)改写为 

  d
d
a
t

a a2
2

2
1

4
= −ε ( )  (d) 

分离变量后积分得 

  t
a

a
a

a ε=
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−
− 2
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2
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2

2

4
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4
ln  (e) 

解出慢时变的振幅 
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=

−+

=
e)14(1

2

)1e(
4

1

e)(

2
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而相位满足 
  ϕ ϕ( ) ( )t = =0 0  (g) 

从式(f)可见：对于任意初始扰动 ，系统的振动幅值都会趋于定常 a0 0≠

  2]e)14(1[2lim)(lim 2/1 
2
0

=−+= −−

+∞→+∞→

t

tt a
ta ε  (h) 

这一近似结果与图 2.4.2 中 ε = 01. 时的精确相图非常吻合。 
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3.3 KBM渐近法* 

 自 20 世纪 20 年代起，乌克兰基辅学派的数学家们对非线性常微分方程的渐近解法进行

了深入研究。他们最有代表性的成果就是以 Krylov、Bogoliubov 和 Mitropolski 名字命名的

KBM 法。本节以初值问题式(3.1.1)为例来说明该方法的思路及实施步骤。 
 (1) 解的渐近展开式 
 根据平均法中等价变换后的方程(3.2.5)知：如果视初值问题式(3.1.1)描述的振动具有振幅

和初相位时变的简谐形式，则振幅和初相位随时间的变化律是缓慢的，与 ε 的阶次相同。因

此，可将方程(3.1.1)的解表示为如下三个 ε 的幂级数 

    




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)c1.3.3(
)b1.3.3(
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并要求 

   (3.3.2) L,2,1    ),π2,(),( =+= rauau rr ψψ

与 Lindstedt-Poincaré 摄动法所采用的两个级数展开相比，此处对振幅变化率的展开使得所设

的解可包括非周期振动，例如 van der Pol 系统的瞬态振动过程。 
 在求解之前，先讨论一下展开式(3.3.1)的精度问题。如果在式(3.3.1b)和(3.3.1c)中仅保留

第一项，a 和& &ψ 将与 ε 同量级，a 和ψ 发生显著变化所需的时间是1 / ε 。在这段时间内，a 和

ψ 产生的误差与 同量级。因此，ε 0 ε ψu a( , )

εm
1 对式(3.3.1a)的贡献将湮没在上述误差中，从而

可忽略。依次类推，为了使近似解具有 阶精度，需要将式(3.3.1b)和(3.3.1c)展开到 次项，

而将式(3.3.1a)展开到 次项。 
εm

εm−1

 (2) 基本方程 
 为了获得确定 u Ar r, , rψ 所需的方程，先计算式(3.3.1a)的各阶导数 
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 (3.3.3) 

由式(3.3.1b)和(3.3.1c)可获得上述两式中对 和a ψ 的各阶导数 
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式中 ( ) 代表对 求导。将式(3.3.4)代入式(3.3.3)并按′ a ε 的升幂排列，得到 
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将式(3.3.5)代入方程(3.1.1a)，则其左右端分别为 
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其中 和 代表二元函数1p 2p p的两个偏导数。根据 ε 的任意性，令方程两端 ε 同次幂相等得到

确定u 所需的线性偏微分方程 2,1, =rA , rr ω,r
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其中 
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0 ψωψψ aapaf −=
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 (3.3.8b) 

显然， f a f a0 1( , ), ( , )ψ ψ 均是关于变量ψ 的函数，并以 2π为周期。根据消除永年项的条件，

可依次求解式(3.3.7)中的方程。 
 (3) 求解过程 
 现以求解二次近似为例来说明求解过程。 
 a. 将 f a0 ( , )ψ 和 u a1( , )ψ 展开为 Fourier 级数 

   (3.3.9) 










++=

++=

∑

∑
∞+

=

+∞

=

1
11101

1
00000

]sin)(cos)([)(),(

]sin)(cos)([)(),(

r
rr

r
rr

rawravavau

rahragagaf

ψψψ

ψψψ

将其代入式(3.3.7a)得 

   (3.3.10) 

∑

∑

∞+

=

+∞

=

+

+++++=

+−+

2
00

1001100100

1
11

22
010

2
0

]sin)(cos)([        

sin]2)([cos]2)([)(   

]sin)(cos)()[1()(

r
rr

r
rr

rahrag

Aahaagag

rawravrav

ψψ

ψωψωω

ψψωω

比较一次谐波的系数可得到消除方程(3.3.7a)永年项的条件 
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02 2
= − = −

g a
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A h a( ) , ( )  (3.3.11) 

将(3.3.11)代回展开式(3.3.1)并具体写出 f a0 ( , )ψ 的 Fourier 展开基波系数，得到解的一次近似 
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这与平均法所得一次近似解(3.2.6)完全相同。 
 b. 为了求解二次近似，比较式(3.3.10)中高次谐波的系数，得到 
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由于式(3.3.10)右端的基波自相平衡，因此方程(3.3.7a)的特解为 

  ]}sin)(cos)([
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1)({1),( 00
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agau rr
r

+
−
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这样就有了计算式(3.3.8b)中 f a1( , )ψ 所需的全部函数。将 和),(1 ψaf u a2 ( , )ψ 展开为 Fourier

级数 

   (3.3.15) 
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将其代入式(3.3.7b)得 
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比较一次谐波的系数可得到消除方程(3.3.7b)永年项的条件 
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将式(3.1.14)和(3.3.17)代回展开式(3.3.1)，得到解的二次近似 
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 例 3.3.1 用 KBM 法求解如下 Duffing 系统自由振动的二次近似解 

   (a) 
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 解：为了叙述方便，将求解过程分为三步。 

 a. 将方程(a)与式(3.1.1)对比知 ，从而由式(3.3.8a)和三角函数关系得 32
0),( uuup ω−=&

  )3coscos3(
4

cos),(
32

0332
00 ψψ

ω
ψωψ +−=−=

a
aaf   (b) 

这说明在 f a0 ( , )ψ 的 Fourier 系数中，仅有如下两项非零 
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根据式(3.3.11)，得到对振幅和频率变化率的一阶修正量 
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 b. 根据式(3.3.14)和式(c)，位移的一阶修正为 
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将式(d)和(e)代入式(3.3.8b)，整理得到 
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 (g) 

代入式(3.3.17)，得到振幅和频率变化率的二次修正 
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代回展开式(3.3.1)并积分，得到二次近似解形如 
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 c. 最后，根据初始条件来确定常数 。显然 a

  0

3

)0(
32

auaa ==+ ε  (j) 

这是关于未知量 的三次代数方程。因a ε = 0时 a a= 0，故可设该方程的解为 

    (k) L++= 10 aaa ε

将其代入式(j)后比较 ε 的同次幂，解得 
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从而有 

  a a a
= − +0

0
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ε L   (m) 

将其代回到式(i)，则二次近似解成为 
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 3.4 多尺度法 

 根据 3.1 节的分析，自治系统周期振动的频率可展开为 ε 的幂级数，故其相位形如 

   (3.4.1) ω ω ω ε ω ε ω ω ε ω εt t t t t t t= + + + = + + +0 1 2
2

0 1 2
2L ( ) ( ) L

,

+L

20 世纪 50 年代，美国学者 Sturrock 最早引入一系列越来越慢的时间尺度 

   (3.4.2) T t rr
r= =

def
ε , , ,0 1 2 L

并视这些时间尺度为独立变量，将方程(3.1.1)的解表示成 

   (3.4.3) u t u T T u T T u T T( ) ( , , ) ( , , ) ( , , )= + +0 0 1 1 0 1
2

2 0 1L L Lε ε

形成了寻求不同阶次近似解采用不同时间尺度的思想。 
 现以初值问题(3.1.1)为例来介绍多尺度法。首先定义偏导数算子表示导数算子 
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将式(3.4.3)和(3.4.4)代入方程(3.1.1a)，比较 ε 同次幂的系数得一系列线性偏微分方程 
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2
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显然，这组方程可依次求解。 
 现具体求解上述线性偏微分方程。首先易见，方程(3.4.5a)的解形如 

   (3.4.6) )],,(cos[),,( 2100210 LL TTTTTau ϕω +=
为了求解 的方便，将上式写作复数形式 u1
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   (3.4.7) cce),,( 00 j
210 += TTTAu ωL

其中 cc 代表其前面各项的共轭，后不赘述。将这一解代入方程(3.4.5b)，得到 
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2
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这可理解为周期激励下的无阻尼系统。为了不出现永年项，上式右端不能含有 或

这样的项，即要求上式右端的 Fourier 系数为零 
e jω 0 0T e j− ω 0 0T
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L TTTTa
TTA ϕ=  (3.4.10) 

将其代入式(3.4.9)，得到该条件的三角函数形式 
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分离上式的实部和虚部得到  
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在这组条件下求解方程(3.4.8)，得到一次修正 ，连同 一起代入方程

(3.4.5c)，类似地定出消除永年项的条件，进而解出 。 
u T T1 0 1( , , )L

u T2 0( ,
u T T0 0 1( , , ... )

T1 ,L)

t
 不难发现，式(3.4.12)与平均法得到的一次近似振幅和相位方程(3.2.6)相同。形式上的差

异在于：平均法中振幅和相位以 为自变量，而此处则以t T1 = ε 为自变量，从而其导数之间

差 ε 倍。 
 例 3.4.1 用多尺度法求解如下 van der Pol 系统自激振动的二次近似 

   (a) 




==
>−=+

0)0(,)0(
0,)1(

0

2

uau
uuuu

&

&&& εε

 解：为了求解二次近似，需要用三个时间尺度 和 T ，设解为 T T0 , 1 2
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将方程(a)与方程(3.4.5)相对照，得到 
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式(c)中第一个方程的解为 
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   (d) cce),( 0j
210 += TTTAu

将式(d)代入式(c)中第二个方程，略加整理后得到 
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其中 A 代表 的共轭。消除永年项的条件是 A

  0=2 2
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因此，方程(e)的特解为 
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 将式(d)和(g)代入式(c)中第三个方程，考虑到条件(f)后整理得到 
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该方程的解消除永年项要求 
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此时，方程(h)的特解为 
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 现根据消除永年项的条件(f)和(i)来确定函数 。视其为时间 的函数 ，

根据复合函数求导规则和条件(f)和(i)得 

A T T( , )1 2 t A t t( , )ε ε 2

  d
d

j )
2A

t
D A D A A A A A A A A A= + = − − − +ε ε ε ε

1
2

2
2 2

2 2
1
4

7
8

( ) ( 3 2  (k) 

为了便于求解方程(k)，将复函数 写作 A t t( , )ε ε 2

  )(j2 e
2

)(),( ttattA ϕεε =  (l) 

其中 a t( ) 和ϕ ( )t 是实函数。将式(l)代入方程(k)后分离实虚部，得到 
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例 3.2.2 已给出了上式中第一个方程的解 
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其中 a 是积分常数。若将其代入式(m)中第二个方程积分，则会遇到数学上的困难。因此，

利用

0

a
a
&&

d
dϕϕ = 及式(m)中第一个方程，将第二个方程改写为 

  
)4(

)
32
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d
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a −
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εϕ

 (o) 

对其分离变量积分，整理得到 
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64
7ln

8
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2

0 aat −−−= εεϕϕ   (p) 

其中 是积分常数。 0ϕ

 最后，根据式(b)、式(d)、式(g)和式(l)可写出二次近似解 

  )(3sin
32

)cos()( 3 ϕεϕ +−+= tatatu  (q) 

其中慢时变振幅 及相位a ϕ由式(n)和式(p)给出。 

3.5 Galerkin法与谐波平衡法 

 考察单自由度自治系统 
  0),( =+≡ uupuR &&&  (3.5.1) 

本节讨论如何求取该系统周期运动的近似解，并用残差力 R 描述解的近似程度。 

3.5.1 Galerkin法 

 回顾 1.2 节的 1.2.3，Galerkin 法可将描述梁振动的偏微分方程近似为常微分方程组。事

实上，该方法还可用于常微分方程，将其近似为代数方程组后求解。 
 设方程(3.5.1)的近似解形如 

   (3.5.2) ∑
=

=
m

r
rr tuatu

1
)()(

其中 u t 是给定的周期函数，但周期r mr ( ), , , ,=1 2 L T 尚未知；a 是待定系数。因

此，式(3.5.2)中共有

mrr ,,2,1, L=

m+1个未知数。 
 将近似解(3.5.2)代入方程(3.5.1)，则残差力 0≠R 。一般情况下，残差力 R 沿虚位移δ u 所

作的虚功 R uδ ≠ 0。然而，可以调整式(3.5.2)中的待定系数 a r mr , , , ,=1 2 L ，使残差力 R 在一

个振动周期内沿各虚位移δur 的平均虚功为零。这就是所谓的 Galerkin条件 
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由于自治系统的初始状态总可取为 
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    (3.5.4) 0)0()0(
1

==∑
=

m

r
rruau &&

联立方程(3.5.3)和(3.5.4)可以构成确定上述m+1个未知数的代数方程组。 
 例 3.5.1 用 Galerkin 法求解如下 Duffing 方程的近似解 

   (a) 032
0

2
0 =++≡ uuuR βωω&&

 解：根据零初始速度条件，取方程(a)的近似周期解为 

  
T

tatu π2,cos)( == ωω  (b) 

其中振幅 和频率a ω待定。将式(b)代入方程(a)并进行三角函数积化和差，得到残差力 

  )3coscos3(
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0 ttatatR ωωβωωωω ++−=  (c) 

代入 Galerkin 条件 

   (d) 0dcos)(
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ω

得到 
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0 =+− aa βωωω  (e) 

由此解出自由振动频率 

  2
0 4

31 aβωω +=  (f) 

不难验证：当 β ε= 时，该结果与例 3.1.3 中用 Lindstedt-Poincaré 摄动法所得结果一致。 

3.5.2 谐波平衡法 

 将周期解 u t( ) 作有限 Fourier 展开 

   (3.5.5) ∑
=

+=++=
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r
rr nmtrbtraatu

1
0 12),sincos()( ωω

将其代入 后亦作有限 Fourier 展开 p u u( , &)

  (3.5.6) ∑
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n

r
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1
0 )sincos(),( ωω&

把式(3.5.5)和(3.5.6)代入方程(3.5.1)，得到残差力 

    (3.5.7) ∑
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−+−+=
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r
rrrr trbrqtrarpptR

1

2222
0 ]sin)(cos)[()( ωωωω

这时，Galerkin 条件(3.5.3)成为三角函数积分。根据三角函数积分的正交性，残差力中同次谐

波被保留，故有 

   (3.5.8) nrbrqarpp rrrr ,,2,1,0,0,0 2222
0 L==−=−= ωω
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这意味着：将解(3.5.5)代入方程(3.5.1)后，同次谐波的力必须自相平衡。这就是所谓的谐波平

衡法。以例 3.5.1 为例，谐波平衡法可省去 Galerkin 条件(d)，直接从残差力表达式(c)得到幅

频关系(e)。 

 Galerkin 法和谐波平衡法对方程(3.5.1)并没有弱非线性要求。为了保证使用时的可靠性，

Mickens 曾对方程的形式进行了研究，提出如下必要条件[11]： 
 (1) 非线性函数 应是有限个形如 的单项式之和，其中 ip u u( , &) u ui j& j, 是非负整数； 
 (2) 各项的指数 i j+ 应为奇数； 
 (3) 对于保守系统，非线性函数 p u( )必须仅有一个极小值； 

 (4) 高阶项与基波项相比必须是小振幅。 
 显然，Galerkin 法和谐波平衡法能否取得成功与函数 u t r mr ( ), , , ,=1 2 L

m,
的正确选择密切相

关。通常，人们根据待求周期振动的特点取 u t rr ( ), , ,=1 2 L 为三角函数，即将周期解作有限

Fourier 展开，但阶次 事先未知。对于不少弱非线性问题，m取为 1～2 就可获得满意结果。

然而，也有不少问题对 的要求很高。这时，谐波平衡方程将成为多元非线性代数方程，其

求解需要依赖数值方法。8.2 节将对此进行更深入的讨论。 

m
m

 

 

习  题 
 

1 分别用直接摄动法和 Lindstedt-Poincaré 摄动法求下述系统自由振动的二次近似解，并对

结果进行一致有效展开检验 

&&

( ) , &( )
u u u
u a u
+ + =

= =





ε 2 0
0 0 0

 

2  考察图示重力场中的单自由度无阻尼系统，其非线性弹簧恢复力

与变形

q
δ 间关系为 

q k k k( ) , ,δ δ ε δ ε= + > < <<3 0 0 1  

(1) 以系统静平衡位置为位移原点，建立系统的振动微分方程； 
(2) 用 Lindstedt-Poincaré 摄动法分析重力对系统自由振动频率的

影响。 

 

题 2 图 

3 用平均法求下述保守系统周期振动的一阶近似解 

 (1) &&u  sinu+ =0

 (2) &&u u  ( ) ,u u+ + + = < <<ε ε2 3 0 0 1

4  试论证可否用平均法求解下述立方非线性系统的周期振动 

&&u u+ =3 0  
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5   考察下述 Coulomb 摩擦阻尼系统 

&&( ) sgn &( ) ( )u t N u t u t+ +µ ω 0
2 0=  

    其中摩擦系数 µ 为小参数，用 KBM 法求解该系统自由振动的一次近似。 

6 用 KBM 法求题 5 中系统自由振动的二次近似解。 
7   用多尺度法求题 5 中系统自由振动的一次近似解。 
8   用谐波平衡法求 van der Pol 系统自激振动的一次近似解。 
9   用谐波平衡法求题 3 的近似解。 
10  用 Galerkin 法求 van der Pol 系统自激振动的一次近似解。 
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第 4 章  单自由度非自治系统的振动 

 第 3 章介绍的各种定量分析方法稍加修改便可用于分析非自治系统的振动。因此，本章

侧重对非自治系统振动的行为和规律进行分析。先以几种典型系统为例，分析其在外激励下

受迫振动的一次近似解。然后，分析慢时变系统参数对受迫振动的影响以及快时变系统参数

激发的振动。 

4.1 Duffing系统的受迫主共振 

 本节用多尺度法研究含阻尼的 Duffing 系统在简谐激励下的受迫振动问题 

   (4.1.1) 0   ,cos)()()(2)( 32
0

2
00 >=+++ ζωεωωζω tFtutututu &&&

所谓主共振是指外激励频率ω接近派生系统固有频率ω 0 时的共振。如果系统是线性小阻尼

系统，这时很小的激励幅值 F 就激发出强烈的共振。因此，研究主共振时对系统阻尼、外激

励幅值和频率加以如下限制 

   (4.1.2) 




==+==
==

)1(),1(,,
)1(,

0

0

OOffF
O

σεσωωε
µεµζω

其中σ 称作激励频率失调参数。 

4.1.1 一次近似解 

 在条件(4.1.2)下，方程(4.1.1)成为 

   (4.1.3) ])cos()()(2[)()( 0
32

0
2
0 tftutututu εσωωµεω ++−−=+ &&&

研究解的一次近似时只要用两个时间尺度，故设 

   (4.1.4) ),(),()( 101100 TTuTTutu ε+=

将式(4.1.4)代入方程(4.1.3)并利用导算子表达式(3.4.4)，比较ε同次幂后得到一组线性偏微分

方程 

  (4.1.5a) 00
2
00

2
0 =+ uuD ω

   (4.1.5b) )cos(22 100
3
0

2
0000101

2
01

2
0 TTfuuDuDDuuD σωωµω ++−−−=+

方程(4.1.5a)的解是 

   (4.1.6) cce)()](cos[)(),( 00j
1

def

1001100 +=+= TTATTTaTTu ωβω

其中 
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  )(j1
def

1
1e

2
)(

)( TTa
TA β=  (4.1.7) 

将其代入方程(4.1.5b)得 

  
cce

2
e    

e]3)(j2[

) (jj332
0

j22
0101

2
01

2
0

10000

00

++

−++−=+

+ TTT

T

fA

AAAADuuD

σωω

ω

ω

ωµωω
 (4.1.8) 

由此得消除永年项的条件 

  0e
2

3)(j2 1j22
010 =−++ TfAAAAD σωµω  (4.1.9) 

将式(4.1.7)代入式(4.1.9)，分离其实部和虚部得到 

  










−−=

−+−=

)cos(
28

3

)sin(
2

1
0

30
1

1
0

1

βσ
ω

ω
β

βσ
ω

µ

TfaaD

TfaaD
 (4.1.10) 

这就是一次近似解(4.1.6)的慢时变振幅和相位应满足的微分方程。引入 

   (4.1.11) βσϕ −= 1

def
T

方程(4.1.10)还可转化为自治微分方程 

  










+−=

+−=

ϕ
ω

ω
σϕ

ϕ
ω

µ

cos
28

3

sin
2

0

30
1

0
1

faaaD

faaD
 (4.1.12) 

相应的一次近似解(4.1.6)成为 

   (4.1.13) )](cos[)()](cos[)()( 11001 tttaTTTTatu εϕωεϕσω −=−+=

4.1.2 定常解的幅频响应 

 为确定对应稳态运动的定常解振幅 a 和相位ϕ ，令式(4.1.12)中 D a1 0= 、D1 0ϕ = ，得到

振幅 a 和相位ϕ 满足的代数方程 

  










−=−

=

ϕ
ω

ω
σ

ϕ
ω

µ

cos
28

3

sin
2

0

30

0
faa

fa
  

( . . )

( . . )

4114

4114

a

b

两式平方后相加消去ϕ ，得到振幅 a 、相位ϕ 与激励频率失调量σ 间的关系 

 2

0

22
2

02 )
2

(])
8

3
([

ω
ω

σµ fa
a

=−+  (4.1.15a) 
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  )
8/3

(tan 2
0

1

aωσ
µϕ

−
−

= −  (4.1.15b) 

简称为幅频响应方程和相频响应方程。它们也可用原系统参数表示为 

 2

0

22
2

0
0

2
0 )

2
(])

8
3

()[(
ω

εω
ωωζω Fa

a
=−−+  (4.1.16a) 

 )
8/3

(tan 2
00

01

aεωωω
ζω

ϕ
−−
−

= −  (4.1.16b) 

式(4.1.16a)是关于ω的实系数二次代数方程。对于 0 2 0
2< ≤a F / ζω ，可解出一对实根ω  

  2
0

2

0

2

0 )()
2

()
8

31( ζω
ω

εωω −±+=
a

Fa
 (4.1.17) 

从而绘出主共振幅频和相频响应曲线如图 4.1.1 所示。由图可见，对于固定的激励频率（亦

即σ ），主共振可能是唯一的，也可能有三种。类似于自治系统有多个平衡解的情况，多个

稳态主共振的真正实现取决于其稳定性及系统初始条件。 
 从式(4.1.16a)可发现一个有趣的现象：主共振的峰值大小总是 

  2
0

max 2ζω
Fa =  (4.1.18) 

与非线性因素无关。但出现峰值的激励频率则与非线性因素有关 

  )
8

3
1(

2
max

0
a

εωω +=   (4.1.19) 

这一频率与例 3.1.3 中 Duffing 系统自由振动的频率相同。其原因在于：主共振的一次近似是

简谐振动，共振时外激励恰好与系统阻尼力相平衡，使得主共振尤如无阻尼自由振动。通常，

将式(4.1.19)确定的曲线称为主共振的骨架线。它给出了不同激励下主共振峰值与激励频率的

关系，主导了主共振幅频响应曲线的形状。 

0 1 2 3 4
0

90

180

稳定

稳定 不稳定ϕ

ω

0 1 2 3 4
0

2

4

6
稳定

稳定
不稳定

a

 
0 1 2

0

90

180

不稳定

稳定

稳定

ω

a

ϕ

0 1 2
0

2

4

6

稳定

稳定

不稳定

 
(a) 刚度硬化  )1.0,01.0,1.0( === Fζε (b) 刚度软化  )1.0,01.0,1.0( ==−= Fζε

图 4.1.1 稳态主共振的幅频和相频响应  )0.1( 0 =ω
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4.1.3 定常解的稳定性 

 稳态主共振是一周期运动，其稳定性的严格定义见 6.3 节。由于描述主共振非定常解的

微分方程(4.1.12)是一自治系统，主共振定常解的稳定性就是自治系统在定常解 ),( ϕa (亦即奇

点)处的稳定性。因此，可采用 2.2 节中的结论来分析主共振的稳定性。 
 将方程(4.1.12)在 ),( ϕa 处线性化，形成关于扰动量 a∆ 和 ϕ∆ 的自治微分方程 

  










∆−∆+−=∆

∆+∆−=∆

ϕϕ
ω

ϕ
ω

ωϕ

ϕϕ
ω

µ

sin
2

)cos
24

3(

cos
2

0
2

0

0
1

0
1

a
fa

a
faD

faaD
  

(4.1.20a)

(4.1.20b)

利用式(4.1.14a)消去上式中的ϕ ，得到特征方程 

  0
)

8
9(1

)
8

3(
det 2

0

2
0

=



















−−−

−−−−

λµωσ

ω
σλµ

a
a

aa
 (4.1.21) 

展开行列式得 

  0)
8

9
)(

8
3

(2
2

0
2

022 =−−+++
aa ω

σ
ω

σµµλλ  (4.1.22) 

对于 µ > 0，由条件(2.2.25)可得到定常解失稳的条件 

  0)
8

9
)(

8
3

(
2

0
2

02
def

<−−+=
aa ω

σ
ω

σµΓ  (4.1.23) 

通过将式(4.1.16)关于 a 2 求导数，可发现幅频响应曲线上具有铅垂切线的条件正是 。因

此，失稳条件对应着幅频响应曲线有多值解时中间的一支解。 
Γ = 0

 

 

 

图 4.1.2 主共振的多解现象 4.1.3 实验中主共振幅频响应的跳跃现象 

  
 为了进一步理解多解现象及不同解支的稳定性，取某一σ 使频响曲线出现多值。采用 8.1
节将要介绍的Runge-Kutta方法计算方程(4.1.12)自不同的 ( , )a ϕ 出发的相轨线，得到如图4.1.2
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所示结果。对此可讨论如下： 
 (1) 图中 、 和 是三个奇点，对应于图 4.1.1 频响曲线上该P1 P2 P3 σ 处的上、中、下三个

解支上的点，即原系统的三种稳态运动。显然， 和 是焦点，而 是鞍点。 P1 P3 P2

 (2) 自阴影区任一初始状态出发，系统状态将最终被吸引到 ；而位于非阴影区的初始

状态将最终被吸引到 。这表明了频响曲线的上、下两个解支是渐近稳定的。 
P1

P3

 (3) 只有恰好位于两区域分界线上的初始状态才可能被吸引到 ，一旦受到偏离分界线

的小扰动，其状态就会被吸引到 或 。所以，频响曲线的中间解支是不稳定的。 
P2

P1 P3

 如上分析，在主共振幅频响应的多解频带上有两个渐近稳定解和一个不稳定解。由于在

实验中只能实现渐近稳定运动，所以，在简谐慢扫频激励实验中，对渐近稳定运动的跟踪只

能按图 4.1.3 中箭头所示的路径进行，从而产生图示的跳跃现象。 

4.2 Duffing系统的受迫次共振 

 本节继续研究 Duffing 系统在简谐激励下的受迫振动问题，但着重分析激励频率远离派

生系统固有频率时系统可能发生的共振，简称次共振。 

4.2.1 次共振的可能性 

 (1) 无阻尼系统 
 首先考察无阻尼 Duffing 系统在简谐激励下的受迫振动 

   (4.2.1) 0   ,cos)()()( 32
0

2
0 ≠=++ εωεωω tFtututu&&

现用谐波平衡法验证该系统具有精确解 

  
3

cos)( tatu ω
=  (4.2.2) 

为此，将式(4.2.2)代入方程(4.2.1)并运用三角函数积化和差关系得 

  tFttata ωωωεωωωω cos)cos
3

cos3(
43

cos)
9

(
32

0
2

2
0 =++−   (4.2.3) 

欲使上述关系在任意时刻均成立，同次谐波必须自相平衡。故有 

  










=−

=+−

0
4

0
4

3
)

9
(

32
0

22
0

2
2
0

F
a

a

εω

εωωω
 (4.2.4) 

由此可解出这种振动的振幅和频率 

  )
8

31(
4

31
3

,4 2

0

2

03 2
0

aaFa εωεωω
εω

+≈+==    (4.2.5) 

这说明，简谐激励下的无阻尼 Duffing 系统的确会发生频率为激励频率 1/3 的受迫振动。而式

(4.2.5)中第二式表明，这种振动的频率与系统自由振动频率完全重合，从而是一种共振。因
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此，人们称其为 1/3次亚谐共振。 
 对这种现象的物理解释有多种，其中之一是：外激励激发出了系统自由振动的三次谐波，

进而联带起系统的自由振动，并将其维持下去。 
 (2) 阻尼系统 
 考察阻尼 Duffing 系统在简谐激励下的振动问题 

   (4.2.6) tFtutututu ωεωωζω cos)()()(2)( 32
0

2
00 =+++ &&&

由于激励频率ω远离ω 0 ，不再要求激励幅值为小量，但仍限定系统非线性及阻尼比较弱 

   (4.2.7) )1(,0,10 0 O=>=<<≤ µεµζωε

该系统不具有形如式(4.2.2)的精确解，可采用多尺度法研究解的的一次近似。设 
   (4.2.8) ),(),()( 101100 TTuTTutu ε+=

将式(4.2.8)代入方程(4.2.6)，比较 ε 的同次幂得线性偏微分方程 

  (4.2.9a) 00
2
00

2
0 cos TFuuD ωω =+

   (4.2.9b) 3
0

2
0000101

2
01

2
0 22 uuDuDDuuD ωµω −−−=+

方程(4.2.9a)的解为 

  
)(2

,ccee)(),( 22
0

def
jj

1100
000

ωω
ωω

−
=++=

FBBTATTu TT  (4.2.10) 

将其代入(4.2.9b)得 

  

cc}e3e3e3                     

e3ee{                     

                               e]63j2[                     

e]36)(j2[
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0
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j22
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+++

+++
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−+++−=+
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+
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TTT

T
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BAABBA
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AAABAADuuD

ωωωωωω

ωωωω

ω

ω

ω

ωωµω

ωωµωω

 (4.2.11) 

 分析上式右端各项可发现：激励频率ω远离ω 0 时，仍有某些ω的取值会导致永年项。例

如，大括号中第 2 项和第 4 项分别在条件 3 0ω ω≈ 和ω ω ω− ≈2 0 0 下诱发永年项。在消除永

年项条件下可确定出 A T( )1 0≠ ，这将使一次近似解(4.2.8)中的自由振动部分保留下来。这是

振动频率ω ω0 ≠ 且振幅依赖于激励幅值的受迫振动。由于这种受迫振动的频率分别是

ω ω0 3≈ 和ω ω0 ≈ 3/ ，故称其为 3次超谐共振和 1/3次亚谐共振，统称为次共振。以下分别

进行研究。 

4.2.2  1/3次亚谐共振 

 (1) 一次近似解 
 为了在ω ω≈ 3 0时研究亚谐共振，定义新的激励频率失调量σ ，使 

   (4.2.12) )1(,3 0 O=+= σεσωω

由式(4.2.11)可写出消除永年项的条件 
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  0e336)(j2 1j22
0

22
0

22
010 =++++ TBAAAABAAD σωωωµω  (4.2.13) 

引入 

  βσϕβ 3,e
2 1

def
j

def
−== TaA  (4.2.14) 

将其第一式代入式(4.2.13)，分离实虚部后再代入第二式，得到 1/3 次亚谐共振的慢时变幅值

和相位满足的自治微分方程 

  









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−−=
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由式(4.2.10)得到系统的一次近似响应 

  tFtttatu ω
ωω

εϕωε cos
3

)(cos)()( 22
0 −

+
−

=  (4.2.16) 

 (2) 定常解及其存在条件 
 令式(4.2.15)中 D a1 0= 、 D1 0ϕ = ，得到定常解振幅和相位满足的代数方程 

  


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 (4.2.17) 

由此消去ϕ ，得到 1/3 次亚谐共振的幅频响应方程 

  202202
0

2 )
4

9
()

8
9

9(9
aB

aB
ωω

ωσµ =−−+  (4.2.18) 

这是关于 a 2 的二次代数方程，解出 

  QPPa −±= 22  (4.2.19) 

其中 

  0])9(9[)
9

8(    ,6
9
8 22

0
22

0

2

0
>−+=−= BQBP ωσµ

ωω
σ  (4.2.20) 

 由于Q ，式(4.2.19)取正解的条件是 且 ，由此得到 1/3 次亚谐共振的必

要条件 

0> 0>P QP ≥2

  B B
B2

0

2
0

2 0
24

27
2

63
8

< ≤ −
σ
ω

µ ω σ
ω

, ( )  (4.2.21) 

此处第一个不等式要求σ > 0 ，这说明对于刚度硬化的 Duffing 系统，1/3 次亚谐共振发生在

激励频率ω略高于 3 0ω 的频段上。第二个不等式表明增加阻尼可破坏 1/3 次亚谐共振。当上

述条件不满足时，方程(4.2.15)只有定常解 a = 0。由式(4.2.16)可见，此时系统的一次近似响

应与线性系统在远离共振频段的响应相同。 
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 为了进一步讨论 1/3 次亚谐共振的必要条件，视式(4.2.21)中的 B2 为未知量，解二次不等

式得 

  222020 63
4

63
,

4
27

µσσ
ω

σ
ω

−≤−< BB  (4.2.22) 

不难证明，上式中第二个不等式覆盖了第一个，从而成为 1/3 次亚谐共振的存在性条件。该

条件还可用原外激励参数表示为 

  220
222

0

2
0 63)

3
(

)(16
63

µ
ε
ωω

σ
ωω

ω
−

−
≤−

−
F  (4.2.23) 

根据该条件，图 4.2.1 给出了两种阻尼时产生 1/3 次亚谐共振时激励幅值 F 和激励频率ω的

关系。显然，随着系统阻尼的增加，发生共振的区域缩小。图 4.2.2 是给定激励幅值下对应

上述两种阻尼的幅频响应曲线。 

3 4
0

20

40

60
 ζ=0.02
 ζ=0.10

F

ω

1

2

3

稳定

不稳定

 ζ=0.02
 ζ=0.10

a

图 4.2.1 1/3 次亚谐共振

( ,ω ε0 1 0= =

区

 (3) 定常解的稳定性 
 类似于对主共振定常解

部线性化 

  










∆

∆

ϕ1

1

D

aD

该方程对应的特征方程为 

  
(

det










−

−

 

1/3亚 谐共振
5 6
 

3 4 5 6
0

ω

的激励条件 
. )5 . ) 

图 4.2.2 1/3 次亚谐共振的幅频响应 
( , ,F = = =10 1 050ω ε  

亚谐共振区 

的稳定性分析，将方程(4.2.15)在 ( , )a ϕ 处关于小扰动 和∆a ∆ϕ 局

∆+∆+−=
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 (4.2.24) 
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通过式(4.2.17)和式(4.2.20)中的第一式，可将特征方程简化为 

  )(
32

27
,02 2

22
02 aP

a
ss −−==++

ω
γγµ  (4.2.26) 

鉴于 µ > 0和条件(2.2.21)，1/3 次亚谐共振渐近稳定的充分必要条件是 0>γ ，亦即条件 

  Pa >2  (4.2.27) 

这表明，方程(4.2.18)的两个解支中，幅值大的一支渐近稳定，小的一支不稳定。这正如图 4.2.2
所示。 
 为了理解 1/3 次亚谐共振具有两个定常解和解的稳定性,可以像对主共振的分析那样,采
用数值积分方法计算方程(4.2.15)自不同的 ( , )a ϕ 出发的相轨线，得到如图 4.2.3 所示结果。

 a. 图中 和 是两个奇点，对应于某一激励频率下频响曲线上、下解支上的点，即原

系统的两种稳态运动。显然， 是焦点，而 是鞍点。 
P1 P2

P1 P2

 b. 自阴影区任一初始状态出发，系统状态将最终被吸引到 ，形成稳态 1/3 次亚谐共振；

而位于非阴影区的初始状态将最终将成为

P1

a = 0，系统呈现近乎于线性系统的稳态受迫振动。

这再次表明，频响曲线的上解支是渐近稳定的。 
 c. 只有恰好位于两区域分界线上的初始状态才可能被吸引到 ，一旦受到偏离分界线

的小扰动，其状态就会被吸引到 或

P2

P1 a = 0。所以，频响曲线的下解支是不稳定的。 

产生上述1/3次亚谐共振的原因是Duffing系统具

有立方非线性。若系统具有 n 次方非线性，则可能产

生 1/n 次亚谐共振。这种高频激励诱发低频共振的现

象在工程中屡见不鲜。例如，1956 年，Lefschetz 报

道一架飞机的螺旋桨激发出机翼的 1/2 次共振，机翼

共振又激发了尾翼的 1/4 次共振，以致飞机被破坏。

又如，若隔振系统具有弱非线性，尽管激励频率远高

于系统固有频率，仍可能在隔振频段内发生亚谐共

振，产生危险。避免上述危险是研究非线性振动的目

的之一。 
 

 

 
图 4.2.3 1/3 次亚谐共振的多解现象 

4.2.3  3次超谐共振* 

 (1) 一次近似解 
 为了在ω ω≈ 0 3/ 时研究超谐共振，定义新的激励频率失调量σ ，使 

   (4.2.28) )1(,3 0 O=+= σεσωω

由式(4.2.11)可写出消除永年项的条件 

  0e36)(j2 1j32
0

22
0

22
010 =++++ TBAAABAAD σωωωµω  (4.2.29) 

引入 
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  βσϕβ −== 1

def
j

def

   ,e
2

TaA  (4.2.30) 

将其第一式代入式(4.2.29)，分离实虚部后再代入第二式，得到 3 次超谐共振的慢时变幅值和

相位满足的自治微分方程 
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

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ω
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3
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BaaBaD

BaaD
 (4.2.31) 

由式(4.2.10)得到系统的一次近似响应 

  tFtttatu ω
ωω

εϕωε cos)](3cos[)()( 22
0 −

+−=  (4.2.32) 

 (2) 定常解 
 令式(4.2.31)中 D a1 0= 、 D1 0ϕ = ，得到 3 次超谐共振的幅频响应关系 

  62
0

22202
0

2 ])
8

3
3([ BaaB ω

ω
ωσµ =−−+  (4.2.33) 

现对该式进行讨论： 
 a. 由于 B ≠ 0 ，方程(4.2.33)的解必满足 a ≠ 0，这显著有别于 1/3 次亚谐共振。 
 b. 将该式与式(4.1.15a)对比可见，3 次超谐共振的幅频响应与主共振幅频响应非常相似。

即 3 次超谐共振存在三个解共存现象，其中上下两个解支渐近稳定，中间解支不稳定，从而

在正弦慢扫频实验中发生跳跃现象。 
 c. 3 次超谐共振峰为 

  
3

22
0

3
0

max 8 ωωζ
ε

µ
ω

−
==

FB
a  (4.2.34) 

它与系统的非线性程度有关，这显著有别于主共振。由于共振峰与 ε 量级相同，弱非线性系

统的 3 次超谐共振的危险性比较小。 

4.3 Duffing系统的受迫组合共振 

 本节采用多尺度法分析受两个简谐激励作用的 Duffing 系统 

    (4.3.1) )cos()cos(2 222111
32

0
2
00 θωθωεωωζω +++=+++ tFtFuuuu &&&

其中 
   (4.3.2) 2,1   ),1(  ),1(   ,    ,10 0 ====<<≤ rOFO rµεµζωε

仍采用两尺度展开式求一次近似解 
   (4.3.3) ),(),()( 101100 TTuTTutu ε+=

将其代入上式后比较 ε 同次幂，得到 
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  (4.3.4a) )cos()cos( 202210110
2
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2
0 θωθωω +++=+ TFTFuuD

  (4.3.4b) 3
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2
0000101

2
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2
0 22 uuDuDDuuD ωµω −−−=+

解方程(4.3.4a)得  

   (4.3.5) cceee)(),( 020100 j
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其中 
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 (4.3.6) 

 将解(4.3.5)代入方程(4.3.4b)右端，展开立方项后得到长达一页的非齐次项，包括了总计

22 种引起永年项的可能性[12]。如果约定ω ω1 2< ，仍有 11 种可能性。它们是： 

 ω ω ω ω ω ω ω ω0 1 0 2 0 1 0 23 3 3≈ ≈ 3≈ ≈, , / , /  (4.3.7a) 

 
2

,2,2,2 12
0210120120

ωω
ωωωωωωωωωω

±
≈−≈±≈±≈  (4.3.7b) 

式(4.3.7a)中的 4 种情况对应于两个激励各自引起的 3 次超谐和 1/3 次亚谐共振。式(4.3.7b)中
的 7 种情况则表明：若两个外激励频率线性组合后接近派生系统固有频率，也会发生共振。

这类共振称为组合共振。 
 现以情况ω ω ω0 12≈ 2+ 为例，分析组合共振。此时 

   (4.3.8) )1(,2 021 O=+=+ σεσωωω

消除永年项的条件为 
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引入 
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将其第一式代入式(4.3.9)，分离实虚部后再代入第二式得到组合共振的慢时变幅值和相位满

足的自治微分方程 
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其中 
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 (4.3.12) 

由式(4.3.5)得到系统的一次近似响应 
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除非ω ω1 / 2 是分数，否则这一响应是非周期的。 
 令(4.3.11)中 D a1 0= 、 D1 0ϕ = ，得到定常解的幅频和相频响应方程 
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由式(4.3.14a)可得到组合共振的最大振幅 
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a =  (4.3.15) 

它发生在 
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 将式(4.3.14a)与主共振的幅频和相频响应方程(4.1.15a)对比可知：组合共振具有与主共振

相似的骨架线、稳定性和跳跃现象。由于 H1 0≠ ，式(4.3.14a)只能有非零解 a 。因此，组合

共振与亚谐共振不同，它总要发生。组合共振现象再次说明，非线性系统具有比线性系统更

多的共振机会。同时表明，系统的响应绝不是各个激励引起的响应之和。 

4.4  van der Pol 系统的受迫振动* 

 本节考察具有自激因素的 van der Pol 系统在简谐激励下的振动问题 

   (4.4.1) tFuuuu ωεω cos)1( 22
0 +−=+ &&&

采用多尺度法研究该系统的一次近似解 
   (4.4.2) ),(),()( 101100 TTuTTutu ε+=

根据外激励频率ω与派生系统固有频率ω 0是否接近，可讨论非共振和共振两种情况。 

4.4.1 非共振情况 

(1) 一次近似解 
 将式(4.4.2)代入方程(4.4.1)，比较 ε 的同次幂得 

  (4.4.3a) tFuuD ωω cos0
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0 =+

   (4.4.3b) 00
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0 )1(2 uDuuDDuuD −+−=+ω

解方程(4.4.3a)得 
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其中 
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将式(4.4.4)代回方程(4.4.3b)得到 
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由此不难写出非共振条件 

  )(
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),(3),( 000 εωωεωωεωω OOO +≠+≠+≠  (4.4.7) 

它们分别对应着不发生主共振、超谐共振和亚谐共振的条件。在此前提下，根据式(4.4.6)右
端第一项可得到消除永年项的条件 

  0)221(2 22
1 =+−−+− AABAAAAD  (4.4.8) 

或写作 
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其中 
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将式(4.4.5)中第一式代入式(4.4.9)，分离实虚部得到 

  0),
4

(
2 1

2

1 =−= βη DaaaD  (4.4.11) 

经分离变量积分得 
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其中 c 和 是由初始条件确定的积分常数。 1 c2

 (2) 定常解 
 如果外激励比较弱，其幅值满足 

  22
020 ωω −<< F  (4.4.14) 

则 2 2 1B < ，从而η > 0。此时由式(4.4.13)得 lim ( )
T

a T
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1 2
→+∞

= η 。根据式(4.4.4)，系统的稳态振

动由自激振动和受迫振动叠加而成 
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当且仅当ω和ω 0可公约时 u t( ) 是周期运动。 
 如果外激励很强，其幅值不满足条件 (4.4.14)，则 η < 0 。根据式 (4.4.12)，这导致

。此时，系统的稳态运动仅含受迫振动 lim ( )
T

a T
1

1 0
→+∞

=

  u t F t( ) cos=
−ω ω

ω
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2 2  (4.4.16) 

自激振动条件被外激励破坏了。这种现象被称为猝息（Quenching）。 

4.4.2 主共振 

 类似于对 Duffing 系统主共振的研究，此处限定 
  F f f O O= = + = =ε ω ω εσ σ, , ( ),0 1 ( )1  (4.4.17) 

 (1) 一次近似解 
 将两尺度解(4.4.2)和条件(4.4.17)代入方程(4.4.1)，比较 ε 的同次幂得 
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   (4.4.18b) D u u D D u u D u f T T0
2

1 0
2

1 1 0 0 0
2

0 0 02 1+ = − + − + +ω ( ) cos( 1ω σ )

将方程(4.4.18a)的解 

   (4.4.19) cce)(=)](cos[)( 00j
110010 ++= TTATbTTau ωω

代入方程(4.4.18b)，得到 

 cceje]e
2

)2(j[ 0001 j33
0

jj2
101

2
01

2
0 +−+−+−=+ TTT AfAAAADuuD ωωσ ωωω  (4.4.20) 

消除永年项的条件是 

  0e
2

)2(j 1j2
10 =+−+− TfAAAAD σω  (4.4.21) 

分离实虚部得 
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








=−+

=−+−+−

0)cos(
2

0)sin(
282

1
0

1

1
0

3

1

βσ
ω

β

βσ
ω

TfaD

TfaaaD
 (4.4.22) 

或写作 

  










+=

+−=

ϕ
ω

σϕ

ϕ
ω

cos
2

sin
2

)
4

1(
2

0
1

0

2

1

faaD

faaaD
 (4.4.23) 

其中 

   (4.4.24) βσϕ −= 1

def
T

 (2) 定常解 
 令式(4.4.23)中 、 ，得到振幅01 =aD 01 =ϕD a 和相位ϕ 满足的代数方程 

  










=+

=+−

0cos
2

0sin
2

)
4

1(
2

0

0

2

ϕ
ω

σ

ϕ
ω

fa

faa

 (4.4.25) 

消去ϕ 得到幅频方程 

  2
0

2
22

22

4
)()

4
1(

4 ω
σ faaa

=+−  (4.4.26) 

或写作 

   (4.4.27) H=+− ρσρρ 22 4)1(

其中 

  0
4

,0
4 2

0

2def2def
>=>=

ω
ρ fHa

 (4.4.28) 

相频方程为 

  
σ
ρ

σ
ϕ

2
1

2
4/1tan

2 −
=

−
=

a
 (4.4.29) 

稳态解形如 

  )()cos()( εϕω Otatu +−=  (4.4.30) 

这说明，此时系统的自激振动不再有所表现，这种现象被称作同步。 
 (3) 定常解的稳定性 
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 将方程(4.4.23)在 ( , )a ϕ 处线性化，形成关于扰动量∆a 和∆ϕ 的自治微分方程 

  










∆−∆−=∆

∆+∆−=∆

ϕϕ
ω

ϕ
ω

ϕ

ϕϕ
ω

sin
2

cos
2

cos
2

)
8

3
2
1(

0
2

0
1

0

2

1

a
fa

a
fD

faaaD
 (4.4.31) 

利用式(4.4.25)消去上式中的 cosϕ 和 sinϕ ，得到特征方程 

  det
( )

( )

λ σ

σ λ

− −

− − −



















=

1
2

1 3
4

1
2

1
4

0

2

2

a a

a
a

 (4.4.32) 

展开行列式并利用式(4.4.28)引入的 ρ，得到 

   (4.4.33) 02 =+− QPλλ

其中 

  22 )341(
4
1    ,21 σρρρ ++−=−= QP  (4.4.34) 

解方程(4.4.33)得 

  )421(
2
1)4(

2
1 222

2,1 σρρλ −±−=−±= QPP  (4.4.35) 

它们均有负实部的条件是 

  0)143(
4
1,021 22 >+−+=<−= ρρσρ QP  (4.4.36) 

参考图 4.4.1，该条件是 ( , )σ ρ 平面上由直线 ρ = 1 2/ 和椭圆 所形成的

非阴影区。此外，根据

4 3 4 12 2σ ρ ρ+ − + =( 0)
λ1 2, 是否为复根的临界条件 ρ σ= ±2 ，在图中两直线所形成的扇形外，

( , )a ϕ 是方程(4.4.31)的焦点，在扇形与椭圆之间为结点，在椭圆内为鞍点。 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

图 4.4.1 不同激励幅值下的幅频响应 
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 (4) 小结 
 显然，由方程(4.4.27)给出的幅频关系依赖于与外激励幅值平方成正比的参数 H 。一旦给

定参数 H 和频差σ ，该方程是关于 ρ的实系数三次代数方程，从而有一个或三个实根。参考

图 4.4.1，幅频曲线的性态可分为如下几种情况。 
 a. 若 0 4< < 27H / ：频差 σ 比较小时，方程(4.4.27)有三个定常解，但仅幅值最大的解

渐近稳定；频差 σ 比较大时，方程(4.4.27)只有一个定常解且不稳定。 
 b. 若 4 27 8 27/ < /<H ：频差 σ 很小时，方程(4.4.27)只有一渐近稳定解；频差 σ 稍大

些后，有三个定常解，但仅幅值最大的解渐近稳定；频差 σ 比较大时，仅有一个不稳定解。 
 c. 若 H > 8 27/ ：频差 σ 比较小时，方程(4.4.27)只有一个渐近稳定解；频差 σ 比较大时，

仅有一个不稳定解。 
 归纳上述情况，只有在小频差时，系统才出现渐近稳定的同步振动。并且这种稳定同步

振动是唯一的，系统的幅频响应不存在跳跃现象。图 4.4.2 给出了频差足够小时的同步现象

以及频差稍大后的不同步现象，后者也称作失步。 
 

0 100 200 300 400
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0

3
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u

u

t

0 100 200 300 400
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0

3
a

 

 
 
 
 
 
 
 
 

 
  (a) 小频差 ( . )σ = 0 05   (b) 稍大频差 ( . )σ = 01  

  图 4.4.2 同步与失步现象 ( ) ε ω= =01 01 10. , . ,f =

4.5 慢时变参数系统的振动* 

 在工程实践中，许多系统的参数会在运行过程中发生变化，从而使系统的数学模型含有

若干随时间变化的参数。这类系统被称为时变参数系统。例如，飞行器的质量会由于燃料消

耗而减少，是一变质量系统。重物在起吊过程中是一变摆长的摆，可视为变刚度系统。旋转

机械在正常启动和停车过程中，非平衡质量引起的惯性载荷幅值、频率会显著变化，是一变

载荷参数系统。 
 本节先研究慢时变参数系统，即参数在系统振动一周中发生缓慢变化的系统。为了具体

起见，考察 Duffing 系统在简谐激励下的受迫振动，并着重分析慢变激励频率对系统通过主

共振区的影响。系统的运动微分方程为 

   (4.5.1) ),(cos)]()(2[)()( 32
0

2
0 ttftutututu εθεωµεω =+++ &&&
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激励相位满足 

   (4.5.2) 






+=′+=

+=

)()(),(

)(),(

0

def

0

0

def

tttt

tttt

εεσωεψεωεθ

εψωεθ
&

现用多尺度法研究该系统的一次近似解，设 
   (4.5.3) ),(),()( 101100 TTuTTutu ε+=

将式(4.5.3)代入方程(4.5.1)，比较 ε同次幂后得到一组线性偏微分方程 

  (4.5.4a) 00
2
00

2
0 =+ uuD ω

  (4.5.4b) )](cos[22 100
3
0

2
0000101

2
01

2
0 TTfuuDuDDuuD ψωωµω ++−−−=+

将方程(4.5.4a)的解 

   (4.5.5) cce)()](cos[)(),( 00j
1

def

1001100 +=+= TTATTTaTTu ωβω

代入方程(4.5.4b)得 

  
cce

2
e                       

e]3)(j2[

)]([jj332
0

j22
0101

2
01

2
0

10000

00

++

−++−=+

+ TTT

T

fA

AAAADuuD

ψωω

ω

ω

ωµωω
 (4.5.6) 

由此得消除永年项的条件 

  0e
2

3)(j2 )(j22
010

1 =−++ TfAAAAD ψωµω  (4.5.7) 

分离其实部和虚部得到 

  










=−+−

=−−+

0)]()(cos[
2

)(
8

3
)()(

0)]()(sin[
2

)()(

11
0

1
30

111

11
0

111

TTfTaTDTa

TTfTaTaD

βψ
ω

ω
β

βψ
ω

µ
 (4.5.8) 

或等价的 

  










+−=

+−=

)(cos
)(2

)(
8

3
)()(

)(sin
2

)()(

1
10

1
20

111

1
0

111

T
Ta

fTaTTD

TfTaTaD

ϕ
ω

ω
σϕ

ϕ
ω

µ
 (4.5.9) 

其中 

   (4.5.10) )()()( 11

def

1 TTT βψϕ −=

将式(4.5.9)所确定的慢时变振幅和相位代回式(4.5.5)，得到系统的一次近似解 
   (4.5.11) )]()(cos[)()( 0 ttttatu εϕεψωε −+=

 现设想慢变激励频率按如下线性规律变化 
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   (4.5.12) 101 )( rTT +=σσ

由于σ ( )T1 非定常，故方程(4.5.9)是二维非自治系统，无解析解。但可以从 r = 0时已有的主

共振解(4.1.13)出发，用 8.1 节将要介绍的 Runge-Kutta 方法获得不同扫频速率下的幅频、相

频关系，如图 4.5.1 所示。显然，快速扫频将使共振峰偏移，这与人们在实验中观察到的现

象相吻合。 

 
图 4.5.1 不同扫频速率 r 对系统主共振幅频特性的影响 

4.6 线性时变系统的参激振动 

4.6.1 参激振动的例子 

 本节讨论具有快时变参数的系统，即系统参数随时间变化的速率达到与系统振动频率相

同的量级，其最简单的例子是 1.2 节中 1.1.2 介绍的基础作铅垂简谐振动的单摆以及相应的

Mathieu 方程。随着参数变化的加快，这类系统的行为会发生质的变化，出现由参数变化激

发出的参激振动。 
 1831 年，英国科学家 Faraday 首先发现了参激振动现象：当充液容器作铅垂振动时，液

体的自由表面波动周期是容器振动周期的二倍。由于充液容器在运载工具、化工等诸多工程

领域中占有重要地位，对这一问题的研究吸引了许多学者，推动了对参激振动的研究。 
 弹性结构在周期载荷作用下的动力稳定性也归结为参激振动问题。1924 年，俄罗斯学者

Beляев研究了纵向简谐激励下梁的横向振动，发现它服从一系列 Mathieu 方程。 
 例 4.6.1 图示两端铰支 Bernoulli-Euler 梁受简谐纵向力 f t f t( ) cos= 0 ω 作用，忽略梁的纵

向惯性，建立其受扰后的横向微振动方程。 

 

 
 

 
图 4.6.1 铰支 Bernoulli-Euler 梁的动力稳定性问题 

 解：设梁的长度为 ，单位长度质量为l ρA，抗弯刚度为 EI 。忽略梁的纵向惯性后，梁

在轴向简谐力 f t f t( ) osc= 0 ω 作用下的横向微振动微分方程为 
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  0),(),(cos),(
4

4

2

2

02

2

=++
x

txwEI
x

txwtf
t

txwA
∂

∂
∂

∂ω
∂

∂ρ  (a) 

以两端铰支 Bernoulli-Euler 梁的固有振型作为 Galerkin 形函数，将挠度表示为 

                       ∑
+∞

=
=

1
)(πsin),(

r
r tu

l
xrtxw  (b) 

将式(b)代入式(a)，根据固有振型的加权正交性得到一组解耦的常微分方程 

   (c) L&& ,2,1,0)(]cos1[)( 2 ==−+ rtutftu rrrr ωω

其中 

  L,2,1,1
π

,π
22

2
0

def

4

44def
2 =<<== r

EIr
lf

f
Al

EIr
rr ρ

ω  (d) 

引入 

  L,2,1,
2

,)
2

(,
2

def
2

defdef
=−=== r

ft rr
r

r
r

δ
ε

ω
ω

δωτ  (e) 

得到标准的 Mathieu 方程 

  
d

d

2

2

u
u rr

r r r
( )

( cos ) ( ) , ,
τ

τ
δ ε τ τ+ + = =2 2 0 1 2 L,  (f) 

显然，梁横向动力稳定要求所有 Mathieu 方程的解均稳定。 
 参激振动是一个很大的研究命题，本节侧重于研究线性系统的参激振动。先讨论一般的

具有周期系数的线性齐次常微分方程，给出其解的稳定性准则。然后，用摄动法研究 Mathieu
方程解的稳定性边界问题。 

4.6.2 周期系数线性常微分方程理论 

 考察具有周期系数的齐次线性常微分方程 

   (4.6.1) 




=∈∀=+
=++

2,1,),()(
0)()()()()(
1

21

rRttpTtp
tutptutptu

rr

&&&

将其写作二维相空间中的状态方程 
  )()()( ttt uAu =&  (4.6.2) 

其中 

  u A  (4.6.3) A( )
&

, ( )
( ) ( )

( ),t
u
u

u
u

t
p t p t

t T t R=








 =








 =

− −








 = + ∀ ∈

def def def1

2 2 1

10 1

 (1) 基本解 
 根据线性常微分方程理论，方程(4.6.2)具有两个线性无关的基本解 和 。对于

该方程的任意解 ，存在常数 和 ，使得 
)(1 tϕ )(2 tϕ

)(tu a1 a2

    (4.6.4) a, Φu )()()()( 2211 t tatat =+= ϕϕ
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其中 

   (4.6.5) T
21

def

21

def
][)],()([)( aattt == aϕϕΦ

Φ ( )t 称作基本解矩阵。 
 现讨论基本解矩阵的主要性质。鉴于 以A( )t T 为周期，若 u( )t 是方程(4.6.2)的解，

u( )t T+ 也是该方程的解。自然， Φ (t T+ ) 中的ϕ 1 t( )T+ 和ϕ 2 (t T)+ 亦如此。因此,存在两

个常数向量 和 使得 b1 b2

   (4.6.6) Bbb )(])[(])()([)(
def

2121 ttTtTtTt ΦΦϕϕΦ ==++=+

其中矩阵 B称作单值矩阵。不难证明， B具有如下性质： 

 a. B是可逆矩阵 

 b. B  (4.6.7) = −Φ Φ( ) ( )t t1 +T

 c. 若取Φ ( )0 = I ， B =Φ ( )T  (4.6.8) 

 d. 根据线性常微分方程理论中的 Liouville 公式，可导出 

   (4.6.9) ∫∫ −
=

TT
ttptt

0 10
d)(d)(tr

e=edet
A

B
对于保守系统，由 p t1 0( ) ≡ 和上式给出 

  1det =B     即    (4.6.10) 1   ),(det)(det RttTt ∈∀=+     ΦΦ

该性质的几何涵义是：对于保守系统，两个不共线的状态向量ϕ 1( )t 和ϕ 2 ( )t 所张平行四边形

面积经过时间 T 后保持不变。这通常称作保守系统的保积特性。 
 (2) 特征乘数与特征指数 
 根据矩阵 B的特征值问题 
   (4.6.11) 2,1,0)( ==− rrr bIB λ

定义 λ r 为方程(4.6.2)的第 r 阶特征乘数，而满足如下关系的 µ r 为第 r 阶特征指数 

   (4.6.12) λ µ
r

Tr r= e , ,1 2=

在通过 Floquet 定理来理解它们的涵义之前，先证明它们反映了系统(4.6.2)的内在性质，与

Φ ( )t 的选取无关。 
 设有两个不同的基本解矩阵Φ ( )t 和 ，它们各自满足 $ ( )Φ t

   (4.6.13) B  Φ  ΦB  Φ  Φ ˆ)(ˆ)(ˆ,)()( tTttTt =+=+

由于 是解矩阵，自然存在可逆矩阵C 使得它可由基本解矩阵$ ( )Φ t Φ ( )t 表示 

   (4.6.14) $ ( ) ( ) , $ ( ) ( )Φ Φ Φ Φt t t T t T= + =C + C

易见 

   (4.6.15) 
BCCCC

CCB
111

11

)()(=   

)())(()(ˆ)(ˆˆ
−−−

−−

=+

+=+=

Ttt

TttTtt

ΦΦ

ΦΦΦΦ

 —84— 



第 4 章  单自由度非自治系统的振动 

根据线性代数，单值矩阵 B和 $B互为相似矩阵，它们具有相同的特征值。 

 (3) Floquet 定理 
 定理 4.6.1 (Floquet定理) 方程(4.6.2)存在具有如下形式的所谓正规解 

   (4.6.16) 2,1,e)()( == rtt t
rr

rµqu

满足 
   (4.6.17) 2,1    ),()( ==+ rtTt rrr uu λ

其中 

   (4.6.18) q qr rt T t t R r( ) ( ), , ,+ = ∀ ∈ =1 1 2

证明：取基本解矩阵和由式(4.6.11)所确定的特征向量构造方程(4.6.2)的正规解 
  u br rt t r( ) ( ) , ,= =Φ 1 2  (4.6.19) 

不难导出 
  u b Bb b ur r r r r r rt T t T t t t r( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,+ = + = = = =Φ Φ Φλ λ 1 2  (4.6.20) 

再取 

   (4.6.21) q ur r
tt t rr( ) ( ) , ,= −e µ 1 2=

可验证其周期性如下 

   (4.6.22) 
2,1),(e)(=              

ee)(e)()( )(

==

=+=+
−

−−+−

rtt

tTtTt

r
t

r

Tt
rr

Tt
rr

r

rrr

qu

uuq
µ

µµµ λ

 根据式(4.6.16)及 的周期性，不难得出如下推论： q tr ( )
 a. 若 Re( )µ r < 0，即 λ r < 1，则 ，相应的正规解渐近稳定； 0)(lim =

+∞→
trt

u

 b. 若 Re( )µ r > 0，即 λ r > 1，则 +∞=
+∞→

)(trt
ulim ，相应的正规解不稳定； 

 c. 若 Re( )µ r = 0 ，即 λ r = 1，则相应的正规解稳定（但非渐近稳定）。特别地，若存在

正整数 m，使 ，则有 λ r
m = 1

   (4.6.23) 2,1,),()()( 1 =∈∀==+ rRtttmTt rr
m
rr uuu λ

即正规解以mT 为周期。 
 (4) Hill 方程 
 当 时，将方程(4.6.1)改写为 p t1 0( ) ≡

   (4.6.24) 
&&( ) ( ) ( )

( ) ( ),
u t p t u t
p t T p t t R

+ =
+ = ∀ ∈





0
1

1886 年，Hill 在分析月球在近地点附近的运动时首次研究了这类方程，故该方程被称作 Hill
方程。显然，Mathieu 方程是其特款。 
 不难验证，通过变换 

  ∫−
=

t
ttp

tvtu 0 1 d)(
2
1

e)()(  (4.6.25) 
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方程(4.6.1)可简化为 Hill 方程 

  






−−=

=+

)(
2
1)(

4
1)()(

0)()()(

1
2
12 tptptptp

tvtptv

&

&&
 (4.6.26) 

因此，对 Hill 方程的了解将有助于对更一般的方程(4.6.1)进行研究。 
 根据式(4.6.11)，Hill 方程的特征乘数满足特征方程 

   (4.6.27) 01)tr(2 =+− λλ B

故 

  λ1 2
2

2 2
1, ( )= ± −

tr trB B     且    λ λ1 2 1=  (4.6.28) 

由此可知 Hill 方程特征解的特性： 
 a. 若 tr ，必有某一B > 2 λ r > 1，相应的正规解不稳定； 

 b. 若 tr ，B < 2 λ λ1 2= 且 λ λ1 2 1= = ，相应的正规解稳定（但非渐近稳定）； 
 c. 若 tr ，B = 2 λ λ1 2 1= = ± ，正规解是以 T 或 2T 为周期的稳定解（但非渐近稳定）。 

 最后，讨论 Hill 方程在下述条件下的稳定性 
  p t s t( ) ( )= +δ ε  (4.6.29)      

其中 

   (4.6.30) s t T s t s t t
T

( ) ( ), ( )+ = =∫ d
0

0

δ 和 ε 是两个参数，它们的不同组合决定了方程

的解是否稳定。根据前述分析，解失稳的临界条

件是λ λ1 2 1= = ± ，相应的 ( , )δ ε 可称作临界值。

Haupt 指出：给定δ ε− 平面上的直线 ε = const.，
则在该直线上存在无限多个孤立的临界值

，形成图 4.6.2 所示的

Haupt 图 ； 当 时 解 不 稳 定 ，

时解稳定（但非渐近稳定），

然后依次交替。 

δ ε(0

δ ε(

δ ε( )) ( )1< <

δ ε δ () ( )0 < <

δ ( ) ( )2

δ ε( ) <
ε) ( )1

ε( ) L

δ 0

( )
ε( )( )

 

 

 

图 4.6.2  Haupt 图 

4.6.3 含阻尼Mathieu方程的稳定边界 

 出于解决实际问题的需要，考察具有阻尼的 Mathieu 方程 

  10,1,0)()2cos2()(2)( <<≤<<=+++ ζεεδζ tuttutu &&&   (4.6.31) 

现在的任务是确定使该方程零解保持稳定的参数组合 ( , )δ ε 。鉴于一些文献对阻尼影响的处

理存在不妥之处，本书的论证略费笔墨。 
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 (1) 确定稳定性边界的条件 
 若不计阻尼，Mathieu 方程是 Hill 方程的特例，且其周期系数满足条件(4.6.30)。根据对

Haupt 图的讨论，方程零解的稳定性取决于参数 ( , )δ ε 。对于δ ε− 平面上部分区域的取值

( , )δ ε ，零解保持稳定；而对于另一部分区域内的取值 ( , )δ ε ，零解受扰后以指数形式发散。

在这两种区域的分界线上，受扰零解是周期为 π或 2π的周期解，这就是系统的参激振动，也

是确定分界线的条件。分界线δ δ ε= ( ) 称作 Mathieu 方程零解的稳定性边界，亦即参激振动

条件。 
 计入小阻尼后，方程零解的稳定性边界自然要发生变化。确定稳定性边界的条件是否也

发生变化呢？为了回答这一问题，先进行下面的分析。 
 由于方程(4.6.31)的系数以 为周期，根据式(4.6.9)得 π

   (4.6.32) ζζ π2d2
eedet

π

0 −−
== ∫ tB

因此，方程的特征乘数满足实系数代数方程 

   (4.6.33) 0e)tr( π22 =+− − ζλλ B

由此解出 

  ζλ π−−±= 22
2,1 e)

2
tr(

2
tr BB      且     (4.6.34) 1e 2

21 <= π− ζλλ

根据对 Floquet 定理的推论，方程零解稳定的临界条件是下述三条件之一 
 λ λ1 1= , 2 1<  (4.6.35a) 

 λ λ1 1< , 2 1=  (4.6.35b) 

 λ λ1 2 1= =  (4.6.35c) 

根据式(3.6.34)中不等式的约束，条件(4.6.35c)永不满足。而满足前两个条件的特征乘数只能

是方程(4.6.33)的实根，不会是共轭复根。因此，仅有如下两种情况。 
 情况 a： 

  1e)
2

tr(
2

tr,1e)
2

tr(
2

tr π22
2

π22
1 <−−==−+= −− ζζ λλ BBBB

 (4.6.36)  

相应地可解得 

  tr eB = + −1 2πζ  (4.6.37) 

此时，方程有一个正规解以 π为周期，而另一正规解渐近稳定。受扰零解随时间延续趋于以

为周期的正规解。 π

 情况 b： 

  1e)
2

tr(
2

tr,1e)
2

tr(
2

tr π22
2

π22
1 −=−−=−>−+= −− ζζ λ BBBBλ  (4.6.38) 

相应地有 

   (4.6.39) tr eB = − + −(1 2πζ )
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此时，方程有一个正规解以 2π为周期，而另一正规解渐近稳定。受扰零解随时间延续趋于以

为周期的正规解。 2π
 因此，受扰零解以 π或 2π为周期仍是确定零解稳定性边界的条件，从而可以采用求周期

解的各种近似方法来确定稳定性边界。 

 (2) 稳定性边界的确定 
 以下在小阻尼条件下用摄动法确定稳定性边界。为此，将式(4.6.31)中的阻尼标记为 
  )1(, O== µεµζ  (4.6.40) 

对于 0 ，把待求的周期解1≤ <<ε u t( ) 及稳定性边界δ ε( ) 关于 ε 展开 

   (4.6.41) 




+++=
+++=

L

L

)()(
)()()()(

2
2

10

2
2

10

t
tutututu

δεεδδεδ
εε

其中 u t r 以r ( ), , ,= 0 1 2L π或 2π为周期。将上式代入方程(4.6.31)，比较 ε同次幂得 

  (4.6.42a) 0)()( 000 =+ tutu δ&&

  (4.6.42b) )(2)()2cos2()()( 001101 tututtutu &&& µδδ −+−=+

  (4.6.42c) )(2)()2cos2()()()( 11102202 tututtututu &&& µδδδ −+−−=+

解方程(4.6.42a)，得到周期解形如 

  tbtatu 000 sincos)( δδ +=  (4.6.43) 

其中 

   (4.6.44) L,2,1,0,2
0 == nnδ

以下依次讨论δ 0 取这些值时的稳定性边界。 
 a. δ 0  0=

 根据方程(4.6.42a)得周期解 

  u t a0 ( ) = = const. (4.6.45) 

将其代入式(4.6.42b)得 

  && ( ) ( cos )u t a t1 1 2 2= − +δ  (4.6.46) 

为了消除该方程的永年项，命δ 1 0= ，进而解出 

  u t a t1 2
2( ) cos=  (4.6.47) 

需指出的是：因式(4.6.45)已含常数项，此处积分常数被省略。将该特解代入式(4.6.42c)得 

  && ( ) ( ) sin cosu t a a t a t2 2
1
2

2 2
2

4= − + + −δ µ  (4.6.48) 

消除该方程永年项的条件是δ 2 1 2= − / ，在此条件下解(4.6.48)得特解 

  u t a t a t2 2
2

32
4( ) sin cos= − +

µ  (4.6.49) 
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将上述结果代回式(4.6.41)并采用式(4.6.40)，得到在δ 0 0= 附近的稳定性边界和 周期解 π

  )(
2

)( 3
2

εεεδ O+−=  (4.6.50) 

  )(4cos
32

)2sin2(cos
2

)( 3
2

εεζε Otattaatu ++−+=  (4.6.51) 

 b. δ 0  1=

 此时，式(4.6.43)成为 

  u t a t b t0 ( ) cos sin= +  (4.6.52) 

将其代入方程(4.6.42b)得 

  u t&& ( ) ( ) [( ) ]cos [ ( ) ]sin cos sinu t a b t a b t a t b t1 1 1 11 2 2 1 3 3+ =− + + + − − − −δ µ µ δ  (4.6.53) 

消除永年项的条件为 

   (4.6.54) 
( )

( )
δ µ
µ δ

1

1

1 2
2 1

+ + =
− − =





a b
a b

0
0

该方程有非零解 的条件是 ( , )a b

   (4.6.55) 041
12

21
det 22

1
1

1 =−−=







−

+
µδ

δµ
µδ

即 

  2/1,41 2
1 <−±= µµδ  (4.6.56) 

在此条件下，方程(4.6.42b)的特解为 

  )3sin3cos(
8
1)(1 tbtatu +=  (4.6.57) 

再将式(4.6.52)和(4.6.57)代回方程(4.6.42c)，得到 

  
tbtat

ba

tba
tbtatutu

5sin
8

5cos
8

3sin)
84

3(                     

3cos)
4

3
8

()sincos)(
8
1()()(

1

1
222

−−−

++−++−=+

δµ

µδ
δ&&

 (4.6.58) 

消除永年项的条件是 

  δ 2
1
8

= −  (4.6.59) 

在此条件下解方程(4.6.58)，得到 

  )5sin5cos(
192

1]3sin)6(3cos)6[(
64
1)( 112 tbtatabtbat ++−++= µδµδu  (4.6.60) 

最后，将上述结果代回式(4.6.41)并采用式(4.6.40)，得到δ 0 1= 附近的两条稳定性边界和对应
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的 周期解 2π

  )(
8
1 322 εεζεδ O+−4−±1= 2  (4.6.61) 

  
)()]5sin5cos(

3
)3sin3cos(4[

64
        

]3sin)
4

3(3cos)
4

3[(
8

sincos)(

322 εεζεε

ζζε

Otbtatbta

tabtbatbtatu

++++−±

+−++++=
 (4.6.62) 

 c. 0δ  4=

 此时式(4.6.43)成为 

   (4.6.63) tbtatu 2sin2cos)(0 +=

代入方程(4.6.42b)得 

   (4.6.64) tbtatbatbaatutu 4sin4cos2sin)4(2cos)4()()( 1111 −−−++−−=+ δµµδ&&

消除永年项的条件是 

   (4.6.65) 




=−
=+

04
04

1

1

ba
ba

δµ
µδ

由于 ，该方程只有零解 δ µ1
2 216 0+ >

   (4.6.66) 0,01 == µδ

这表明，O( )ε 量级的阻尼过大。因此，引入更小的阻尼 

   (4.6.67) )1(ˆ,ˆ2 O== µµεζ

这时，方程(4.6.42b)和(4.6.42c)需改写为 

  (4.6.68a) )()2cos2()()( 01101 tuttutu +−=+ δδ&&

  (4.6.68b) )(ˆ2)()2cos2()()()( 01102202 tututtututu &&& µδδδ −+−−=+

将式(4.6.63)代入方程(4.6.68a)得 

  && ( ) ( ) ( cos sin ) cos sinu t u t a a t b t a t b t1 1 1 2 2 4 4+ = − − + − −δ  (4.6.69) 

其消除永年项的条件是 

  δ 1 0=  (4.6.70) 

在此条件下解方程(4.6.69)得特解 

  tbtaatu 4sin
12

4cos
124

)(1 ++−=  (4.6.71) 

将该解代入方程(4.6.68b) 
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tbta

tbatbatutu

6sin
12

6cos
12

                        

2sin])
12
1(ˆ4[2cos]ˆ4)

12
5[()()( 2222

−

−+−++−−=+ δµµδ&&

 (4.6.72) 

消除永年项的条件是 

  








=+−

=+−

0)
12
1(ˆ4

0ˆ4)
12
5(

2

2

ba

ba

δµ

µδ
 (4.6.73) 

该方程有非零解的条件为 

  0)ˆ16
144

5(
3
1 2

2
2
2 =+−− µδδ  (4.6.74) 

解得 

  2
2 ˆ16

16
1

6
1 µδ +±=  (4.6.75) 

方程(4.6.72)在此条件下的特解是 

  u t a t b t2
1

384
6( ) ( cos sin )= + 6  (4.6.76) 

将上述结果代回展开式(4.6.41)并利用式(4.6.67)，得到δ 0 4= 附近的两条稳定性边界和对应的

周期解 π

  )(16
16

32
4

εζεεεδ O++±
6

+4=)(
2

 (4.6.77) 

  
)()6sin6cos(

384
         

)4sin
12

4cos
124

(2sin2cos)(

3
2

εε

ε

Otbta

tbtaatbtatu

++

+−−−+=
  

    

(4.6.78) 

              (a) 无阻尼情况                                (b) 小阻尼情况 

图 4.6.3 Mathieu 方程零解的不稳定区 

 根据式(4.6.50)、(4.6.61)和(4.6.77)中的稳定性边界表达式，可获得图 4.6.3 所示的 Mathieu
方程零解在参数 ( , )δ ε 平面上稳定性情况，解在阴影区不稳定。显然，阻尼使图中不稳定区
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缩小。凌复华曾通过数值计算发现：这一结论仅当 ε 比较小时方正确；当 ε 比较大时，阻尼

会使原来的稳定区变为不稳定区[13]。 

2
rf

−

1<

),(t

( 0T

cos

 例 4.6.2 对于ω ω≈ 2 r ，讨论例 4.6.1 中梁的动力稳定问题。 
 解：此时δ r ≈ 1。根据式(4.6.61)和例 4.6.1 中式(e)，不稳定区的一阶近似为 

  1 r
rr

δ
εδ =<−  (a) 

即 

  
2/1

1
2/1

1

r
r

r ff
<<

+
δ  (b) 

将式(a)代入式(b)并注意到 0 1< <<f r ，得出 

  
EIr

lf
EIr

lf r
22

2
02

22

2
0

π2
)

2
(

π2
1 +<−

ω
ω

 (c) 

这说明，一旦激励频率ω 与梁的某阶固有频率ω r 的二倍足够接近，梁受到横向小扰动时将

发生参激振动而失稳。 

4.7 非线性时变系统的参激振动* 

    对于上节所讨论的线性时变系统，一旦系统参数的组合使系统处于不稳定区，系统响应

将趋于无穷。但事实上，当响应达到一定幅度后，实际系统将偏离线性系统模型，系统响应

也就不会无限大。例如，结构大变形引起的非线性弹性恢复力、系统运动速度提高引起的非

线性阻尼力等都会制约响应的增长。本节将讨论具有这类非线性因素的时变系统的参激振动

问题。 

4.7.1 参激共振的一般形式 

 考察附加了弱非线性项的 Mathieu 方程 
  ))(()()2cos2()( tuuptuttu &&& εεδ =++ ,    10 <<< ε   (4.7.1) 

采用多尺度法研究其在δ ≈ 1时的一次近似解。设解为 
    (4.7.2) L++= ),),()( 11100 TuTTutu ε

将其代入方程(4.7.1)，比较 ε 的同次幂得 

  (4.7.3a) 000
2
0 =+ uuD δ

  (4.7.3b) ),(222 0000000111
2
0 uDupTuuDDuuD +−−=+δ

方程(4.7.3a)的解为 

  δωω
def

j
10 =cc,e)( 0 += TTAu  (4.7.4) 

将其代入方程(4.7.3b)右端，整理后得到 
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)ccej,cce(                      

cceeej2
00

000

jj

)+-j(2)-j(2j
111

2
0

++

++−−−=+
TT

TTT

AAp

AAADuuD
ωω

ωωω

ω

ωδ
 (4.7.5) 

 为了明确δ 接近于 1 的程度，记 

  )1(      ,1 O=−= σεσω   (4.7.6) 

易见，此时方程(4.7.5)右端的指数将出现 

   (4.7.7) 1000 2])(2[)2( TTTT σωωεσωω +=−+=−

由此得到消除该方程永年项的条件 

  0dcc)eej,cce(
π2

ej2
π2

0 0
jjjj2

1
0001 =+++− ∫ −ω ωωωσ ωωω TAApAAD TTTT  (4.7.8) 

令 

  )(j1
def

1
1e

2
)(

)( TTa
TA β=  (4.7.9) 

将其代入上式后分离实虚部，得到 

  










−−−=

−−−−=

∫
∫

π2

011

π2

011

dcos)sin,cos(
π2
1)(2cos

2

dsin)sin,cos(
π2
1)(2sin

2
θθθωθ

ω
βσ

ω
βα

θθθωθ
ω

βσ
ω

aapTaD

aapTaaD
 (4.7.10) 

其中 

   (4.7.11) βωθ −0

def
= T

若引入 

   (4.7.12) 1

def
Tσβϕ −=

则可将方程(4.7.10)化为自治系统 

  










−−+−=

−−=

∫
∫

π2

01

π2

01

dcos)sin,cos(
π2
12cos

2

dsin)sin,cos(
π2
12sin

2
θθθωθ

ω
ϕ

ω
σϕ

θθθωθ
ω

ϕ
ω

aapaaaD

aapaaD
 (4.7.13) 

 最后，将式(4.7.9)代入式(4.7.4)并利用式(4.7.12)和(4.7.6)，得到系统(4.7.1)的一次近似解 

   (4.7.14) )cos()cos()cos()( 100 ϕϕσωβω +=++=+= taTTaTatu

它的振动频率正是参数激励频率的 1/2。 

4.7.2 平方阻尼系统的主共振 

 现以平方阻尼为例，考察非线性因素对线性系统不稳定参激振动的影响。取 
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  0,0),(),( 2121 >≥+−= µµµµ uuuuup &&&&   (4.7.15) 

将其代入(4.7.13)并完成积分，得到 

  










+−=

+−−=

ϕ
ω

σϕ

ϕ
ω

µµ

2cos
2

2sin
2π3

4
2

1

2
21

1

aaaD

aaa
aD

 (4.7.16) 

命上式中 、D a1 0= D1 0ϕ = ，得到定常解方程 

  








=+−

=+
π

−−

0)2cos
2
1(

0)2sin
2
1

3
4

2
( 21

ϕ
ω

σ

ϕ
ω

µµ

a

a
a

 (4.7.17) 

由上式消去ϕ ，得到非零定常解满足的幅频关系 

  2
222

1
14)

3
8

(
ω

σ
ωµ

µ =+
π

+
a

 (4.7.18) 

显然，当且仅当 µ2 0≠ 时有非零幅值 

  )41(
8

3
1

2
2

2
µσ

ωωµ
−−

π
=a  (4.7.19) 

 现考察由非线性阻尼引起的非零定常解存在条件。式(4.7.19)要求 

  
2
1

2
1

≈<
ω

σ  (4.7.20) 

而条件(4.7.6)意味着 

   (4.7.21) εσεσωδ 21)1( 22 −≈−==

将上述两条件合并得到非零定常解存在的条件 

  εδε +<<− 11   (4.7.22) 

这正是无阻尼 Mathieu 方程发生不稳定参激振动的条件。 
图 4.7.1 给出了 µ µ1 2 01= = . 时两种 ε 取

值下非零定常解振幅a 与δ 的关系。振幅曲线

与 a=0 的两个交点近似为 δ ε= 1m ，这与式

(4.7.22)给出的非零定常解存在条件相吻合。

上述非零定常解能否实现还取决于其是

否具有渐近稳定性。为了分析稳定性，将方程

(4.7.16)在定常解 ( , )a ϕ 处线性化，利用式

(4.7.17)得到微扰动 ( , )∆ ∆a ϕ 所满足的线性微

分方程 

0.8 0.9 1.0 1.1 1.2
0

5

10

15
  ε =0.10
  ε =0.05

a

δ  
图 4.7.1 定常解幅值 a 与 的关系 δ

    ( ) 1.021 == µµ
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







∆−=∆

∆+∆−=∆

ϕϕ
ω

ϕ

ϕϕ
ω

µ

2sin1

2cos
π3

4 2

D

aaaaD
 (4.7.23) 

对于 a ，该方程所对应的特征值为 > 0

  0
π

4    ,0)
π3

8( 2
2

2
11 <

3
−=<+−=

aa µλµµλ  (4.7.24) 

所以，该非零定常解是渐近稳定性的。因此，平方阻尼的确可以将 Mathieu 方程的不稳定参

激振动稳定为有限幅值的定常振动。 
 

 

习  题 
 

1  考察简谐激励下的平方非线性系统 

10,2cos)2( 22
0

2
0 <<<=+++ εωεωµεω tfuuuu &&&  

   求系统主共振的一次近似解并讨论其稳定性。 
2  对于含 Coulomb 摩擦的 Duffing 系统 

10,cos)]()(sgn[)()( 32
0

2
0 <<<=+++ εωεωµεω tftutututu &&&  

   求系统主共振的一次近似解，并讨论不同激励幅值对主共振峰的影响。 
3  试求下述系统在ω≈1时周期振动的一次近似解 

&& ( & ) & cos ,u u u u u f t+ + − + = < <ε ε ω2 2 1 0 <ε 1 

4  证明无阻尼系统 

&& ( ) cosu p u F t+ = ω  

   具有 纯亚谐共振1/n u a t
n

= cos( )ω
的条件是 

)()()( 2

a
uTFu

n
up n+=

ω
 

   其中 

)arccoscos()( unuTn =  

   是第一类 Chebyshev 多项式。 
5  对于简谐激励下的平方非线性系统 

&& ( & ) cosu u u u F+ + + =ω ε µ ω ω0
2

0
2 22 2 t  

   求其 1/2 次亚谐共振的一次近似解并对稳定性进行讨论。 
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6  求解如下系统的主共振和 1/3 次亚谐共振 

tFuuuu ωµ cossin2 2 =++ &&&  

7  考察受组合激励的系统 

3   ,1   ,coscos)2( 212211
3 ≈≈+=+++ ωωωωµε tFtFuuuu &&&  

   (1) 在条件 F O1= ( )ε 下用多尺度法求该系统的近似解； 

   (2) 导出系统具有周期振动的条件。 
8  对于含 Coulomb 摩擦的 Duffing 系统 

10),(cos)]()(sgn[)()( 32
0

2
0 <<<=+++ εθεωµεω tftutututu &&&  

   若其激励频率按下述规律线性变化 

0,0,0),()( 0000 >>>++= rtrt σωεσεωθ&  

   求系统主共振的一次近似解。 
9  考察具有周期系数的线性系统 










−
−

−
=

−
+

−
−=

2221222

2221221

sincos
cossin2

sincos
1

sincos
1

sincos
cossin2

u
tt

ttu
tt

u

u
tt

u
tt

ttu

&

&

 

   (1) 验证它有两个基本解组 和 ； tutu sin,cos 21 == tutu cos,sin 21 ==

   (2) 求其特征乘数和特征指数。 
10 对于线性时变系统，是否能定义系统的固有频率和阻尼比？为什么？ 
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第 5 章  多自由度系统的振动 

 对于线性时不变系统的振动分析，模态概念和叠加原理在单自由度系统和多自由度系统

之间架设了一座桥梁，使得多自由度系统的振动可以分解为一系列等价于单自由度系统振动

的纯模态振动。对于非线性多自由度系统，与这种纯模态振动相对应的是系统在特殊初始状

态下的某一同步振动，但系统的一般振动并非各种同步振动的组合。这使得非线性多自由度

系统的振动分析变得十分复杂。本章将推广第 3 章介绍的近似解法，对非线性多自由度系统

的振动进行分析。为了用尽可能短的篇幅说明问题，本章侧重讨论二自由度系统。 
 对于多自由度系统，由非线性引起的最重要的新现象是自

由振动的内共振。为了说明这一概念，考察图 5.0.1 所示在铅

垂平面内运动的弹簧摆，其弹簧的惯性可忽略不计。例 1.2.1
给出了该二自由度系统的运动微分方程，其最简形式具有二次

非线性，相应的派生系统是两个互不耦合的单自由度系统，分

别具有以ω1 = g l/ 为频率的摆动和以ω 2 = k m/ 为频率的

弹簧伸缩振动。若ω ω2 2 1≈ ，这两种振动通过二次非线性因

素发生耦合。其表现是：若拉长弹簧并给摆一很小的初始角后

释放，集中质量起初主要作上下振动，然后逐渐过渡到以摆动

为主；此后又回到上下振动为主，不断重复。 

 

 

图 5.0.1 重力场中的弹簧摆 

 内共振不仅是非线性多自由度系统自由振动的特有现象，而且还会影响系统受迫振动和

参激振动，增添许多共振的可能性及复杂现象。对于这些可能的共振，在求近似解时要增加

一系列消除永年项的条件。 

5.1 平方非线性系统的自由振动 

 本节考察具有弱阻尼、平方非线性的二自由度系统 

   (5.1.1) 




=−++
=−++

02
02

2
122

2
2222

2111
2
1111

ubuuu
uubuuu

ωεµ
ωεµ

&&&

&&&

其中 
   (5.1.2) 2,1   ),1(),1(0,10,21 ===≤<<<< rObO rrµεωω

由于系统呈强非线性，采用多尺度法研究其微振动的一次近似。将解展开为 

   (5.1.3) 




++=
++=
L

L

),(),(
),(),(

1022
2

10212

1012
2

10111

TTuTTuu
TTuTTuu

εε
εε

代入方程(5.1.1)后比较 ε 同次幂，得到 
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  (5.1.4a) 




=+
=+

0
0

21
2
221

2
0

11
2
111

2
0

uuD
uuD

ω
ω

  


=+
2

ω  (5.1.4b) 




++−=+
++−

2
112212211022222

2
0

21111111111012
2
112

2
0

)(2
)(2

ubuuDDuuD
uubuuDDuuD

µω
µ

方程(5.4.1a)的解形如 

   (5.1.5) 




+=
+=

cce)(
cce)(

02

01

j
1221

j
1111

T

T

TAu
TAu

ω

ω

将其代入方程(5.1.4b)得 

  













++

++−=+
++

++−=+
−+

cc]e[                            

e)(j2
cc]ee[                            

e)(j2

11
j22

12

j
2221222

2
222

2
0

)j(
21

)j(
211

j
1111112

2
112

2
0

01

02

012021

01

AAAb

AADuuD
AAAAb

AADuuD

T

T

TT

T

ω

ω

ωωωω

ω

µωω

µωω

 (5.1.6)  

观察方程(5.1.6)的右端项不难发现：含 e 和 的项分别使第一和第二个方程的解产生

永年项；此外，当 时，含 和 e 的项分别会使第一和第二个方程的解产

生永年项。这正是内共振条件引起的永年项。因此，求解过程需要根据

01j Tω

012 )Tω−

02je Tω

01j2 Tω
12 2ωω = j(e ω

ω 2是否接近 2ω1 分别

来进行。 

5.1.1 非共振情况 

 此时，派生系统的两个固有频率满足 
   (5.1.7) )1(2 12 O+= ωω

消除方程(5.1.6)永年项的条件是 
   (5.1.8) 1,2=    0,=1 rAAD rrr µ+

解出 

   (5.1.9) 2,1      ,e 1 == − raA T
rr

rµ

其中 a 和 是积分常数。将此结果代回式(5.1.5)和(5.1.3)，得到微振动的一次近似 1 a2

    (5.1.10) 2,1      ),cos(eccee 01 j =+=+= −− rtaau rr
t

r
TT

rr
rrr βωεε εµωµ

其中 a a1 2 1 2, , ,β β 是由系统初始条件确定的常数。此时，系统犹如两个单自由度线性系统，作

不相耦合的衰减振动。 

5.1.2 内共振 

 此时，派生系统的两个固有频率满足 
   (5.1.11) )1(,2 12 O==− σεσωω

从而使 
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   (5.1.12) 




−=−=
+=+=−

1020201

101001012

)(2
)(

TTTT
TTTTT

σωεσωω
σωεσωωω

将其代入方程(5.1.6)右端，得到消除永年项的条件 

  




=++−
=++−

− 0e)(j2
0e)(j2

1

1

j2
1222212

j
21111111

T

T

AbAAD
AAbAAD

σ

σ

µω
µω

 (5.1.13) 

令 

  2,1     ,e
2

j == r
a

A rr
r

β  (5.1.14) 

并代入式(5.1.13)，经分离实部和虚部得到 

  


















=+−+

=+−+

=+−++

=+−−+

0)2cos(
4

0)2cos(
4

0)2sin(
4

0)2sin(
4

112
2
1

2

2
212

11221
1

1
111

112
2
1

2

2
2221

11221
1

1
1111

Ta
b

Da

Taa
b

Da

Ta
b

aaD

Taa
b

aaD

σββ
ω

β

σββ
ω

β

σββ
ω

µ

σββ
ω

µ

 (5.1.15) 

引入新的相位 

   (5.1.16) 112

def
2 Tσββϕ +−=

将其代入方程(5.1.15)，并注意到方程(5.1.15)中最后两式可合而为一 

  
ϕ

ωω
σ

σββσββϕ

cos)
42

(           

2)2(

2
1

2

22
2

1

1
2

21122121121212

a
b

a
b

a

aDaDaTDaDa

−+=

+−=+−=
 (5.1.17) 

可将方程(5.1.15)简化为 

  















=−−−

=++

=−+

0cos)
42

(

0sin
4

0sin
4

2
1

2

22
2

1

1
212

2
1

2

2
2221

21
1

1
1111

ϕ
ωω

σϕ

ϕ
ω

µ

ϕ
ω

µ

a
b

a
b

aDa

a
b

aaD

aa
b

aaD

 (5.1.18) 

该三维自治微分方程描述了一次近似解的慢变振幅和相位。将其解依次代回式(5.1.14)、
(5.1.16)、(5.1.5)和(5.1.3)，得到稳态振动的一次近似 

   (5.1.19) 




++=
+=

)]()(22cos[)(
)](cos[)(

1122

1111

ttttau
tttau

εϕεβωεε
εβωεε
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其中 可由方程(5.1.18)的解代回方程(5.1.15)中第三式积分而得。以下按照系统是否具有

阻尼分别讨论方程(5.1.18)的解。 

)(1 tεβ

 (1) 阻尼系统的定常解 
 一般情况下，阻尼 和 将使系统作衰减振动，只有在特殊的刚度和阻尼匹配

下系统才可能出现非零稳态振动。为了确定这种非零定常解，令方程(5.1.18)左端的导数为零，

得到定常解幅值和相位应满足的代数方程组 

01 >µ 02 >µ

  















=−+

=+

=−

0cos)
42

(

0sin
4

0sin
4

2
1

2

22
2

1

1
2

2
1

2

2
22

21
1

1
11

ϕ
ωω

σ

ϕ
ω

µ

ϕ
ω

µ

a
b

a
b

a

a
b

a

aa
b

a

  

)c20.1.5(

)b20.1.5(

)a20.1.5(

由式(5.1.20a)和(5.1.20b)消去 sinϕ 得 

  2
2

112

2212
1 a

b
b

a
ωµ
ωµ

−=  (5.1.21) 

这意味着有非零定常解的条件是  

   (5.1.22) 02121 <µµbb

将式(5.1.21)代入方程(5.1.20c)消去 a1并注意 a2 0≠ ，得到 

  σ
ω

µ
µ

ϕ+ +
b a1

1

2

1
22

1
2

0( ) cos =  (5.1.23) 

将上式与式(5.1.20a)相比解出 

  cotanϕ σ
µ µ

ω ω
ε µ µ

= −
+

=
−
+( ) ( )2

2
21 2

1 2

1 2
 (5.1.24) 

由此可得到相位 0 < <ϕ π，代回方程(5.1.20a)得 

  a
b2

1 1

1

4
=

µ ω
ϕsin

 (5.1.25) 

再代回式(5.1.21)得 

  a b
b

a1
1 2 2

2 1 1
2= −

µ ω
µ ω

 (5.1.26) 

将上述振幅 1a 、 2a 和相位ϕ 带回式(5.1.19)，得到定常解的一次近似。 

 值得指出的是，此定常解能否真正实现还取决于其是否具有渐近稳定性。为了讨论稳定

性，将定常解 1a 、 2a 和ϕ 代入方程(5.1.18)，然后将该方程在定常解处线性化，得到对应的

特征方程 
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  0

)2(cos)1(
2

cos
2

cos
4

sin
2

cos
4

sin
4
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21
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2

1

1

2

1

1

2

2
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2

2
21

2

2

21
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1
1
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=
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


















−+−−−

−−−

−

λµµϕ
µ
µ

ω
ϕ

ω

ϕ
ω

λµϕ
ω

ϕ
ω

ϕ
ω

λ

b
a
ab

a
b

a
b

aa
b

a
b

 (5.1.27) 

定常解渐近稳定的充分必要条件是该方程所有的根皆有负实部。以σ = 0为例，此时ϕ = π / 2，

方程(5.1.27)可简化为 

 0)2)](2([]
8

)()][2([ 212
2

21
2

1
21

21
221 =−+++=++++ µµλµλµµλ

ωω
µλλµµλ a

bb
 (5.1.28) 

解得 

  )8(
2
1),2( 21

2
223,2211 µµµµλµµλ +−=+−= m  (5.1.29) 

由此可见，对于 的耗散系统，该定常解并不稳定。定常解渐近稳定的条件是 0,0 21 >> µµ

  µ µ µ1 20 2< > 1 0− >,  (5.1.30) 

即系统含有某种自激因素。注意到条件(5.1.22)，系统非线性刚度还需满足b b 。 1 2 0>

 (2) 无阻尼系统的非定常解 
 此时，方程(5.1.18)简化为 

  















=−−−

=+

=−

0cos)
42

(

0sin
4

0sin
4

2
1

2

22
2

1

1
212

2
1

2

2
21

21
1

1
11

ϕ
ωω

σϕ

ϕ
ω

ϕ
ω

a
b

a
b

aDa

a
b

aD

aa
b

aD

  

( . . )

( . . )

( . . )

5131

5131

5131

a

b

c

由其中前两个方程消去 sinϕ得到全微分关系 

  a D a a D a1 1 1 2 1 2 0+ =ν  (5.1.32) 

其中 

  ν ω
ω

=
def b
b

1 2

2 1
 (5.1.33) 

对式(5.1.32)两端积分得到能量守衡关系 

   (5.1.34) a a E1
2

2
2+ = =ν const.

显然，当ν > 0，即b b 时，等能量线是 平面上的椭圆，而b 时是双曲线。

以下仅研究前一情况。 
1 2 0> ( , )a a1 2 021 <b
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 视 为间接变量，利用式(5.1.31b)将(5.1.31c)左端第一项改写为 2a

  
22

22
2
1

21
2

212 d
d

4
sin

d
d

a
baa

aD
a

aDa ϕ
ω

ϕϕϕ −==  (5.1.35)  

代入式(5.1.31c)得 

  0cos)2(
4

d
dsin 2

1
2
22

2

2

2
2

2
1 =−++ ϕν

σωϕϕ aaa
ba

aa  (5.1.36) 

即 

  0dcosdcos2)d(
2

)cosd( 2
2
12

2
2

2
2

2

2
2

2
1 =+−− aaaaa

b
aa ϕϕν

σω
ϕ  (5.1.37) 

利用全微分关系(5.1.32)将上式中 −νa a2d 2 1替换为 ，整理后得全微分 a a1d

  0)d(
2

)cosd( 2
2

2

2
2

2
1 =− a

b
aa

σω
ϕ  (5.1.38) 

积分得 

  .const
2

cos 2
2

2

2
2

2
1 ==− La

b
aa

σω
ϕ  (5.1.39) 

 由于三个未知量 、a 和a1 2 ϕ之间具有两个积分关系，方程(5.1.31)中的未知量只剩一个，

例如取作 。为了最终描述的方便，引入一未知函数 ，要求它满足 a T1 1( ) ξ( )T1

   (5.1.40) ξEa =2
1

根据能量关系(5.1.34)和式(5.1.40)，可将 表示为 a2

  
ν
ξ )1(2

2
−

=
Ea  (5.1.41) 

将式(5.1.31a)中b a a1 1 2 14sin /ϕ ω 移项后两端平方，利用式(5.1.39)、(5.1.40)和(5.1.41)得 
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 (5.1.42) 

注意到对式(5.1.40)求导的下述关系 

  
1

111 d
d2
T

EaDa ξ
=  (5.1.43) 

方程(5.1.42)可写作 

  )()()]1(
2

[)1()
d
d(

4 222

2

2
3

22

1
2
1

2
1 ξξξ

ν
σωνξξξνω

GF
b
E

L
ETEb

−=−+−−=  (5.1.44) 

其中两个一元函数定义为 
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  )]1(
2

[)(,)1()(
2

2
3

def
ξ

ν
σωνξξξξ −+±=−±=
b
E

L
E

GF   (5.1.45) 

它们关于 变化的图形示于图 5.1.1。 ξ

 显然，由方程 (5.1.44)确定的运动要求 ， 与 的交点对应于

，即

F G2 2( ) ( )ξ ξ≥ F( )ξ G( )ξ
d dξ / T1 0= D a1 1 0= 。这对应于方程(5.1.31)的定常解，也就是原系统的周期振动。一般

情况下，F 与 交于三点，对应的横坐标为 。根据式(5.1.40)的要求 ，

运动要满足 。现证明 随时间在区间[ , 内振荡，对应的系统运动是非周期性

振动。关于 或 的退化情况，可参见文献[12]的讨论。 

(ξ) G( )ξ
ξ ξ ξ2 ≤ ≤

ξ1 2 ξ

ξ ξ1 0< ≤

]ξ ξ2 3

ξ 32 ≤ ξ > 0

3

3

ξ
ξ = ξ2 =

 首先，将方程(5.1.44)右端作形式上的因式分解 

  ))()(()
d
d(

4
123

2

1
2

1

2
1 ξξξξξξξνω

−−−=
TEb

  (5.1.46)

引入变换 

             (5.1.47)y2
233 sin)( ξξξξ −=−

式(5.1.46)成为 

    y
t
y 22 sin1

d
d ηρ −±=            (5.1.48)

其中常数 

 

图 5.1.1 在 坐标下可能发生的振动 ξ

  )(
)(

4
           13

1

1
def

13

23
def

ε
ν

ξξ
ω
ε

ρ
ξξ
ξξ

η O
Eb

=
−

=
−
−

= ，  (5.1.49) 

对方程(5.1.48)进行分离变量积分，得到 

  t
z

zy
ρ

η
=

−
± ∫0 22 sin1

d
 (5.1.50) 

用 Jacobi 椭圆函数 sn( )ρ ηt , 表示式中的积分，得到 

  y=arcsin[ ,sn( )]tρ η  (5.1.51) 

依次代回式(5.1.47)和(5.1.40)，得到 

  )],(sn)([ 2
2331 ηρξξξξ tEEa −−±=±=  (5.1.52) 

根据式(5.1.41) 

  )],(sn)([1)1( 2
2332 ηρξξξν

νν
ξ tEEa −−−±=

−
±=  (5.1.53) 

这表明，两个自由度的振幅像调幅波一样随时间 εt缓慢变化，此起彼伏，能量在两个自由度

间来回传递。由于系统无阻尼，ε 的大小取决于振幅。因此，振幅越大，振幅的波动也越快。

图 5.1.2 给出了两种初位移下系统的内共振，充分地支持了上述结论。 
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(a) 初始条件：  0)0()0(,1.0)0()0( 2121 ==== uuuu &&

(b) 初始条件： u  0)0()0(,2.0)0()0( 2121 ==== uuu &&

图 5.1.2 二次非线性系统的内共振 
( b ) 01.2,1,1 2121 ==== ωωb

 最后值得指出，内共振现象普遍存在于非线性多自由度系统的自由振动中。一般情况下，

N自由度非线性系统的派生系统具有 N个固有频率ω ω ω1 2, , ,L N ，当它们中的某一对之比为

整数 n时，系统的 n次非线性项就可能导致内共振发生。例如，若将系统(5.1.1)中的平方非线

性弹性力改为立方非线性弹性力，则当ω ω2 3≈ 1 时系统的自由振动会发生内共振。读者可仿

照本节的思路对其进行分析，只是相应的方程(5.1.44)形式不同。而该方程没有精确解，只能

通过数值积分来完成分析[12]。 

5.2 陀螺力对内共振的影响* 

 许多工程问题涉及到陀螺效应，最典型的有陀螺的振动、卫星姿态的控制等。本节讨论

陀螺力对多自由度非线性系统自由振动的影响。具体地，考察一个具有陀螺力的二自由度平

方非线性系统 

   (5.2.1) 




=−+++
=−++−

0
02

2
122212122

2121211121

uukukucu
uuukukucu

&&&

&&&

其中 c ，k i> 0 jij , , ,= 1 2 是正定刚度矩阵的元素。由于系统具有强非线性，采用多尺度法求系

统微自由振动的一次近似解。 
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 (1) 一次近似解的形式 
 设解为 

   (5.2.2) 

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L

),(),(
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10111
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TTuTTuu
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将其代入方程(5.2.1)后比较 ε 同次幂，得到 

  (5.2.3a) 
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  (5.2.3b) 
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由于方程(5.2.3a)左端具有静力和陀螺力耦合，其解形如 

   (5.2.4) 
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其中 jω 1 和 jω 2 是下述关于 λ的特征方程的两个互异纯虚根 

  det  (5.2.5) 0)( 21122211
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以下约定 0 1< < 2ω ω ，而 
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r ω

ω
 (5.2.6) 

将解(5.2.4)代入方程(5.2.3b)得 
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 (5.2.7) 

与 5.1 节中的分析相似，这里要就系统是否发生内共振来讨论方程(5.2.7)的永年项问题。为了

说明可能发生的新现象，以下侧重研究ω ω2 2 1≈ 的内共振情况。 

 记 
   (5.2.8) )1(    ,2 12 O=+= σεσωω

由此可将式(5.2.7)右端出现的如下指数改写为 
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   (5.2.9) 10101210201 )(,2 TTTTTT σωωωσωω +=−−=

对于 5.1 节中线性部分完全解耦的系统，方程(5.1.6)左端频率为ω1（或 ）的谐波项自相平

衡，令方程右端相应项的系数为零即可消除永年项。目前，方程(5.2.7)左端具有静力耦合和

陀螺力耦合，消除永年项的过程要稍微复杂些。设该方程的一个特解形如 

2ω
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将其连同式(5.2.9)代入方程(5.2.7)，比较两端频率为 和 的谐波的系数，得到 1ω 2ω
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其中 
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 (5.2.12) 

显然，方程(5.2.11)左端频率为 （或 ）的谐波项无法自相平衡，只有依靠方程左右端相

互平衡。由方程(5.2.5)可见，线性代数方程(5.2.11)的系数行列式为零。因此，该方程的可解

性条件是 

1ω 2ω
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121 ==
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利用式(5.2.6)将上式改写为 
   (5.2.14) 2,1,021 ==+ rQQ rrr Γ

把式(5.2.12)代入式(5.2.14)并进行整理，得到消除永年项的条件 
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其中 
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  )]2Im[log( 21

def
ΓΓ +=γ  (5.2.17) 

记 

  2,1,e
2

)(
)( )(j1

def

1
1 == r
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TA Tr

r
rβ  (5.2.18) 

 —106—



第 5 章  多自由度系统的振动 

将其代入方程(5.2.15)后分离实虚部，得到一阶近似解振幅和相位应满足的自治微分方程组 
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 (5.2.19) 

 容易看出，该方程相当于方程(5.1.15)的无阻尼情况。类似于 5.1 节的分析，通过引入 

   (5.2.20) ϕ β β σ γ= − + +
def

2 1 12 T

可将方程(5.2.19)缩并为 3 维自治系统 
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 (5.2.21) 

因此，系统的一次近似解为 

  

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)]22cos()()cos()([

)]22cos()()cos()([

11121111112
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γγϕβωεγβωεε
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 (5.2.22) 

其中 
  γ r r r= =arg( ), ,Γ 1 2  (5.2.23) 

显然，方程(5.2.21)的非零定常解使式(5.2.22)成为周期运动。由于系统无阻尼，这种周期运动

只能是临界稳定的，系统在任意初始条件下的运动并非周期运动。 
 (2) 非周期运动的分析 
 从式(5.2.21)的前两个方程消去 sinϕ后得到一全微分，积分得 

   (5.2.24) const.2
2

2
1 ==+ Eaa ν

其中 E是积分常数，而 
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 (5.2.25) 

利用特征方程(5.2.5)的根与系数关系 

   (5.2.26) )()j()(j 2
2211

2
2

2
1 ckk ++−=+ ωω

式(5.2.25)可简化为 
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)(
)(2

2
2221

2
1222

ωω
ωω

ν
−

−
−=

k
k

 (5.2.27) 

 当ν > 0时，可完全按 5.1 节中的方法对方程(5.2.21)进行分析。这时，陀螺力不改变系统

自由振动的内共振特性，振动幅值 和 是有界的。 a1 a2

 以下讨论ν < 0的情况。显然，当 或 时，k22 1
2<ω k22 2

2>ω ν < 0。仿照 5.1 节中的分析，

可求出方程(5.2.21)的第二个积分 

  const.2cos 2
2

2
2

2
1 ==− La

B
aa σϕ  (5.2.28) 

由于三个未知量 、 和a1 a2 ϕ之间具有两个积分关系，方程(5.2.21)中的未知量只剩一个。现

以 作为独立函数，引入一未知函数 ，要求它满足 a T2 1( ) ξ( )T1

  ξEa =2
2  (5.2.29) 

与 5.1 节的一个区别在于：当ν < 0时，有可能出现 E < 0。根据式(5.2.24)，可写出 

  0ˆ),ˆ1(
def

2
1 >−=+±= ννξνEa  (5.2.30) 

其中的 号分别对应± E > 0和 E < 0。利用式(5.2.28)从式(5.2.21)的第二个方程中消去ϕ，并利

用式(5.2.29)和(5.2.30)得到 

  )()()
d
d( 222 ζζ
τ
ζ GF −=  (5.2.31) 

其中 
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 (5.2.32) 

 图 5.2.1 给出了 E > 0和 E < 0时函数 F( )ζ 和G 的示意图。由于 为实函数，故 亦如

此，从而有

( )ζ a2 ξ
F G2 ≥ 2 。根据式(5.2.31)，直线G( )ζ 与曲线 F( )ζ 的交点对应于时变函数ζ τ( ) 的

极值点。由式(5.2.29)和(5.2.30)知，这对应于D a1 1 0= 和 D a1 2 0= ，即方程(5.2.21)的定常解，

也就是原系统的周期振动。特别地，直线 、G 与曲线G1 3 F( )ζ 有切点 和 ，其中 对应

于稳定的周期运动，而 对应于不稳定的周期运动。 
P1 P3 P1

P3

 当直线 与曲线G2 F( )ζ 有两个交点时，类似于 5.1 节的分析，两交点横坐标间的ζ （亦

即 ）可以用 Jacobi 椭圆函数表示，它对应于系统的有界非周期振动。 a2
2

 直线 与曲线G4 F( )ζ 只有一个交点，其右侧的ζ 可趋于无穷，这对应于系统的无界运动。

特别是当σ =0时直线G = 0 与曲线 F( )ζ 只有一个交点，从而系统的运动必无界。这种无界运

动是陀螺力和非线性刚度项联合引起的效应。 
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无界运动

稳定平衡点

无界运动无界运动

有界运动

有界运动

不稳定

平衡点

不稳定

平衡点

 

 (a)   (b) 0<E  0>E

图 5.2.1 函数 和  F( )ζ G( )ζ

5.3 平方非线性系统的受迫振动 

 考察具有弱阻尼、平方非线性的二自由度系统在简谐激励下的振动问题 

   (5.3.1) 

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其中 

         (5.3.2) 2,1),1(),1(0,10,21 ===≤<<<< rObO rrµεωω

本节研究系统在如下激励条件下的受迫振动 

                  (5.3.3a) 2,1),1(,, 2
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211 ==== rOffFfF rεε

                (5.3.3b) )1(, 112 O=+= σεσωω

即作用在第二个自由度上的激励很弱，但其频率接近派生系统的第二阶固有频率。该方程可

近似描述船体在以ω 为频率的规则波浪下绕横轴的俯仰振动 和绕纵轴的滚摆振动 u 。 u1 2

5.3.1 一次近似解 

     类似于 5.1 节，采用多尺度法研究该强非线性系统微振动的一次近似。设解为  
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将式(5.3.4)和(5.3.3a)代入方程(5.3.1)后比较 ε 同次幂，得到 
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方程(5.3.5a)的解形如 
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将式(5.3.6)代入方程(5.3.5b)得 

  

















++

++++

+++−=+
++

++

+−+−=+

++−

++

+

+−++

−+

+

cc]ee2                            

e2e[                            

2/ee)(j2
cc]ee[                           

]ee[                           

ej2e)(j2

)(2j2))((j
1

))((j
1

2
11

j22
12

)(j
2

j
2221222

2
222

2
0

))j((
2

))((j
21

)j(
21

)j(
211

)(j
1

j
1111112

2
112

2
0

10101

10101

2002

102102

012021

1001

θωθωω

θωωω

θωω

θωωθωω

ωωωω

θωω

µωω

ωµµωω

TT

TT

TT

TT

TT

TT

BBA

BABAAAb

fAADuuD
BABAb

AAAAb

BAADuuD

 (5.3.8) 

根据 5.1 节的分析知，方程(5.3.8)的解出现永年项的条件与ω 2是否接近 2ω1 有关，需要分别

进行讨论。 
 (1)非内共振情况 
 此时，派生系统的两个固有频率满足 
   (5.3.9) )1(2 12 O+= ωω

为了消除方程(5.3.8)的永年项，只要 

   (5.3.10) 

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µ
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解该线性微分方程得 
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 (5.3.11) 

其中 a 和 是积分常数。 1 a2

 将式(5.3.11)依次代回式(5.3.6)和(5.3.3)，便可得到受迫振动响应。注意到上式中第一项

的衰减特性，系统稳态受迫振动的一次近似为 
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其中 

  )(tan
2

11

µ
σϕ −=  (5.3.13) 

这说明，一次近似意义下的受迫振动尚未受系统中非线性的影响。此时，系统犹如两个单自

由度线性系统，作不相耦合的受迫简谐振动。读者不难从线性系统受迫振动的精确解出发，

证明(5.3.12)的正确性。 
 (2) 内共振情况 
 此时，派生系统的两个固有频率满足 
   (5.3.14) )1(,2 2212 O=−=− σεσωω

由式(5.3.3b)和(5.3.14)可写出如下相位关系 
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将其代入方程(5.3.8)的右端，获得消除永年项的条件 
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令 
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β  (5.3.17) 

并代入式(5.3.16)，经分离实虚部得到 
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再引入 

 —111—



应用非线性动力学 
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将方程(5.3.18)简化为 
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 (5.3.21) 

把该方程确定的慢变幅值和相位依次代回式(5.3.17)和(5.3.6)，并注意到由式(5.3.15)和(5.3.20)
所给出的相位关系 

  













−+=−++−=+

−−+=

−−+−+−−=+

12121101202

212

212121021101

)(

)(
2
1                 

])[(
2
1)]([

2
1

ϕθωϕθσεσωβω

ϕϕθω

ϕϕθσσσσεωβω

tTTT

t

TTT

 (5.3.22) 

得到受迫振动的一次近似 
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5.3.2 内共振条件下的定常解 

 令方程(5.3.21)左端的导数为零，得到定常解振幅和相位满足的代数方程 
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该方程组的解按 a1是否为零分为两种情况。 
 (1) 单振子解 
 将由式(5.3.24a)确定的 a1 0= 代入式(5.3.24b)和(5.3.24c)得 
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 (5.3.25) 

两端平方后相加可解出 a2 。此时，系统的定常解振幅是 
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aa  (5.3.26) 

系统犹如单个振子。由式(5.3.25)还可确定ϕ1，联同 a1和 a2 代回方程(5.3.24d)可求出ϕ 2。 
 (2) 双振子解 
 将式(5.3.24d)减去(5.3.24c) 得 

  0cos
2

)( 2
2
2

1

1
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a  (5.3.27) 

如果将由式(5.3.27)确定的 a2 0= 代入式(5.3.24b)、(5.3.24c)和(5.3.24d)，可发现与 矛盾。

因此，恒有

f2 0≠

a2 0≠ 。以下依次求非零解 a2 和 a1。 

 约去式(5.3.24a)中 a1 0≠ 和式(5.3.27)中 a2 0≠ ，两式联立后消去 sinϕ 2 ，得到 
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由此解出 
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 为了求解 ，先由方程(5.3.24a)和(5.3.27)解出 a1
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将其代入式(5.3.24b)和(5.3.24c)，整理后得 
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将式(5.3.31)中两式平方后相加得 
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再把式(5.3.29)代入上式，约去b a1
2

2
2 0≠ 后整理得 
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其中 
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解方程(5.3.34)得 

  2
2

111 2 PPPa −±−=  (5.3.36) 

由于 
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改写式(5.3.36)后与式(5.3.29)并列 
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将 a2 代回方程(5.3.30)可求得ϕ 2 ，再联同 a 代回方程(5.3.24b)可得到1 ϕ 1。 
 不论哪种情况，将方程(5.3.21)在所求得的 a a1 2, , 1ϕ ,ϕ 2 处进行线性化，通过计算扰动方

程的特征值，即可对定常解的稳定性进行判断。 

5.3.3 定常解的特性 

 式(5.3.39)说明了一种有趣的现象：一方面，方程(5.3.34)总有一正实解 a2 ，但却与 无f2
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关；即系统第二个自由度的振幅与直接作用在该自由度上的激励无关。另一方面，该激励有

可能激发起第一个自由度的振动，且振幅与激励有关。 
 现讨论第一个自由度振动被激发的条件，亦即方程(5.3.34)有正实解 a 的条件 1

  0)
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(      ,0)
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( 2
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2
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2
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b
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 (5.3.40) 

相应的临界条件是 
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12 2,2 PPbgfPbgf +====  (5.3.41) 

显然， 。以下着重讨论激励幅值对定常解振幅的影响： 0 1< <g g2

1 (1) 当 P 时，若1 0< f g2 < ，则方程(5.3.34)无实解，故方程(5.3.24)只有式(5.3.26)给出的

一组解，即系统只有一种近乎于线性系统的受迫振动。不难证明，它是渐近稳定的。  
 (2) 当 P 时，若 ，方程(5.3.34)有一对正实解，故方程(5.3.24)有式(5.3.26)
给出的一组解和式(5.3.39)给出的两组正实解，即系统有一种近乎于线性的受迫振动和两种非

线性受迫振动。可证明，幅值小的非线性受迫振动不稳定，其余两种受迫振动渐近稳定。 

1 0< 21 gfg ≤≤

 (3) 当 P 时，若 ，则方程(5.3.34)有一正实解，故方程(5.3.24)有式(5.3.26)给
出的一组解和式(5.3.39)给出的一组正实解。此时，系统有一种近乎于线性的受迫振动和一种

非线性受迫振动。前者不稳定，后者渐近稳定。 

1 0< 22 gf >

 (4) 当 P 时，若 ，则方程(5.3.34)无正实解，故方程(5.3.24)只有式(5.3.26)给
出的一组解。此时，系统只有一种近乎于线性系统的受迫振动，它是渐近稳定的。 

01 ≥ 22 gf <

 (5) 当 P 时，若 ，则方程(5.3.34)有一正实解，从而方程(5.3.24)有式(5.3.26)

给出的一组解和式(5.3.39)给出的一组正实解。此时，系统有一种近乎于线性的受迫振动和一

种非线性受迫振动。前者不稳定，后者渐近稳定。 

01 ≥ 22 gf >

 图 5.3.1（a）和 5.3.1（b）给出了 和 时不同激励幅值 对应的振幅01 <P 01 >P 2f 1a 和 2a ，

并用实线代表渐近稳定解，虚线代表不稳定解。根据式(5.3.35)，派生系统两固有频率的差以

及平方非线性项的系数决定了 的取值，从而决定系统的行为属于图 5.3.1(a)或图 5.3.1(b)。 1P
 当 时，随着 自零开始逐渐增加，01 <P 2f 1a 保持为零， 2a 沿着由式(5.3.26)给出的渐近

稳定解支 AB线性递增。一旦 ，22 gf > 2a 转入由式(5.3.40）给出的渐近稳定解支 BC，呈现

饱和， 1a 跳跃到相应的渐近稳定非零解支 FE上的 D点，继续增加的激励使系统的能量向第

一个自由度发生转移，又称渗透。如果此时逐渐减小 ，则2f 1a 沿着解支 FE 递减， 2a 保持

不变。一旦 ，12 gf < 1a 落到零解支， 2a 随之落到渐近稳定解支 AB上的 H点，然后线性递

减。需要指出的是， 2a 的解支 GB实际是二重的，还包含了与 a 的不稳定解支相对应的1 2a 的

不稳定解。建议读者学习完第 6 章的分叉理论后再来深入分析这里的多解现象。 
    当 时，若 自零开始逐渐增加到 ，上述振动幅值的饱和现象以及能量转

移现象均存在，只是

01 >P 2f 22 gf >

1a 不发生跳跃。 

 对于船体在规则海浪激励下的摆动问题。若摇动角度很小，系统线性化后完全解耦。但

随着 的增加，情况会发生显著变化。例如，当 且 时，人们直观上认为滚摆振

动 剧烈。事实上，当 大于某一临界值后，滚摆振动 处于饱和而不再增加，而俯仰振

2f

2

01 =f 2ωω ≈

2uu 2f
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动 却会随着 的增加而加大，振动能量从滚摆振动 渗透到俯仰振动 。 1u 2f 2u u1

,1 1σ

cc

 

 
 

 
 

(a)  ( b ) 01 <P 0,1 221 === σb (b)  ( b ) 01 >P 0221 ==== σb

图 5.3.1   定常解振幅随激励幅值的变化规律 

 饱和现象是一种与内共振有关的、非线性多自由度系统受迫振动的特有现象，在电子线

路、自动控制等领域具有广泛的应用，近年来也引起了力学家的关注。例如，Oueini 和 Nayfeh
设计了一种具有平方非线性的控制器及压电作动器，作为动力吸振器安装于悬臂梁上，使组

合系统满足 1:2 内共振条件。当悬臂梁受到简谐激励后，其响应立即进入饱和状态，外激励

能量转移到吸振器上[14]。 

5.4 线性时变系统的参激振动* 

 本节以二自由度线性时变系统为例，阐明多自由度系统参激振动的一些特点。由于线性

无阻尼时不变系统在模态坐标下可完全解耦，故讨论如下系统 
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采用多尺度法分析系统的一阶近似时，设解为 
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将其代入式(5.4.1)，比较 ε 同次幂系数得 
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方程(5.4.3a)的解形如 
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      (5.4.4) 




+=
+=

cce)(
cce)(

02

01

j
1220

j
1110

T

T

TAu
TAu

ω

ω

将其代入方程(5.4.3b)得到 
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
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ωω (5. .4 5a)

(5.4.5b)

现分几种情况讨论消除永年项的问题。 
 (1) ω 远离  21 ωω ±

 这种情况属于非共振。消除方程(5.4.5)中永年项的条件是 
      即    (5.4.6) 0=rr AD 2,1   const., == rAr

此时方程(5.4.5)的解为 

 2,1,cc]e
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1e
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1

)-j(
22
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221
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+
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=∑
=

rAbu
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T
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srsr

ss ωωωω

ωωωωωω
  (5.4.7) 

系统作有界振动。 
 (2) ω ω ω≈ +  1 2

 这种情况称为加法型参激组合共振。引入调谐参数 
   (5.4.8) εσωωω ++= 21

则有 
   (5.4.9) 1010210201 )(,)( TTTTTT σωωωσωωω +=−+=−

因此，消除方程(5.4.5a)和(5.4.5b)中永年项的条件分别是 

  



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0ej2
0ej2
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1

j
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j
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T

T

AbAD
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σ
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 (5.4.10) 

这组一阶线性偏微分方程可合并为一个二阶线性偏微分方程 

  0
4

j 1
21

2112
111

2
1 =−− AbbADAD

ωω
σ  (5.4.11) 

由此求得一组特解 

  11 )j(
22

j
11 e,e TT aAaA σλλ +− ==  (5.4.12) 

其中 

  
21

2112
def

2
def

],[
2
1

ωω
ββσσλ

bb
=−±−=  (5.4.13) 

a1和 是复积分常数。显然，当且仅当 时a2 σ β2 ≥ jλ为纯虚数，从而 和 有界。所以，当A1 A2
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b b12 21 0< 时，系统运动总是稳定的。而当b b 时，系统会有不稳定运动，在12 21 0> ( , )ε ω 平面

上，对应稳定和不稳定解的参数区边界近似为两根直线 

) 1
2 ωε +=

)( 2

2

21
12 ε

ω
ωωω O

b
+−=

1

12

ω
ε

b
−±

ω 2 3 1≈

  )(( 2

21

2112
221 ε

ωω
εωβεωωω O

bb
O +±+±+=  (5.4.14) 

当 ω ω ω ε β− + <( 1 2 时，系统产生振幅无限的参激组合共振。 

 (3) ω ω ω≈  −2 1

 这种情况称为减法型参激组合共振，其结果可从上一情形的结果中改变ω1的符号来得

到。显然，当b b 时，系统的运动总是稳定的。当b b12 21 0> 12 21 0< 时，系统会有不稳定运动，

在 ( , )ε ω 平面上对应稳定和不稳定解的参数区边界为 

   (5.4.15) 

 上述分析包含了二自由度线性参激系统一阶近似解的各种共振情况。需要指出的是，若

系统自由度超过二，则还可能出现所谓多重组合共振问题。例如，对于三自由度系统，有可

能出现ω ω ω≈ +1 2 并且ω ω ω≈ −3 2 的情况。此时，消除永年项的条件增加到三个，从而要

联立求解三个一阶偏微分方程，或一个三阶偏微分方程[15]。 

 

 

习  题 
 

1  考察第 1 章习题 2 中系统，试证该系统在 ω 时出现内共振，其中 
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= ωω  

2  对于平方和立方非线性共存的系统 
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   求其自由振动的一次近似解。 
3  考察由两个耦合 van der Pol 振子组成的自激振动系统 


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   其中 ，求系统自由振动的一次近似解。 21 ωω ≈
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4  对于平方非线性受迫振动系统 


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
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   其中ω ω2 2≈ 1

2f

。用多尺度法导出以下几种激励条件下的一次近似解： 

   (1) ； ω ω ε ε≈ = =1 1
2

1 2, ,F f F

   (2) ω ω≈ 1 2/ ； 

   (3) ω ω ω≈ +1 2 。 

5  考察立方非线性受迫振动系统 
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   其中 
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   试分析其组合共振并求解。 
6  考察处于内共振条件下的立方非线性参激振动系统 
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   其中ω ω2 3≈ 1 。分别求下述三种条件下系统参激振动的一次近似解： 

   (1) ω ω≈2 1 ； 

   (2) ω ω≈2 2 ； 

   (3) ω ω ω≈ +1 2 。 
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第 6 章  运动稳定性与分叉 

 非线性动力系统的稳定性以及系统动力学与系统参数之间的关系是人们关心的重要问

题。如果能够获得非线性动力系统的解，即使是近似解，也可对这些问题进行直接讨论。因

此，19 世纪中叶之前，人们一直致力于求取常微分方程的解。探索过程中不乏失败的例子。

19 世纪的 年代，有两件大事改变了人们长期试图寻找微分方程通解的研究思路。一

是法国数学家 Cauchy 在 1835 年证明，常微分方程初值问题在相当宽的条件下存在唯一解。

二是法国数学家 Liouville 于 1841 年证明，即使非常简单的 Riccati 方程 

30 40～

   (6.0.1) )()()()()()( 2 trtutqtutptu =++&&

其解也无法用初等函数或其积分表示。 
 这促使人们开始从微分方程的向量场结构来研究解的特性。1881 年，法国学者

Poincaré 在研究天体力学问题中开创了对微分方程所确定的积分曲线特性的研究。1882～
1892 年，俄国学者 Lyapunov 在其博士论文中开创了对运动稳定性的系统研究。进入 20 世纪

后，基于几何的定性研究取得了一系列重要进展。例如，俄国学者 Andronov 等对二维系统

局部及全局特性的深入研究，美国学者 Birkhoff 对向量场规范型的研究，美国学者 Smale 用

符号动力学方法对解的拓扑结构的研究等。在计算技术获得高度发展后，定性研究的结论则

成为指导数值计算的工具。 

1886～

 本书第二章已对单自由度自治系统，即状态空间中的二维自治系统进行了初步定性分

析。本章是第二章内容的继续，研究对象将从二维扩展到高维。为便于理解，本章经常用低

维系统为例来说明概念。 

6.1自治系统平衡点的稳定性 

 考察 n 维非线性自治系统 

   (6.1.1) nnn RRURU →⊂⊂∈= :   ,    ),( fuufu&

记 是该系统的一个孤立平衡点，满足 us U∈

   (6.1.2) 0)( =suf

本节研究系统平衡点 的稳定性。由于 2.1 节中对自治系统平衡点的稳定性、不稳定性及渐

近稳定性定义采用了矩阵描述，所以完全适用于高维自治系统(6.1.1)。这样的稳定性概念出

自 Lyapunov 的研究，因此常称作 Lyapunov意义下的稳定性。 

us

   不失一般性，今后设us = 0。否则可通过坐标平移将平衡点移到新坐标系下系统的原点，

例 6.1.1 将给出这样的实例。 
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6.1.1 Lyapunov直接方法 

 2.4 节曾从系统总能量随时间的变化率考察了系统运动的演变趋势。历史上，Lyapunov
从这一思路出发，研究了如何根据微分方程来构造类似于能量的某种函数，通过计算该函数

随时间的变化率来确定系统的稳定性。由于这种方法可免去求解微分方程的难题，从而被称

为研究运动稳定性的 Lyapunov 直接方法，应用该方法时所需构造的函数被称为 Lyapunov
函数。 
 (1) Lyapunov 函数 
 考察单值可微函数 

   (6.1.3) 0)0(),,,,()( 21

def
== VuuuVV nLu

其定义域为 
  U H H= ≤ ={ },u u const.> 0  (6.1.4) 

 定义 6.1.1 如果在U 内恒有V ( )u ≥ 0 或V ( )u ≤ 0 ，则称V ( )u 为正常号函数或负常号函数，

统称为常号函数。否则称为变号函数。 
 定义 6.1.2 对于常号函数V ( )u ，如果当且仅当u = 0时V = 0 ，则称正常号函数V ( )u 为正

定函数，负常号函数V ( )u 为负定函数，通称为定号函数。如果V = 0 不等价于 ，则称正

常号函数

u = 0
V ( )u 为半正定函数，负常号函数V ( )u 为半负定函数，统称为半定号函数。 

 二次型是最常用的常号函数，线性代数理论已给出了二次型正定、半正定等判据。以

为例： 
n = 3

 是正定函数； V u u u u u u( , , )1 2 3 1
2

2
2

3
2= + +

 是正常号函数，但因对于V u u u u u( , , )1 2 3 1
2

2
2= + u3 0≠ 有V u( , , )0 0 03 = ，从而非正定； 

V u u u u u u( , , )1 2 3 1
2

2
2

3
2= + − 是变号函数，因为V ( , , )1 0 0 1= ，V ( , , )0 0 1 1= − 。 

   0.00 0.02 0.04 0.06 0.08 0.10
0.00000

0.00005

0.00010

0.00015

V

r  
图 6.1.1 正定函数的几何意义 图 6.1.2 正定函数V r 的剖面 ( , )θ

 
现以 n 为例，说明正定函数V u 的几何意义。在 U 中取原点的任一邻域= 2 u( , )1 2

Ω = +{( , }u u u2
2 δ<) u1 2 1

2 ，其边界为 Ω∂ 。根据V u 的正定性质，易见 u( , )1 2

  0),(min 21),(

def

21

>=
∂∈

uuVV
Ωuu

 (6.1.5) 

现取一常数 满足c 0 < <c V ，则 是 平面上的曲线。参考图 6.1.1，从原点

任作一直线与

V u u c( , )1 2 = ( , )u u1 2 O
Ω∂ 相交于点 P 。根据V ( , )0 0 0= ，V u u c)1 2( , = 以及V u 的连续性，函数Vu( , )1 2
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将在线段OP 上某点 取值为 。因该直线任意，故V uQ c u c( , )1 2 = 是包围原点的闭曲线。根据

函数V u 的连续性，当 时，闭曲线V uu( , )1 2 c 0→ u( ,1 2 c) = 收缩到原点。当 时，只要将曲

线改为（超）曲面，结论相同。 

n > 2

c1 u( , )1 2 c2= u )1 2 =
0 c( , =

=

≠

0       

0),

r

r

0 ( , )

+

                    

1cos r

c→

,(rV

θ

(

) u ∇=⋅ &

&( ( )u

)u

)()( ufu ⋅V

) ≤ 0

(u(V&

(u)
(u

ε > 0 ε ε )u

(u)

( )0 < ε & u ≤ 0

(u
( )t

0 < r

=

))V t = (u

 一些学者认为，若 c2 < ，则闭曲线V u 包含在闭曲线V u 之内；即当

时，闭曲线V u
c( , 1

c→ u )1 2 向原点的收缩过程单调。他们以此作为论证稳定性定理的基础。

事实上，这并非普遍情况。例如，极坐标系中的二元可微函数 

  






=
,0

2()
4rθ  (6.1.6) 

是正定的，它在原点附近的剖面如图 6.1.2。当 时，V r c= 的收缩过程并非单调。 
 (2) Lyapunov 定理 
 定理 6.1.1 (稳定性定理) 如果存在定号函数V ，其沿系统(6.1.1)确定的相轨线上的全

导数 

   (6.1.7) ()) u∇= Vt

是与V 异号的常号函数或恒为零，则该系统的原点是稳定的。 
 证明：不妨设V 是U 内的正定函数，V t 是负号函数或恒为零。以下先导出一

个不等式，然后用反证法完成证明。 
)

 任给 ，记 为连续函数V ( )u 在超球面 u = 上的下确界。因V ( 正定，必有 ε > 0 。

根据V 在 处的连续性，对于上述u = 0 ε > 0 ，存在 0 < <δ ε ε( ) ，只要 u0 < δ ，则有

V u 。注意到V t ，沿着自( ( )) u( )t0 u0= 出发的相轨线必有 

  ε<≤ )())(( 0uu VtV  (6.1.8) 

 如果系统的原点不稳定，则存在某一时刻 使得t t* > 0 u( )*t =ε 。注意到 ε 是V ( )u 在

u = ε上的下确界，连同不等式(6.1.8)得到矛盾结果 

  εε <≤≤ )())(( 0
* uu VtV  (6.1.9) 

因此，系统的原点是稳定的。证毕。 
 定理 6.1.2 (渐近稳定性定理) 如果存在定号函数V ( )u ，其沿系统(6.1.1)确定的相轨线上

的全导数是与V ( )u 异号的定号函数，则该系统的原点是渐近稳定的。 
 证明：不妨设V ) 是U 内的正定函数，V t 是负定函数。根据定理 6.1.1，系统

的原点是稳定的。现考察 u

&( ( ))u ≤ 0
的渐近性质。由于V t 负定，不等式(6.1.8)可推广为 &( ( ))u ≤ 0

  2 1 0< < < < <V V V V( ) ( ) ( ) ( )u u u uL ε  (6.1.10) 

其中 
  u ur r r rt t t r> =+( ), , , , ,1 0 1 2 L  (6.1.11) 

不等式(6.1.10)说明，序列(6.6.11)使 lim ( ( ))
r rV t
→+∞

=u 0 。根据函数V ( )u 的连续性，可得到

。再根据函数lim ( (
t→+∞

u 0 V ) 的连续性及正定条件，必有 lim
t→+

( )t
∞

=u 0 。证毕。 
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 上述两个定理的证明还有多种方法。其中，文献[16]的证明比较严格。现从几何角度来

理解这一定理。根据前述分析，不妨设V ( )u 是正定函数，对于 c ，> 0 V c( )u = 是一包围原点

的闭曲面。根据定理的前提，此时 

   (6.1.12) 0)()())(( ≤⋅∇= ufuu VtV&

这意味着相轨线的切方向与曲面V c( )u = 的法方向夹角为钝角或直角。若V t ，则夹

角为钝角，相轨线从该闭曲面的外部进入其内部，随着 与闭曲面同时收缩到原点，原

点渐近稳定。若V t ，夹角为直角，相轨线与该闭曲面相切并停留在曲面上，原点是

稳定的。此时，若

&( ( ))u < 0
c→ 0

&( ( ))u = 0
V ( )u 为系统总能量，则说明保守系统的原点稳定。 

 Lyapunov 及其后继学者曾对系统的不稳定性进行过深入研究，提出了多种充分性判据，

此处仅给出最常用的一种。 
 定理 6.1.3 (不稳定性定理) 若存在连续可微函数V ( )u ，它在原点的任意邻域内总能取到

正值（或负值），而其沿系统(6.1.1)确定的相轨线上的全导数正定（或负定），则该系统的原

点不稳定。 
 证明：任给 ε > 0 ，取原点的邻域U ，并约定在除去原点的该邻域内

。根据定理的前提，对于 0

Uε ε= < ⊂{ }u u

< <&( ( ))V tu > 0 δ ε ，不论δ 多么小，均存在 u u u0 ∈ = <Uδ δ{ }  

使V 。下面将用反证法证明，自初始条件( )u0 0> u( )t0 u0= 出发的相轨线将在 后某一时

刻越出邻域U 。 
t t> 0

ε

 若不然，则对任意的 恒有t t> 0 u( )t ≤ ε ，这意味着V t( ( ))u 有界。而由V t 知，

且单调递增。根据

&( ( ))u > 0
0 0< <V V( ) ( ( ))u u t V ( )u 的连续性及V ( )0 0= ，存在 0< <η ε ，使对任意的

恒有t t> 0 u( )t ≥η 。对于环域U Uηε − 及其闭包，记连续正定函数V 在其上的最小值为

。对V t 积分得V m

&( )u

m > 0 &( ( ))u ≥ m t )t(0 0t V) ( ( )u u( )+ − ≤ 。这与V t( (u ))有界相矛盾。证毕。 

 例 6.1.1 考察刚度软化的 Duffing 系统 

   (a) 02 32
0

2
00 =−++ uuuu εωωζω &&&

式中参数均为正，研究其平衡点的稳定性。 
 解：将方程(a)改写为 

   (b) )(
2)( 20

3
11

2
0

2

2

1 ufu =







−+−

=







=

uuu
u

u
u

ζωεω&

&
&

该系统具有三个平衡点 及( , )0 0 ( / ，以下分别讨论它们的稳定性。 ,±1 ε )0
 a. 对于平衡点 ，取系统总能量为 Lyapunov 函数 ( , )0 0

  2
2

4
1

2
0

2
1

2
021 2

1
42

1),( uuuuuV +−= ωεω  (c) 

显然，在除去 的邻域中V u ，而根据方程(b) ( , )0 0 u( , )1 2 0>

  (d) 02])([)()()( 2
2022

3
11

2
0221

3
11

2
0 <−=+−=+−=⋅∇= uuuuuuuuuuVV ζωεωεω &&&& ufu

根据定理 6.1.2，该系统的平衡点 渐近稳定。 ( , )0 0
 b. 平衡点 ( / 是对称的，故只需研究,±1 ε )0 ( / , )1 ε 0 。通过坐标平移 
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  ε/111 −= uv  (e) 

可将方程(b)转化为 

  )(
2)32( 20

3
1

2
11

2
0

2

2

1 vgv =







−++

=







=

vvvv
v

v
v

ζωεεω&

&
&  (f) 

仍以系统总能量构成 Lyapunov 函数 

  2
2

4
13

1
2
1

2
021 2

1)
4

(),( v
v

vvvvV +++−=
ε

εω  (g) 

显然，若 v ，则V 。而在除去 ( , 的邻域中，恒有 01 ≠ 0)0,( 1 <v )0 0

  
& ( ) ( ) ( ) & &

[ ( ) & ]

V V v v v v v v

v v v v v v

=∇ ⋅ =− + + +

= − + + + =− <

v g v ω ε ε

ω ε ε ζω
0
2

1 1
2

1
3

1 2 2

0
2

1 1
2

1
3

2 2 0 2
2

2 3

2 3 2   0
 (h) 

根据定理 6.1.3，系统的平衡点 ( / , )1 ε 0 不稳定。同理可证，平衡点 ( / ,−1 ε )0 亦不稳定。 
 例 6.1.2 在研究飞行器姿态控制中，通常视飞行器为刚体，用其绕三个惯性主轴的角速

度ω r r, ,= 1 2 3,

3,

来描述飞行器的姿态。根据刚体运动的 Euler 方程，飞行器的受控运动微分方

程为 

   (a) 








−=−+
−=−+
−=−+

333211233

222133122

111322311

)(
)(
)(

ωωωω
ωωωω
ωωωω

JkJJJ
JkJJJ
JkJJJ

&

&

&

其中 是转动惯量，J rr > =0 1 2, , k rr > =0 1 2, , 3, 是线性控制力矩的反馈增益。现研究飞行

器在指定姿态ω r = r =0 1 2, , 3, 处的稳定性。 

 解：取 Lyapunov 函数为正定二次型 

   (b) 2
33

2
22

2
11321 ),,( ωωωωωω JJJV ++=

其沿方程(a)相轨线的全导数是负定函数 

  V  (c) )(2)(2 2
333

2
222

2
111333222111 ωωωωωωωωω JkJkJkJJJ ++−=++= &&&&

因此，受控姿态是渐近稳定的。 
 至此，读者可以初步看到 Lyapunov 直接方法的威力。然而，使用该方法的成功与否取

决于构造适当的 Lyapunov 函数。这是富有技巧的工作，目前尚没有一般规律。对于力学系

统，通常可尝试用系统的总能量作为 Lyapunov 函数。 

6.1.2 根据派生系统判定稳定性 

 类似于 2.2 节的分析，将方程(6.1.1)在 u = 0附近作 Taylor 展开并利用式(6.1.2)得 

  )(=)()0()( 22 uAuuuDfufu OO ++==&  (6.1.13) 

其中矩阵  

    (6.1.14) nnR ×∈= )0(
def

DfA
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是向量函数 在f u( ) u = 0处的 Jacobi 矩阵。因此，系统(6.1.13)对应的派生系统为 

  Auu =&  (6.1.15) 

为了从派生系统(6.1.15)的稳定性信息来判断系统(6.1.13)的稳定性，下面先回顾有关线性系统

稳定性的研究结果，然后给出对非线性系统稳定性判断的两个充分条件。 
 (1) 线性系统的稳定性 
 定理 6.1.4 记矩阵 的特征值为A λ r r, , , ,=1 2 L n ，系统(6.1.15)的稳定性分为三种情况： 
 a. 如果 Re( ) , , , ,λ r r n< =0 1 2 L ，则系统渐近稳定；反之亦然。 
 b. 如果存在某一 λ r 使得 Re( )λ r > 0，则系统不稳定。 
 c. 如果在 λ r r, , , ,n=1 2 L 中有 重特征值满足m Re( ) , , ,λ r r l lm= =0 1 L

m

，当对应的特征子空

间维数为 时，系统稳定，但非渐近稳定；当特征子空间维数小于 时，系统不稳定。 m
 该定理的证明见文献[8]，读者可通过对照 2.2 节对二维系统的讨论结果找到该定理所对

应的全部情况。 
 在研究工程问题时，系统的渐近稳定性具有特别重要的意义。为了判断系统是否渐近稳

定，需要了解矩阵 的全部特征值的实部。记矩阵 的特征值方程为 A A

   (6.1.16) det( )A I− = + + + + =−
−λ λ λ λa a a an n

n n0 1
1

1 0L

如果系统的维数为 n < 5，可以用代数方法求解方程(6.1.16)，否则只能用数值方法求λ。Routh
和 Hurwitz 提出了一种方法，可以根据方程(6.1.16)的系数判断特征值λ的实部是否为负，从

而免去求解方程(6.1.16)。这特别适用于含参数高维线性系统的渐近稳定性分析。 
 定理 6.1.5 (Routh-Hurwitz判据) [17] 方程(6.1.16)的所有根有负实部等价于下述所有行列

式同号 

   (6.1.17) 


































=















=









===

−− nnn

n

aaa

aa
aa

aaa
aaa

aa

aa
aa

aa

L

LLLL

L

L

L

2212

23

01

def

345

123

01def

3

23

01
def

21

def

10

def

0

0
0

det  ,  ,
0

det

,det,,

∆∆

∆∆∆

构造上述行列式时，若 r n> 则取 。 ar = 0

 例 6.1.3 图示气室两端开口，稳定气流由口 入室，在口A B 经一阀门流出。当阀芯处于

平衡位置时，流入量和流出量平衡，气室压力 p定常。若阀芯受到扰动产生位移 ，压力u p随

之变化，阀芯的运动微分方程为 

   (a)   




−=
=++

bup
spkuucum

&

&&&

其中m s 分别是阀芯的质量、截面积、阻尼系数和弹簧刚度，b 。讨论

阀芯在平衡位置的稳定性。 

c k> > > >0 0 0, , , 0 > 0
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    解：将式(a)中第一个方程对时间求导，然后代

入第二个方程，得到 

            0=+++ sbuukucum &&&&&&          (b)

这是 3 阶线性微分方程，它与用一阶线性常微分方

程组表示的 3 维系统等价。方程(b)的特征方程为 

023 =+++ sbkcm λλλ          (c)

根据 Routh-Hurwitz 准则，该系统的渐近稳定性条件

是 

 

图 6.1.3 阀芯稳定性问题 

   (d) 















>−=















=

>−=







=>=>=

0
00

0
det

,0det    ,0   ,0

22
3

210

bmscksb
sb
cksb

mc
 Δ

msbck
ksb
mc

 Δc  Δm Δ

显然，式(d)中的前两个条件自然满足；而最后一个条件与第三个条件相同，即 

   (e) msbck >

由此可见，阻尼器在保证阀芯渐近稳定性中起着决定性作用。 
 (2) 非线性系统的稳定性 
 定理 6.1.6 若派生系统(6.1.15)渐近稳定，则系统(6.1.13)的原点亦如此。 
 证明：先取一待定的对称矩阵 B ∈ ×Rn n ，构造二次型作为 Lyapunov 函数 

   (6.1.18) Buuu T)( =V

它沿派生系统(6.1.15)相轨线的全导数为 

   (6.1.19) CuuuBABAuuBuBuuu T
def

TTTT )())(( =+=+= &&& tV

显然 

   (6.1.20) BABAC += T
def

是一个对称矩阵。由于派生系统渐近稳定，矩阵 的特征值A λ r r, , ,n= 1K 皆有负实部。根据

附录 2，如果取负定矩阵C I= − ，可由方程(6.1.20)解出唯一的对称矩阵 B。 
 现证明这样的矩阵 B正定。若不然，则二次型(6.1.18)将是不定号函数、负常号函数或正

常号函数中的一种。对于前两种情况，总有某一 使V00 ≠u ( )u0 0< ，进而对一切常数 c 有

，这说明在除去原点的邻域内恒有

≠ 0

0)()( 0
2

0 <= uu VccV 0)( <u
00 ≠

V 。根据定理 6.1.3，这将出

现系统(6.1.15)不稳定的矛盾。对于第三种情况，必有某一u 使V 。但沿过该点

的相轨线上仍有 

0)( 0 =u

  0))(( 2
2

T <−== uCuuu tV&  (6.1.21) 
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该不等式与V 矛盾。 0)0( =

 最后，用正定二次型(6.1.18)来证明系统(6.1.13)原点的渐近稳定性。根据式(6.1.2)和
(6.1.21)，V ( )u 沿系统(6.1.13)相轨线的全导数为 

  )()()()())(( 22
2 uuuufuu OVVtV ⋅∇+−=⋅∇=&  (6.1.22) 

由于 ∇ =V O( ) ( )u u ，只要 u 足够小，上式可保持负定。根据定理 6.1.2，系统(6.1.13)的原

点渐近稳定。证毕。 
 定理 6.1.7 若派生系统(6.1.15)的某一特征值有正实部，则系统(6.1.13)的原点不稳定。 
 本定理的证明类似于定理 6.1.6，可参见文献[8]。 
 上述两定理表明：只要派生系统的特征值实部不为零，就可免去构造 Lyapunov 函数，

用 Routh-Hurwitz 判据确定派生系统的特征值实部的符号，从而推断非线性系统的渐近稳定

性或不稳定性。这是工程中最常用的方法。建议读者按这种方法讨论例 6.1.1 和 6.1.2。 
 需要注意的是：这两个定理恰好对应于定理 6.1.4 中的前两种情况。对于第三种情况，

非线性系统原点的稳定性将取决于系统的非线性项。现用两个例子来说明这一论断。 
 例 6.1.4 考察含立方非线性阻尼的系统 

   (a) 03 =++ uucu &&&

分析其平衡点的稳定性。 
 解：将方程(a)改写为 

   (b) 







−

+















−

=







−−

=







3
22

1
3
21

2

2

1 0
01
10

cuu
u

cuu
u

u
u
&

&

该系统有唯一平衡点 ( , ，对于派生系统，它是一中心。取系统总能量为 Lyapunov 函数 )0 0

  2
2

2
121 2

1
2
1),( uuuuV +=  (c) 

显然，在除去 的邻域中V u ，而 ( , )0 0 u( , )1 2 0>

   (d) 4
22212211 )( cuuuuuuuuV −=+=+= &&&&

根据定理 6.1.1、6.1.2 和 6.1.3，存在如下三种可能性： 
 a. 若 c ，则V ，系统原点稳定，但非渐近稳定； 0= 0=&

 b. 若 c ，则V ，系统原点渐近稳定； 0> 0<&

 c. 若 c ，则V ，系统原点不稳定。 0< 0>&

这说明，非线性阻尼会使派生系统的中心成为稳定或不稳定焦点。因此，派生系统的稳定性

并非能保证原系统的稳定性。 
 例 6.1.5 考察含立方非线性弹性力的系统 

   (a) 03 =+ kuu&&

分析其平衡点 的稳定性。 ( , )0 0
 解：将方程(a)改写为 
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   (b) 







−

+















=








−

=







3
12

1
3
1

2

2

1 0
00
10

kuu
u

ku
u

u
u
&

&

显然，其派生系统具有二重特征值λ λ1 2 0= = ，但仅有一个特征向量[ 。根据定理 6.1.4，
派生系统不稳定。事实上，派生系统具有奇线

]1 0 T

u2 0= 。若初速度不为零，派生系统将作匀速

直线运动，其相轨线如图 2.2.8 所示。 
 计入立方非线性弹性力的系统是一保守系统，根据 2.3 节的分析，其平衡点 ( , 是一个

3 阶中心，自然是稳定的。读者也可构造 Lyapunov 函数证明其稳定性。该例说明，如果派生

系统具有奇线，则非线性系统可能具有稳定的孤立奇点。 

)0 0

6.1.3 平衡点附近相轨线的结构 

 (1) 线性系统 
 考察线性系统(6.1.15)对应的矩阵 ，设其特征值的重数与特征向量所张的子空间维数相

同。现按照特征值实部

A
,Re( ), ,λ r r n= 1K 的符号，将特征向量ϕ r r, , ,n= 1K 分为三组，每一组

特征向量张成一子空间。它们是： 

 a. 对应 Re( )λ r < 0， ，称作稳定子空间； E s
r r ns

=
def

span{ , , , }ϕ ϕ ϕ
1 2

L

 b. 对应 Re( )λ r = 0， ，称作中心子空间； E c
r r nc

=
def

span{ , , , }ϕ ϕ ϕ
1 2

L

 c. 对应 Re( )λ r > 0， ，称作不稳定子空间； E u
r r nu

=
def

span{ , , , }ϕ ϕ ϕ
1 2

L

其中 
   (6.1.23) nnnn ucs =++

由此可得到 维空间n Rn 的直和分解 
    (6.1.24) ucsn EEER ⊕⊕=
不难证明，任取 ，当 后的相轨线恒有u 。这说明，

这三个子空间都是不变子空间。 

u u( ) , , ,t E q sq
0 0= ∈ = c u t t> 0 ( ) , , ,t E q s c uq∈ =

 (2) 非线性系统 
 对于非线性系统(6.1.13)，一般不存在上述不变子空间。因此，需转向研究具有类似不变

性质的集合。记以平衡点（即原点）为中心，以δ > 0为半径的邻域为δ ( )0 。将自u∈δ ( )0 出

发的相轨线记作ϕ t ( )u 。引入三个集合 

  W t ts
t t t= ∈ ∀ ≥ ∈ =

→+∞

def
{ ( ) , ( ) ( ) lim ( )u uδ δ0 00 ϕ ϕ且 }u 0  (6.1.25) 

  W t tc
t t t= ∈ ∀ ≥ ∈ ≠

→+∞

def
{ ( ) , ( ) ( ) lim ( )u uδ δ0 00 ϕ ϕ且 }u 0  (6.1.26) 

  W t tu
t t t= ∈ ∀ ≤ ∈ =

→−∞

def
{ ( ) , ( ) ( ) lim ( )u uδ δ0 00 ϕ ϕ且 }u 0

≥

 (6.1.27) 

分别称为平衡点的局部稳定流形、局部中心流形和局部不稳定流形。 
 定理 6.1.8 (中心流形定理) 设向量函数 ，则存在： f u( ) ,∈C rr 1
 a. 在δ ( )0 内并且在原点与 E s 和 E u 分别相切的、唯一的、Cr 阶光滑的W s 和W u ； 
 b. 在δ ( )0 内并且在原点与 E c 相切的、但不唯一的、Cr−1阶光滑的W c。 
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    本定理的证明见文献[18] 。此处，给出它的

几何解释。参考图 6.1.4，平衡点附近的相轨线分

为三束。在与W c横截的流形W s 或W 上，相轨线

收缩或扩张，系统的局部特性比较简单。在

u

W c上，

系统的局部特性可能是收缩，也可能是扩张，甚至

是更为复杂的某种游荡。具体情况将取决于向量函

数 中的非线性项。当f u( ) W c对应的中心子空间为

零维时，称平衡点为双曲型平衡点，否则为非双曲

型平衡点。 

 

图 6.1.4 中心流形定理 

6.2 非自治系统平衡点的稳定性* 

6.2.1 稳定性概念的拓广 

 本节研究 维非自治系统 n

   (6.2.1) nn RRURtRUt →×∈⊂∈= ++ :,,),,( fuufu&

其中 R t t t+ = ≤ <{ }0 0 。记 是该系统的一个孤立平衡点，满足条件 us U∈

   (6.2.2) +∈= Rtts ,0),(uf

非自治系统有别于自治系统的特点之一是时间起点对系统行为有影响。因此，需要拓宽 2.2
节中对平衡点稳定性的定义。 
 定义 6.2.1 如果对于任给的 ε > 0 ，存在δ ε( , )t0 0> ，使得 u u( ) ( , )t ts0 0− < δ ε 时，系统

的运动满足 
  0        ,)( ttt s ≥<− εuu  (6.2.3) 

则称系统的平衡点 是稳定的，否则称为不稳定的。若在稳定前提下还有 us

  lim ( )
t st
→+∞

=u u  (6.2.4) 

则称系统的平衡点 是渐近稳定的。 us

 与自治系统平衡点的稳定性概念相比较，该定义的主要特点在于明确了一般情况下δ 与

初始时间 t 有关。如果0 δ 与 无关，则称平衡点是一致稳定的。若在一致稳定前提下还满足

条件(6.2.4)，则称平衡点是一致渐近稳定的。 

t0

6.2.2 Lyapunov直接方法 

 (1) 预备知识 
 考察单值可微函数 

   (6.2.5) 0),0(         ),,,,,(),( 21

def
== tVtuuuVtV nLu

其定义域为 
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               0    0,>const.   },,),{( 00 ≥=>≤= tHttHt uu Ω  (6.2.6) 

 定义 6.2.2 如果函数(6.2.5)在Ω 内恒有V t( , )u ≥ 0或V t( , )u ≤ 0，则称其为正常号函数或

负常号函数，统称为常号函数。 
 定义 6.2.3 如果常号函数V 与时间 有关，但存在一与时间 无关的正定函数t t W 使得

V W− ≥ 0，则称V 为正定函数；若V W+ ≤ 0，则称V 为负定函数；通称为定号函数。 
 例如当 时，W t 是正定函数，从而 时V t 是

域U 上的正定函数。 

t0 0> u u un= + + +0 1
2

2
2( L 2 ) t t> 0 u u un= + + +( )1

2
2
2 2L

 定义 6.2.4 设函数V 在Ω 上有界。如果对于任意的 ε > 0 和 ，存在t t> 0 δ > 0，使得 u < δ

时恒有 V t( , )u < ε ，则称V 具有无穷小上界。 

 不显含时间的连续函数必具有无穷小上界。若函数显含时间，则很容易举出有界但不具

有无穷小上界的例子。例如，V u u un t= + + +sin[( ) ]1 2 L 。 

 (2) Lyapunov 定理 
 不失一般性，以下讨论系统平衡点为原点( us = 0 )时的稳定性。 
 定理 6.2.1 (稳定性定理) 如果存在定号函数V t( , )u ，其沿非自治系统(6.2.1)确定的相轨线

上的全导数 

  ),(),()),(( ttV
t
VttV ufuu ⋅∇+
∂
∂

=&  (6.2.7) 

是与V t( , )u 异号的常号函数或恒为零，则该系统的原点稳定。 
 证明：不妨设V t( , )u 是Ω 内的正定函数，V 是负常函数或恒为零。类似于定

理 6.1.1 的证明，下面先导出两个不等式，然后用反证法完成证明。 

0)),(( ≤ttu&

 根据定义 6.2.3，存在与时间 无关的正定函数t W ( )u ，在Ω 内恒有 

  W V t( ) ( , )u u≤  (6.2.8) 

任给 ε > 0 ，记 ε 为W 在超球面 u = ε上的下确界。W 正定保证 ε > 0 。注意到V 在

处关于 连续，从而具有无穷小上界。即对于上述

t( , )u 0 u = 0

u ε > 0 ，存在 0 0< <δ ε ε( , )t ，只要 u( )t0 < δ ，

恒有V t t), )0 0 <( (u ε 。注意到V t ，沿着自&( ( ), )tu ≤ 0 u( )0 u0t = 出发的相轨线必有 

  ε<≤ )),(()),(( 00 ttVttV uu  (6.2.9) 

 如果系统的原点不稳定，则存在某一时刻 t 使得t* > 0 ε=)( *tu 。这就由 ε 是下确界以及

式(6.2.8)和(6.2.9)导出了矛盾结果 

  εε <≤≤≤ )),(()),(()( 00
*** ttVttVW uuu  (6.2.10) 

因此，系统的原点是稳定的。证毕。 
 类似地，读者可以自行证明如下定理[8]。 
 定理 6.2.2 (渐近稳定性定理) 如果存在具有无穷小上界的定号函数V t( , )u ，其沿非自治

系统(6.2.1)确定的相轨线上的全导数V t 是与&( ( ), )tu V t( , )u 异号的定号函数，则该系统的原点

渐近稳定。 
 定理 6.2.3 (不稳定性定理) 若存在连续可微、具有无穷小上界的函数V t( , )u ，在原点的
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任意邻域内总有 使V t （或V tu ( , )u 0 0> ( , )u 0 0< ），而其沿非自治系统 (6.2.1) 确定的相轨线

上的全导数正定（或负定），则该系统的原点不稳定。 


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+
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+
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 例 6.2.1 考察参数激励线性系统 

   (a) 
+−−

−−

2
2

1

2

)cos1(1(
)cossin1(1(

utu
utt

在平衡点 的稳定性。 ( , )0 0

 解：取与时间无关的正定二次型 

   (b) 2
2

2
1 uu +

它自然具有无穷小上界。而它沿系统(a)的相轨线的全导数是 

   (c) 
2
1

2
2

2
211

sin   

])cos1()cos(sin21([2 utuuttuV

−=

+−−−= &&

如果取正定函数 

   (d) )2
2

2
1 uu +

则 
   (e) cos )V W t u t+ ≤2 1 2

2 0

对照定义 6.2.3 知，V 是负定函数。根据定理 6.2.2，该系统的原点渐近稳定。 
 需要指出的是，对于非自治系统(6.2.1)，一般无法通过其派生系统是否稳定来推断系统

的稳定性。考察非线性非自治系统 

  u− 3  (6.2.11) 

这是一 Bernoulli 型一阶微分方程，具有解析解 

   (6.2.12) 

显见， t → +∞时 t ，即平衡点 是渐近稳定的。然而，该系统对应的派生系统是

变量可分离的一阶微分方程，具有不稳定解 
u = 0

  u t u t t
t

t( ) ( ) ,= t+
+

− < ≤0
0

0
1
1

1  (6.2.13) 

6.3 向量场在平衡点附近的规范型 

6.3.1 PB规范型的概念 

 根据前两节的分析，系统在平衡点附近的动力学行为有时仅依赖于系统的线性化部分，

有时则与系统中的非线性因素有关。出于考察非线性因素影响的需要，本节利用平衡点附近

的局部光滑坐标变换，将系统微分方程在平衡点附近约化为尽可能简单的、但仍保留其本质
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动力学特性的规范形式，即所谓的规范型。 
 先考察 n 维非线性自治系统 

   (6.3.1) nnn RRURU →⊂⊂∈= :,),( fuufu&

设 足够光滑，且f u( ) f ( )0 0= 。现考虑如何通过对状态变量u 实施一系列多项式变换，使得

的 Taylor 展开式中直到第 项（f u( ) r r ≥ 2为正整数）皆有比较简单的形式。以下将由低次

到高次逐步实现这一简化过程。由于这些步骤是类似的，可仅讨论其中之一。 
 记 为Hn

k Rn 中所有 k 次齐次多项式构成的向量空间。设方程(6.3.1)右端向量函数的Taylor

展开式为 

  f u Au g u g u h u u( ) ( ) ( ) ( ) ( )= + + + + +−
+

2 1
1

L k k
kO  (6.3.2) 

其中 是已简化的项， 是待简化的项。本节的主要任务是寻

找具有如下形式的多项式变换 

g ui n
iH i k( ) , , ,∈ = −2 L 1 nh uk

kH( ) ∈

   (6.3.3) k
nkk H∈+= )(      ),( vqvqvu

通过选择多项式 来简化 ，并要求使式(6.3.2)中所有次数低于q vk ( ) h uk ( ) k 的项保持不变。 

 将变换(6.3.3)代入方程(6.3.1)，可得到 

   (6.3.4) ))(()]([ 1 vqvfvDqIv kk ++= −&

根据矩阵二项式定理有 

  )()()]([ 11 +− +−=+ k
kk O vvDqIvDqI  (6.3.5) 

将式(6.3.5)代入方程(6.3.4)并注意展开式(6.3.2)，得到 

  
)()(ad)()()(   

)()]()([)()()(
1

12

1
12

+
−

+
−

+−++++=

+−−++++=
k

kkk

k
kkkk

O

O

vvqvhvgvgAv

vvAqAvvDqvhvgvgAvv

AL

L&
 (6.3.6) 

其中 ad 称作同调算子。它是关于向量函数 q v 的线性算子，定义为 A ( )

   (6.3.7) nn RR →−= :)()()(ad
def

q       ,vAqAvvDqvqA

 如果将同调算子 ad 在 上的值域记为 ，则 A Hn
k Fn

k

   (6.3.8) k
n

k
nA

k
n HHF ⊂)(ad=

def

记 在 中的补空间为 ，即 Fn
k Hn

k Gn
k

   (6.3.9) k
n

k
n

k
n GFH ⊕=

因此， 可表示为 h vk
kH( ) ∈ n

   (6.3.10) k
nk

k
nkkkk GF ∈∈+= )(,)(),()()( vgvfvgvfvh

只要取变换(6.3.3)中待定的多项式 满足如下同调方程 q vk ( )

   (6.3.11) 0)()(ad =− vfvqA kk

则方程(6.3.6)简化为 
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  )()()()( 1
12

+
− +++++= k

kk O vvgvgvgAvv L&  (6.3.12) 

上式为方程(6.3.1)的第 k阶 Poincaré-Birkhoff规范型，简称为第 k阶 PB规范型或第 k阶 PB
范式。而称方程 
   (6.3.13) )()()( 12 vgvgvgAvv kk ++++= −L&

为方程(6.3.1)的一个 k阶截断 PB规范型或 k阶截断 PB范式。 
 在平衡点附近，k 阶（ k ≥ 2 ）截断 PB 规范型携带了派生方程所没有的非线性信息，可

展现原系统在平衡点附近的动力学行为。当然，略去的高阶小量是否对分析结果有影响是一

很复杂的数学问题。 
 一般地，如果系统含有待定参数，甚至是非自治的，仍可研究其平衡点附近的 PB 规范

型。例如，考察含参数向量 p 的非自治系统 

   (6.3.14) mn RPRtRUt ⊂∈∈⊂∈= + pupufu ,,),,,(&

其中 。将其改写为扩张的 n mf ( , , )0 0 0t = + +1维自治系统 

   (6.3.15) 

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=
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0
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,,),,,(
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RPRtRUt mn

进而寻求如下形式的 PB 规范型 
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
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t
Otttt kk
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 (6.3.16) 

此时，只需将参数向量 p 限制在原点附近，与状态向量 同等对待，只不过它是定常的；而

对时间 则没有限制。因此，该 PB 规范型的计算与自治系统的 PB 规范型相同，只不过多项

式变换中的系数是时间 和参数向量

u

t
t p 的函数。 

6.3.2 PB规范型的计算 

 不难看出，向量空间 的维数为 Hn
k

   (6.3.17) 1
1

def
dim −

−+== n
kn

k
n nCHN

选择 的一组基函数 e v ，将同调算子 在这组基下表示为矩阵 ，它的

值域是 。若记 为矩阵 的复共轭转置，则矩阵 的零空间 正是 在 中的补

空间，即 。因此，可通过求解齐次线性代数方程 

Hn
k

F
e v e v1 2( ), ( ), , ( )K N

L
ad A L

Hn
k

n
k L*

( *L
L* N ( )*L Fn

k

G Nn
k = )

   (6.3.18) 0=xL*

的基础解系，获得 的一组基函数 ，进而得到 Gn
k ~ ( ),~ ( ), ,~ ( )e v e v e v1 2 K M

   (6.3.19) ∑
=

=
M

r
rrk c

1
)(~)( vevg
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 例 6.3.1 考察二维自治系统 

  22 ,
00
10

),( RO ∈







=+= uAuAuu&  (a) 

计算该系统的二阶截断 PB 规范型。 
 解：根据矩阵 的具体形式，同调算子 ad 作用于任意二阶齐次多项式向量

的结果形如 
A
(q

A

q v( ) [ ( , ) , )]= ∈q v v v v H1 1 2 2 1 2 2
2T
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取 的一组基 H2
2
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则有 
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由此得到 在这组基下的矩阵表示 ad A
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 此时，线性代数方程(6.3.18)的基础解系为 
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T
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根据式(6.3.19)得到 
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其中 c 和 是常数。因此，该系统的二阶截断 PB 规范型为 1 c2
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   (i) 
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显然，常数 和 c 与方程(a)中的非线性项有关。要具体确定它们，应根据式(6.3.3)写出变换 c1 2

   (j) 




+++=
+++=

2
23212

2
1122

2
23212

2
1111
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其中 a b  是待定常数。将其代入方程(a)的 Taylor 展开式，与式(i)比较同次幂的系

数，进而可确定所有待定常数。 

rr r, , , ,= 1 2 3

 需要指出的是，由于补空间 的选择不唯一，故 PB 规范型并不唯一。例如，读者可以

取下述基向量 

G2
2
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构成G ，对应的二阶截断 PB 规范型为 2
2
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 正如式(6.3.17)所表明，向量空间 的维数Hn
k N 随着 n和 k 的增加迅速增大。例如，对于

这样尚不算复杂的问题，就会有n k= =4, 3 N = 80 。这时，用矩阵表示法来计算 PB 规范型

的工作量绝非手工所能胜任。因此，人们在 MAPLE 等计算机代数软件平台上发展了一些程

序化方法。此外，还运用共轭算子、李代数等工具构造了一些新的算法。 

6.3.3 共振与非共振* 

 在具体计算 PB 规范型前，如果能确定式(6.3.12)中哪些 g vk ( ) = 0（即式(6.3.2)中哪些

）无疑很有帮助。为此，先引进矩阵特征值共振的概念。 h vk
kF( ) ∈ n

) ) 定义 6.3.1 记 是矩阵 的特征值组，m m 是一自然数组

且满足

λ λ λ λ=
def

( , , ,1 2 L n A m mn=
def

( , , ,1 2 L

2≥r
1

def
= ∑

=

n

r
mm 。如果存在正整数 s s n( )1≤ ≤ 使得 

  ∑
=

==
n

r
rrs mm

1

def
, λλλ  (6.3.20) 

则称 的特征值是共振的，称A m 为共振的阶。 
 例如，满足 的特征值是 2 阶共振的，这正是系统的 2 阶内共振条件。由于此处

对特征值的正负无限制，故定义的共振概念很宽。又如，满足 的特征值是奇数阶

共振的，因为对于任给的正整数 和

12 2λλ =
021 =+ λλ

m1 m m2 1 1= + 皆有 ，且221 λλ m+12λ m= m m= +2 11 。 

 欲使式(6.3.12)中的 ，就是要对给定的非零多项式 。考察同调方程 g vk ( ) = 0 h vk
kF( )∈ n

   (6.3.21) 0)()(ad =− vhvqA kk
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是否有解q ，即同调算子 ad 的表示矩阵是否可逆。以下在矩阵 已化为 Jordan 标

准型的前提下对此进行讨论。 

k
nk H∈)(v A A

 如果矩阵 有互异特征值，则 是对角矩阵。记 e 是对应于特征值A A r λ r

)
的特征向量，用

构成一组基。记 是对应于 ( , 的坐标，则 ( , , ,e e e1 2 L n ) v = [ ]v v vn1 2 L T , ,e e e1 2 L n

  kmvvvv nm
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mmm == ,21
21
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L  (6.3.22) 

是 中元素某一分量的最简形式。取 q v ，它是 的第Hn
k ek

m
sv( )= A s 个特征向量。不难发现，

向量 也是 的第Dq v Avk ( ) A s 个特征向量，其各分量中只有第 s 个分量不为零，且等于 

  m

nn

m
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m
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 (6.3.23) 

再注意到特征值问题 

   (6.3.24) s
m

ss
m vv eeA λ=)(

可以得到 

  )(],[],[)()()( vqeeAAveDvqA kss
m

ss
m

s
m

k mvmvv λλλλ −=−=−=ad  (6.3.25) 

这说明同调算子 对应的矩阵是对角阵，其特征值具有ad A m s,λ λ− 的形式。由此可见，当

矩阵 的特征值非共振时， 的表示矩阵的所有特征值均非零，同调算子 可逆。 A ad A ad A

 当矩阵 有重特征值时，取其 Jordan 标准型为上三角矩阵。此时，算子 有相应的

Jordan 块，且其特征值仍具有

A ad A

m s,λ λ− 的形式，从而有相同的结论。 

 总结上述分析，得到本节的主要结论。 
 定理 6.3.1 当矩阵 是上三角 Jordan 标准型时，总可适当选择变换(6.3.3)使方程(6.3.1)
的右端向量函数仅由满足共振条件(6.3.20)的多项式 组成。 

A
vm

se

 例 6.3.2 考察如下一元复微分方程的规范型 
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O z
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ω
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ω
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02 >  (a) 

 解：显然，该方程线性部分矩阵的特征值为 λ ω λ ω1 2= = −i , i ，恰好满足 λ λ1 2 0+ = ，

是奇数阶共振的。因此有无穷多、但可列个共振条件 

  λ λ λ λ λ2 1 1 2 2 1 1 1 2 11 1 2= + = + + =m m m m m( ) , , ,L  (b) 

根据共振阶次 m m= +2 1 1知，方程(a)的规范型仅含对应于上述共振条件的奇次项 
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6.4 周期运动的稳定性 

 根据前几章的分析，平衡点是系统运动微分方程的定常解，而周期运动则是将该方程经

过某种平均处理后的微分方程定常解。不难想象，周期运动的稳定性分析与平衡点的分析具

有一定联系，但要复杂得多。本节按照先非自治系统、再自治系统的顺序，分析周期运动的

稳定性。 

6.4.1 非自治系统 

 考察 维非自治系统 n

   (6.4.1) 1   ,    ),,( RtRUt n ∈⊂∈= uufu&

其中向量函数以 为周期 T0 0>

   (6.4.2) 1
0 ),,(),( RttTt ∈∀=+ ufuf

以下将研究该系统的周期运动 ，它满足 up t( )

   (6.4.3) 1
0    ,   ),()( RtmTTtTt pp ∈∀==+ uu

其中m为正整数。通常，将这种周期运动简称为 m倍周期运动或周期轨道。以简谐激励下的

Duffing 系统为例，其 1/3 亚谐共振就是 3 倍周期运动。 
 现将平衡点在 Lyapunov 意义下的稳定性概念推广到周期运动。 
 定义 6.4.1 任给 ε > 0 ，存在δ ε( , )t0 0> ，只要 t t= 0 时与周期运动 相邻的运动up t( ) u( )t 满

足 ))()( 00 tt p <− uu ,( 0tεδ ，恒有 

  0   ,)()( tttt p ≥∀<− εuu  (6.4.4) 

则称周期运动 是稳定的，否则称为不稳定的。若在稳定前提下还有 up t( )

   (6.4.5) )()(lim tt pt
uu =

+∞→

则称周期运动 是渐近稳定的。 )(tpu
 现研究周期运动的稳定性判据。记周期运动 的扰动为 )(tpu

   (6.4.6) 1
def

    ),()()( Rtttt p ∈∀−=∆ uuu

如果向量函数 关于 可微，则微扰动f u( , )t u ∆u( )t 满足线性常微分方程 

   (6.4.7) )()()()),(()(
def

tttttt p uAuuDfu ∆=∆=∆ &

其中 是向量函数 在周期运动 处的 Jacobi 矩阵。根据式(6.4.2)和

(6.4.3)，该矩阵具有周期性 

)),(( ttpuDf ),( tuf )(tpu

   (6.4.8) 1   ),()),(()),(()( RtTtTtTtttt pp ∈∀+=++== AuDfuDfA

因此，方程(6.4.7)是具有周期系数的线性常微分方程。将 4.6 节介绍的 Floquet 理论推广到高

维系统，则方程(6.4.7)的解形如 
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   (6.4.9) ∑
=

=∆
n

r

t
rr

rtct
1

e)()( µpu

其中 c r 是常数， 是以nr , , , ,=1 2 L nrtr ,,2,1),( L=p T 为周期的向量函数。由上式可以证明如

下定理。 
 定理 6.4.1 若方程(6.4.7)的所有特征指数满足Re( ) , , , ,µ r r n< =0 1 2 L ，则周期运动u 渐

近稳定；反之亦然。 
p t( )

 定理 6.4.2 若方程(6.4.7)的某一特征指数满足Re( )µ s > 0，则周期运动u 不稳定；反

之亦如此。 
p t( )

 需要指出的是，计算方程(6.4.7)的特征指数并非易事。只有在某些特殊情况下，方程(6.4.7)
可简化为 Mathieu 方程。这时，可利用 4.6 节中的一些结果来完成周期运动的稳定性分析。 
 例 6.4.1 考察简谐激励下的 Duffing 系统 

   (a) 10,cos)()()(2)( 32
0

2
00 <<<=+++ εωεωωζω tFtutututu &&&

试给出如下主共振定常解的失稳条件 
  )cos()( ϕω −= tatu p  (b) 

 解：根据方程(a)，周期运动 u 附近的小扰动tp ( ) ∆u t( ) 满足 

   (c) 0)()](31[)(2)( 22
00 =∆++∆+∆ tutututu pεωζω &&&

将周期运动(b)代入上式并对三角函数积化和差，得到 

  0)()](2cos
2

3)
2

31[()(2)(
22

2
00 =∆−+++∆+∆ tutaatutu ϕωεεωζω &&&  (d) 

引入新的时间变量、扰动量及常数 
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 (e) 

将方程(d)化为 Mathieu 方程 

  0)()2cos2(
d

)(d2
d

)(d
2

2

=+++ ττηδ
τ
τξ

τ
τ vvv

 (f) 

鉴于主共振对激励频率的限制条件ω ω≈ 0 ，必有δ ≈ 1。根据式(4.6.61)得该 Mathieu 方程零

解的失稳条件 

  22 41 ξηδ −<−  (g) 

即 

   (h) 0)1)(1(4 2 <−+−−+ ηδηδξ

将式(e)中诸常数代入上式，得到主共振定常解的失稳条件 
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  0)
4

9
)(

4
3

(4
22

02
0

2
22

02
0

222
0

2 <−−−−+
aa εω

ωω
εω

ωωωωζ  (i) 

 注意到主共振条件 

   (j) )(2      , 00
2
0

2
0 ωωωωωωω −≈−≈

条件(i)可近似为 

  0)
8

9
)(

8
3

(
2

0
0

2
0

0
2
0

2 <−−−−+
aa εω

ωω
εω

ωωωζ  (k) 

这与 4.1 节中的主共振失稳条件(4.1.23)是相同的。 
一般情况下，计算方程(6.4.7)的特征指数涉及计算单值矩阵 )(T  ΦB = 的特征值，而目前

尚没有解析获得该矩阵的方法。8.2 节将给出单值矩阵 B的数值计算方法。这样，上述两个

定理可用于对数值计算的周期运动进行稳定性判断。 

6.4.2 自治系统 

 现考察 维自治系统 n

   (6.4.10) nRU ⊂∈= u,ufu      )(&

的周期运动 

   (6.4.11) 1       ),()( RttTt pp ∈∀=+ uu

 (1) 轨道稳定性概念 
 类似于对非自治系统的讨论，周期运动 的受扰运动满足 )(tpu

   (6.4.12) )()()())(()(
def

ttttt p uAuuDfu ∆=∆=∆ &

然而，不难发现周期运动u 总是该方程的解 )(tp&

  )()()())(())((
d
d)(

d
d ttttt

t
t

t ppppp uAuuDfufu &&& ===  (6.4.13) 

注意到 以& ( )up t T 为周期，根据 Floquet 理论可断言，方程(6.4.12)的特征指数至少有一个为零。

因此，自治系统的周期运动不可能具有定义 6.4.1 所描述的渐近稳定性。 
 回顾 2.4 节中介绍的自激振动，它不仅是周期运动，而且其周围的相轨线随着时间延续

最终趋于该周期运动。但按照上述分析，这种周期运动不符合定义 6.4.1 所规定的渐近稳定

性。问题何在呢？ 
 出现上述矛盾的根源在于：定义 6.4.1 中的稳定性要求，对于任意的 ，受扰运动t t> 0 u( )t
与周期运动 u 在同一时刻必须非常接近。这对于自治系统来说是过于苛刻的要求。为了

放松这一限制，需要重新考虑对两个运动接近程度的描述。视周期运动 为相空间中的

闭轨 ，定义相空间中点 到 的距离为 

p t( )

up t( )

Γ u Γ

  vuu −=
∈Γ

def
inf),(
v

  Γd  (6.4.14) 
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在此基础上可引入 Poincaré 意义下的轨道稳定性概念。 
 定义 6.4.2 任给 0>ε ，存在 ，只要 t 时闭轨0),( 0 >tεδ 0t= Γ 相邻的运动 满足

，恒有 
)(tu

),()),(( 00 ttd εδ<  Γu
   (6.4.15) 0,)),(( ttΓtd ≥∀< εu

则称闭轨 在 Poincaré 意义下轨道稳定，否则称为轨道不稳定。若在轨道稳定前提下还有 Γ
   (6.4.16) 0)),((lim =

+∞→
Γtd

t
u

则称闭轨 在 Poincaré 意义下轨道渐近稳定。 Γ
 例 6.4.2 考虑极坐标系下的二维系统 

   (a) rr == θ&& ,0

研究其闭轨的稳定性。 
 解：该系统具有闭轨 
  r r r t r= = + =0 0 0 0 0, , , .θ θ θ const  (b) 

如果该闭轨的半径 受到小扰动r0 δ > 0，受扰相轨线为 

  r r r t= + = + +0 0 0δ θ δ θ, ( )  (c) 

对照式(b)和(c)可见：尽管这两条闭轨间的距离是δ ，但同一时刻的相位差将是δt ，随着时

间延续而趋于无限。因此，该闭轨在 Poincaré 意义下是轨道稳定的，但在 Lyapunov 意义下

是不稳定的。 

 (2) 轨道渐近稳定性定理 
 定理 6.4.3 如果方程(6.4.12)的 个特征指数具有负实部，则自治系统(6.4.10)的周期运

动在 Poincaré 意义下轨道渐近稳定。 
n −1

 该定理的几何意义是，对于轨道渐近稳定的闭轨，其受到的小扰动∆u可分解为 n个分量，

沿闭轨切线方向的扰动量随着时间增加保持不变，而其余 n −1个分量将指数衰减为零。兹将

该定理的严格证明留到本节的 6.4.3 来完成。 
 定理 6.4.4 对于二维自治系统的闭轨，若有 

  ∫∫ <
∂
∂

+
∂
∂

=
TT

p t
u
f

u
f

tt
0 2

2

1

1

0
0d)(d))((div uf  (6.4.17) 

则闭轨是轨道渐近稳定的。 
 证明：根据线性微分方程理论中的 Liouville 公式，可写出 

   (6.4.18) TTTtt
T

)(
21

d)(tr
21210 eeee µµµµλλ +===∫ A

因此 

  0d)(1d)(tr1
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2

1

1

021 <
∂
∂

+
∂
∂

==+ ∫∫
TT

t
u
f

u
f

T
tt

T
Aµµ  (6.4.19) 

根据 Floquet 理论和上式， µ1 和 µ2 中必有一个为零，另一个为负实数。根据定理 6.4.3 知，

该闭轨是轨道渐近稳定的。证毕。 
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 例 6.4.3 考察 van der Pol 系统 

   (a) 10,)1( 22
0 <<<−=+ εεω uuuu &&&

研究其一次近似解的稳定性。 
 解：将方程(a)写作状态变量形式 

   (b) 
&

& ( )
u
u

u
u u

1

2

2

0
2

1 1
2

21



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
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 = − + −
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


ω ε u

t0

根据例 3.2.2，系统的一次近似解为 
  u1 2= cosω  (c) 

由条件(6.4.17)得 

  0d]cos41[d)](1[d)(
0 0

2

0

2
10 2

2

1

1 <−=−=−=
∂
∂+

∂
∂

∫∫ Tttttut
u
f

u
f TTT

εωεε∫  (d) 

因此，van der Pol 系统的一次近似解在 Poincaré 意义下轨道渐近稳定。 

6.4.3 Poincaré映射与不动点的稳定性 

 仍考察自治系统(6.4.10)，将闭轨(6.4.11)记作Γ 。下面先引入 Poincaré 映射和离散动力

系统的一些概念，然后从 Poincaré 映射不动点的角度来研究闭轨Γ 的轨道稳定性及其相邻相

轨线的特性。 
 (1) Poincaré 映射 
 定义 6.4.3 设 Σ ⊂ Rn 是某个 维超曲面的一部分，如果对于任意的n −1 u∈Σ ， Σ 的法

矢量 满足与向量场 的无切条件 n u( ) f u( )

    (6.4.20) 0)()(T ≠⋅ ufun

则称 Σ 是向量场 的 Poincaré截面。 )(uf
 例 6.4.4 考察简谐激励下的单自由度系统 
   (a) 1,sin),( RutFuupu ∈=+ ω&&&

建立其 Poincaré 截面。 
 解：虽然方程(a)是非自治系统，但可写作 3 维扩张相空间中的自治系统 

   (b) )(
1

sin),(
def

321

2

3

2

1def
ufu =










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


+−=


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






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


= uFuup

u

u
u
u

ω
&
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&

构造 3 维相空间中的平面 

  })π2mod(),,{( 3321

def
ωΣ /== uuuu  (c) 

易见其法向量 满足无切条件 T]100[)( =un

   (d) 01)()(T ≠=⋅ ufun

因此，平面Σ 是系统的 Poincaré 截面。 
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 为了简洁起见，还可视相空间为 2 维，不作相空间的扩张，直接取 

  })π2mod(),,{( 21

def
ωΣ /== ttuu  (e) 

这种构造 Poincaré 截面的方法可推广到一般受周期激励的非自治系统。 
    定义 6.4.4 任取点 ，作一足够小的

Poincaré 截面

Γ∈pu

Σ ，使Γ 与Σ 仅相交于点 。根据

微分方程解关于初始条件的连续性定理，存在点

的邻域U ，使得从任意的 出发

的相轨线可以回到

pu

U∈pu )p(Γ uδ= Γu

Σ 。由此可以定义所谓首次回

归映射 
Σ→ΓU:P           (6.4.21)

该映射又称作 Poincaré映射。 

 

图 6.4.1 Poincaré 映射与不动点 

 如果以ϕ t ( )u 代表自 u∈UΓ 出发的相轨线在 时刻的值，则映射(6.4.21)可理解为 t

   (6.4.22) ΓU ∈∀∈= uuuP u ,)()( )( Στϕ

其中下标τ ( )u 是相轨线自 u∈UΓ 到首次返回 Σ 所需的时间。显然， ，且 Tp =)(uτ

   (6.4.23) Σ∈== ppTp uuuP )()( ϕ

这说明 是闭轨，等价于u 是 Poincaré 映射的不动点。因此，研究系统(6.4.10)的闭轨及其

附近的相轨线就等价于研究 Poincaré 映射的不动点及其邻近映射点的性质。由于 Poincaré 映
射定义在 维 Poincaré 截面上，通常比原系统要易于研究。 

Γ p

n −1
 映射是一种离散动力系统，所以在对映射的不动点研究之前需先介绍离散动力系统及其

若干性质。 
 (2) 离散动力系统的概念 
 定义 6.4.5 设U Rn⊂ 是一开集， 是UUP →: Cr 阶的一对一映射，称映射序列

（

P k Zk , ∈

Z 为整数集）是 上的U Cr 阶离散动力系统，其中 

   (6.4.24) kkkk )(,, 110 −−− === PPPPPIP

 定义 6.4.6 将映射点序列 

  },)({ ZkUk ∈∈= uuPγ ,    Z 为整数集 (6.4.25) 

称作离散动力系统 P 过点 的相轨线。特别地，如果存在正整数 使得 u m

   (6.4.26) pp
m uuP =)(

则称 是pu P的周期点，使上式成立的最小正整数 称为 的周期，过周期点 的相轨线称

为周期轨道。当

m u up

m = 1时，称 u 是p P 的不动点。 

 (3) 不动点的稳定性概念 
 定义 6.4.7 设 是up P 的不动点。如果任给 ε > 0 ，存在δ > 0，只要u u∈δ ( p ) ，对于任意

的 k > 0恒有 
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  ε<− p
k uuP )(  (6.4.27) 

则称不动点 是稳定的。反之，则称为不稳定。如果在稳定的前提下还有 up

   (6.4.28) p
k

k
uuP =

+∞→
)(lim

则称不动点 是渐近稳定的。 up

 对于 Poincaré 映射的不动点，式(6.4.27)中的距离定义在 Poincaré 截面上，对时间并无要

求。因此，不动点的稳定性等价于周期运动在 Poincaré 意义下的轨道稳定性。 
 (4) 线性化映射的性质 
 设 是可逆矩阵，考察如下线性映射 A

   (6.4.29) ZkR n
kpkpk ∈∈−+=+ ,),(

def

1 uuuAuu
显然， 是该映射的不动点。因此，上式又可写作 up

   (6.4.30) ZkR n
kkk ∈∈=+ ,,

def

1 uAuu

 定理 6.4.5 
 a. 若 A的所有特征值均满足 λ r r< =1 1 2, , , ,L n，则不动点渐近稳定； 

 b. 若 A的所有特征值均满足 λ r r≤ =1 1 2, , , ,L n，则不动点稳定； 

 c. 若 A的某一特征值满足 λ r > 1，则不动点不稳定。 

 证明：根据特征值关系 
   (6.4.31) nrrrr ,,2,1     , L== ϕϕ  A λ
对任给的 u∈Rn ，将向量 u u− p 作谱分解 

   (6.4.32) r

n

r
rp c ϕ∑

=

=−
1

uu

如果矩阵 的所有特征值均满足A λ r r n< =1 1 2, , , ,L ，记 

  λ λ=
≤ ≤

def
max{ }
1

1
r n r <  (6.4.33) 

易见 

  ppr

n

r
rr

n

r
rrppr

n

r
rp ccc uuuuuuAu −<−=<=−+=− ∑∑∑

===

λλλ ϕϕϕ
111

)(Au  (6.4.34) 

因此 
  0limlim0 =−<−≤

+∞→+∞→ p
k

kp
k

k
uuuuA λ  (6.4.35) 

这说明不动点 是渐近稳定的。类似地，可证明款 b 和 c。 up

 类似于连续线性系统，可引入线性映射的如下子空间： 

 a. 对应所有 λ r < 1， ，称作稳定子空间； },,,{span
21

def

snrr
sE ϕϕϕ L=

 b. 对应所有 λ r = 1， ，称作中心子空间； },,,{span
21

def

cnrr
cE ϕϕϕ L=
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 c. 对应所有 λ r > 1， ，称作不稳定子空间； },,,{span
21

def

unrr
uE ϕϕϕ L=

不难证明，它们都是不变子空间，其直和就是 Rn 。 
 (5) 中心流形定理 
 考察具有不动点u 的非线性映射 ，将其在不动点 附近表示为 p )(uP up

  
)()(         

)())(()()(
2

2

ppp

pppp

O

O

uuuuAu

uuuuuDfuPuP

−+−+=

−+−+=
 (6.4.36) 

如果矩阵 的所有特征值的模均不为 1，则称 u 为双曲不动点，否则称为非双曲不动点。 A p

 类似于连续非线性系统，可以定义具有如下不变性质的集合： 

  })(lim)()(,0)({
def

p
k

kp
k

p
s kW uuPuuPuu =∈≥∀∈=

+∞→
且δδ  (6.4.37) 

  })(lim)()(,0)({
def

p
k

kp
k

p
c kW uuPuuPuu ≠∈≥∀∈=

+∞→
但δδ  (6.4.38) 

  })(lim)()(,0)({
def

p
k

kp
k

p
u kW uuPuuPuu =∈≤∀∈=

−∞→
且δδ  (6.4.39) 

分别称为不动点的局部稳定流形、局部中心流形和局部不稳定流形。 
 定理 6.4.6 (中心流形定理) 设映射 ，则在不动点的邻域1,)( ≥∈ rC ruP δ (up )内存在： 

 a. 过不动点 u 与p E s 和 E u 分别相切的、唯一的、Cr 阶光滑的W s 和W u ； 

 b. 过不动点 与up E c 相切的、但不唯一的、Cr−1阶光滑的W c。 

考察图 6.4.2 所示三维空间中一不稳定闭轨

，取 上任意一点 作 2 维 Poincaré 截面，则

是 2 维 Poincaré 映射的不动点。不动点具有一

维局部稳定流形

Γ

pu
Γ pu

W s 和一维局部不稳定流形W u ，

它反映了不稳定不动点附近映射点的趋向。如果让

沿闭轨pu Γ移动，则得到沿着闭轨Γ的二维局部

稳定流形和二维局部不稳定流形，图中给出了在这

两个流形上的相轨线走向。 

 

图 6.4.2 不动点的局部不变流形 

  (6) 周期运动的轨道稳定性 
 最后，利用 Poincaré 映射来证明定理 6.4.3。为了便于理解，将论证内容分为两个独立的

定理。 
 定理 6.4.7 记方程(6.4.12)满足初始条件 I =)0(Φ 的单值矩阵为 )(t Φ ，则 Poincaré 映射

的 Jacobi 矩阵 =P )( puDP )(T Φ ，其特征值是方程(6.4.12)的特征乘数。 

 证明：自治系统(6.4.10)自 u∈Σ 出发的相轨线满足 

   (6.4.40) ∫+=
t

st s
0

d))(()( ufuu ϕϕ
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将其对初始状态 求导并代入u u u= p 得 

   (6.4.41) ∫+=
t

pspspt s
0

d)))(()( (uDuDfIuD ϕϕϕ

再对时间 求导得 t

  )()()())(()(
d
d

ptptptpt t
t

uDAuDuDfuD ϕϕϕϕ ==  (6.4.42) 

这是具有周期系数矩阵 的线性常微分方程，其解是矩阵 。 )(tA )( pt uDϕ
 根据式(6.4.22)，Poincaré 映射 的 Jacobi 矩阵 为 ，它是周期系数微分

方程(6.4.42)由初始条件 出发的解矩阵在

P

I=

)( puDP )( pT uDϕ
uD )(0 pϕ t T= 时的取值。对照 4.6 节中基本解矩

阵的定义可见， ，其特征值自然是方程(6.4.12)的特征乘数。证毕。 )() Tp Φ=(Tϕ uD
 定理 6.4.8 记 为 n维自治系统(6.4.10)的闭轨，点Γ up ∈Γ 是 Poincaré 映射P 的不动点，

且 Jacobi 矩阵 的特征值满足)DP( pu λ r r< =1 1 2, , , ,L n−1，则Γ 是轨道渐近稳定的。 

 证明：按式(6.4.21)构造 Poincaré 截面Σ 和 Poincaré 映射 ，设其在不动点 处的 Jacobi

矩阵 的所有特征值皆满足

P up

)( puDP λ r r n< = −1 1 2, , , ,L

P
1 。定理 6.4.5 保证 是线性映射

的渐近稳定不动点，从而也是 Poincaré 映射 的渐近稳定不动点。 

up

)pu(DP
 由于不动点 稳定，对 的任何邻域pu pu U ⊂ Σ ，都存在点 的一个邻域pu V ⊂ Σ ，使得对

一切的 k ≥ 0
)}( pu
和 有 。根据常微分方程解关于初值的连续性，可知闭轨

是轨道稳定的。 
V∈u Uk ∈P )(u

{ tϕ=Γ

 再证明对任意的u∈V ，皆有 。记

为相轨线自

0)),((lim =
+∞→

 u Γtt
d ϕ ,,1,0),( L== kk

k uPu )( kk uττ =

uk ∈Σ 出发到首次返回 Σ 所需的时间。由于 k → +∞ pk uu → (u时 ，而 )τ 关于u 的

连续性使得 时， 。该极限说明数集k → +∞ Tpk =→ )() uτkτ = (uτ { }τ k 有上界τ 。对于任何

t > 0，总有正整数 使得 t tk t( ) tk k< ≤ +1 t = ∑
def

，其中 。记k jτ t t skj

k

=0
= + ， ],0( τ∈s ，则有

ϕ ϕt u = s k( )u( ) 。根据ϕ t (u)关于u 的连续性及 k → +∞时 u ，对于任给的upk → ε > 0 ，存在

N > 0 ，使得当 k N> 时对于任意的 ],0( τ∈s 均有 

  ϕ ϕs k s p( ) ( )u u− < ε  (6.4.43) 

因此，对于 0 < <T t 存在 ，使得 k t N( ) >

  d t t s p s k s p( ( ), ) ( ) ( ) ( ) (ϕ ϕ ϕ ϕ ϕu u u uΓ ≤ − = − )u < ε   (6.4.44) 

证毕。 

 将上述两定理相合并，自然就得到定理 6.4.3。值得指出，定理 6.4.7 还提供了计算 Poincaré
映射的 Jacobi 矩阵的方法。 
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6.5 平衡点的静态分叉 

6.5.1 分叉的概念 

 分叉是指系统某一参数达到临界值时，系统行为发生突然变化的现象。例如，当轴向压

力超过 Euler 所给出的临界值后，压杆的平衡状态会突然发生变化。 
 为了定量说明分叉现象，先考察含参数的一维动力系统 

   (6.5.1) & ( , ), ,u f u p u U R p P R= ∈ ⊆ ∈1 ⊆ 1

其静平衡方程为 
  0),( =puf  (6.5.2) 

设参数 时系统的平衡点为 up p= 0 u= 0，现研究 附近平衡点 u对参数( ,u p0 0 ) p的依赖关系。 

根据式(6.5.2)可得 

  0),(
d
d),( =+ puf

p
upuf pu  (6.5.3) 

其中 和 分别是二元函数 关于 和f u pu ( , ) f u pp ( , ) f u p( , ) u p的偏导数。如果在 处有 ( ,u p0 0 )

  0),( ),(

def

00 00
≠

∂
∂

= puu u
f

puf  (6.5.4) 

则可由式(6.5.3)解出 

  ),(),(
d
d

0000
1

0
pufpuf

p
u

pupp
−

= −=  (6.5.5) 

根据隐函数存在定理，在 的邻域中存在唯一的函数 p0

  ∫+=
p

p
q

p
quupu

0

d
d

)(d)( 0  (6.5.6) 

由上述分析知，无法获得唯一函数 u p( )的条件是 

   (6.5.7) 0),( 00 =pufu

这样的 称为平衡方程(6.5.2)的奇异点。 ( , )u p0 0

 对奇异点又可分为两种情况  ： 

 (1) 若 f u pp ( , )0 0 0≠ ，则 ∞→= 0d
d

ppp
u

，即 u p( ) 在奇异点具有铅垂切线，这样的奇异点

被称作转折点，又称为极限点或鞍结点。 

 (2) 若 f u pp ( , )0 0 0= ，则
d
d

u
p p p= →

0

0
0
，即 u p( )在奇异点的切方向不定，这样的奇异点被

称为分叉点。 

                                                        

 在多数文献中，将这两种奇异点通称为分叉点。 
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 例 6.5.1 考察含参数的平衡方程 

   (a) 112
def

,   ,0]1)2)[(1(),( RpRupupupuf ∈∈=+−−+−=

讨论平衡点 与参数u p的关系。 

 解：由式(a)解得平衡点 与参数u p间关系 

  




≥−±=
−=

1,12
1

ppu
pu

 (b) 

令 

   (c) f u p u p u u pu ( , ) [( ) ] ( )( )= − − + + − − + =2 1 2 2 12 0

与式(a)联立解得三个奇异点 A B C( , ), ( , ), ( , )2 1 1 2 4 5 。将

其代入 

       (d)f u p u p u pp ( , ) [( ) ] ( )=− − − + − − +2 12 1

得到 
     a. 点 ：由A f p ( , )2 1 2 0= − ≠ 知，它是转折点；

     b. 点 B ：由 f p ( , )1 2 0= 知，它是分叉点； 

     c. 点C ：由 f p ( , )4 5 0= 知，它也是分叉点。 

对照图 6.5.1 可见：在点 A，解曲线发生转折；在点 B
和C ，有两条解曲线相交，切方向不唯一。 

0

1

2

3

4

5

0 1 2 3 4 5 6

C

B

A

分叉点

p=u+1

u

p

p=(u-2) 2+1

分叉点

转折点

 
图 6.5.1 分叉图 

    基于上述直观认识，下面引入一般高维系统平衡点的静态分叉定义。 
 定义 6.5.1 对于含 维参数向量的 维系统静平衡方程 m n

   (6.5.8) mn RPRU ⊆∈⊆∈= pupuf    ,   ,0),(

记 是该方程在参数向量)( pl p 处解的数目。若 l 在 处突变，则称 是一静态

分叉点， 为参数向量

)( p 0pp = ( , )u p0 0

0pp = p 的分叉值。 
 记 是函数向量 在 处的 Jacobi 矩阵。读者不难证明静态分叉

的几个相互等价的必要条件： 

D f u pu ( , )0 0 )( pu,f ),( 00 pu

 a. (f 且 ； 0), 00 =pu 0)],(det[ 00 =pufDu

 b. (f 且 有零特征值； 0), 00 =pu 0),( 00 =pufDu

 c. (f 且 的零空间维数 。 0), 00 =pu ),( 00 pufDu 1)),((dim 00 ≥pufDuN

6.5.2 一维系统平衡点的静态分叉 

 仍考虑一维系统的静平衡方程(6.5.1)，设其在 处满足静态分叉的必要条件 ( , )0 0

   (6.5.9) 0)0,0(,0)0,0( == uff

为了研究解的数目 l p ，需要了解二元函数 在原点附近的拓扑结构，这是一代数几何

问题。20 世纪 年代，美国学者 Golubisky 等运用芽代数、等价等概念系统地解决了这

一问题，相应的结果被称为奇异性理论

( )
80～

f u p( , )
70

[19]。该理论的主要贡献有如下三方面： 
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 a. 提供了识别分叉的充分条件； 
 b. 提供了划分分叉种类的理论依据； 
 c. 给出了系统在分叉现象附近受小扰动后所有可能的拓扑结构变化。 
 为了应用奇异性理论，利用条件(6.5.9)将式(6.5.1)在原点展开 

  L+++++= 322

6
1

2
1

2
1),( ducpbpuauppuf α  (6.5.10) 

其中 

  α  (6.5.11) )0,0(  ),0,0(  ),0,0(  ),0,0(  ),0,0(
defdefdefdefdef

uuuppupuup fdfcfbfaf =====

此外，引入 Hessen 矩阵的行列式 

   (6.5.12) 2
def

det bac
cb
ba

−=







=∆

现根据展开式中的系数α , , , , ,a b c d L来讨论几种重要的分叉。 
 (1) 鞍结分叉 
 若方程(6.5.10)满足静态分叉的必要条件(6.5.9)以及非退化条件 
   (6.5.13) 0,0 ≠≠ aα

则称原点 为鞍结点。在该点的邻域中，方程(6.5.10)具有解曲线( , )0 0 p u( )  

  )(
2

)( 32 uOuaup +−=
α

 (6.5.14) 

因此， 在l p( ) p = 0左右发生从 2 到 1 再到 0 的变化。 

 例 6.5.2 考察如下一维动力系统的平衡解及其稳定性 

   (a) 2
def

),( uppufu −==&

    解：式(a)的平衡方程是 

0),( 2 =−= uppuf             (b)

由此得解曲线 

u p p
p

=
±

<






,
,

0
0无解

≥              (c)

注意到 

0,22),( ≥=−= ppupufDu m     (d)

因此，解(c)的上半解支稳定，下半解支不稳定，

如图 6.5.2 所示。 

 

 

图 6.5.2 鞍结分叉 

 (2) 跨临界分叉 
 若方程(6.5.10)满足静态分叉的必要条件(6.5.9)以及 
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(

 (6.5.15) 




<≠
=

0,0
,0

∆
α
a )(

)
非退化条件

限定条件

则称原点 为跨临界分叉点。在该点的邻域中，方程(6.5.10)具有两条相交的解曲线 ( , )0 0

  )()(1 2pOpb
a

u +±−= ∆  (6.5.16) 

因此， 在l p( ) p = 0左右发生从 2 到 1 再到 2 的变化。 

 例 6.5.3 考察如下一维动力系统的平衡解及其稳定性 

   (a) )(),(
def

upupufu −==&

    解：由式(a)对应的平衡方程得到两条在原点

相交的解曲线 
puu == ,0           (b)

注意到 
uppufDu 2),( −=           (c)

对于解支 u ，D f= 0 u p pu ( , ) = ，故 p < 0 时平衡点

渐近稳定，而 p > 0 时不稳定。对于解支 u p= ，

，故稳定性恰好相反。解曲线的形

态如图 6.5.3 所示。 

D f u pu ( , p) = −

 

图 6.5.3 跨临界分叉 

 (3) 叉形分叉 
 若方程(6.5.10)满足静态分叉的必要条件(6.5.9)以及 

   (6.5.17) 




≠≠
==

,0,0
,0,0

db
aα

)(
)(

非退化条件

限定条件

则称原点 为叉形分叉点。在该点的邻域中，方程(6.5.10)有两条解曲线相交于原点 ( , )0 0

  








+−=

+−=

)(
6

)(
2

32

2

uOu
b

dp

pOp
b
cu

 (6.5.18) 

因此， 在l p( ) p = 0左右发生从 1 到 3 的变化。 

 例 6.5.4 考察如下一维动力系统的平衡解及其稳定性 

   (a) )(),( 2
def

upupufu −==&

 解：由式(a)对应的平衡方程得两条解曲线 

  0,0 ≥±== ppuu 和  (b) 

注意到 

   (c) 23),( uppufDu −=
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解支 u 的稳定性与例 6.5.3 中相同。对于解支= 0 u p ，由 可

知其稳定。解曲线分叉的形态如图 6.5.4 所示。 

p= ± ≥, ( )0 D f u p pu ( , ) = − ≤2 0

 

图 6.5.4 超临界叉型分叉 

 

图 6.5.5 亚临界叉型分叉 

 例 6.5.5 考察如下一维动力系统的平衡解及其稳定性 

   (a) )(),( 2
def

upupufu ＋==&

 解：由式(a)对应的平衡方程得两条解曲线 

  0,0 ≤−±== ppuu 和  (b) 

注意到 

   (c) 23),( uppufDu +=

解支 u 的稳定性与例 6.5.4 中相同。对于解支= 0 )0(, ≤−±= ppu ，由

可知其不稳定。该分叉的形态如图 6.5.5 示。 

02),( ≥−= ppufDu

 这两例是两种典型的叉形分叉。例 6.5.4 在 p > 0 时出现非平凡解，即非平凡解对应的参

数大于临界值 p = 0，这种情况称为超临界叉形分叉。例如，压杆的失稳过程是一超临界叉

形分叉。与此相反，例 6.5.5 在 0<p 时出现非平凡解，故称之为亚临界叉形分叉。 

6.5.3 高维系统平衡点的静态分叉* 

 考察含参数的 维自治系统 n

   (6.5.19) mn RPRU ⊆∈⊆∈= pupu,fu ,),(&

其平衡方程为 

   (6.5.20) mn RPRU ⊆∈⊆∈= pupu,f ,,0)(

设平衡点 ( , 是奇异点。研究这样高维非线性方程零解的分叉问题，通常先设法将其降维处

理。自然，降维后的方程仍需保持原方程的分叉行为。此处介绍两种常用的降维方法，一是

Lyapunov-Schmidt方法（简称 L-S 方法），二是中心流形方法。 

)0 0

 (1) Lyapunov-Schmidt 方法 

 记 ，定义矩阵 的核和值域分别为 )0,0(
def

fDA u= A
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  }{)(   },,0{)(
defdef

nn RURRU ⊆∈==⊆∈== uAu,vvAuAuuAN  (6.5.21) 

相应的正交补空间为 

   (6.5.22) ⊥⊥ == )(    ,)(
def

2

def

1 AA RMNM

从而有直和分解 

   (6.5.23) 21 )()( MRMNR n ⊕=⊕= AA

易见 

   (6.5.24) 




−==
==

knRM
kNM

)(dimdim
)(dimdim

1

2

A
A

绝大多数实际问题满足1≤ <<k n ，并且一般有 k = 1。L-S 方法的基本思想就是将方程(6.5.20)
投影到子空间 上，并使投影过程不丧失方程在原点附近的结构信息。 N ( )A
 先对 作分解 u

   (6.5.25) 1),( MN ∈∈+= wAvw,vu

然后对平衡方程(6.5.20)作投影 

    




∈=
∈=

20)(
)(0)(

M
R

pu,Qf
pu,Pf A ( . . )

( . . )
6526
6526

a
b

其中P 是从 Rn 到 的投影算子，Q 是从R( )A PI −=
def

Rn 到 的投影算子。将分解式(6.5.25)

代入式(6.5.26a)，可得 

M2

   (6.5.27) 0)()(
def

=+= pw,vPfpw,v,g

显然该方程左端满足 

   (6.5.28) 




===
==

APAfPDgD
Pfg

uw )0,0()0,0,0(
0)0,0()0,0,0(

如果限制 作用在A w ∈M1上，则 是可逆线性算子。根据隐函数定理，方程(6.5.27)在

的邻域中有唯一解 

A ( , , )0 0 0

   (6.5.29) 0)0,0()( == w,pv,ww

将该解代入(6.5.26b)得 

   (6.5.30) 0)),(()(
def

=+= ppv,wvfQpv,h

由于在原点的邻域中，方程(6.5.20)与方程(6.5.30)的零点具有一一对应关系 

  ),( pvwvu +=  (6.5.31) 

所以， 维平衡方程(6.5.20)已被约化为n k 维平衡方程(6.5.30)。当 k = 1并且 时，可直接

利用本节 6.5.2 中一维系统平衡点分叉的结论。 
m = 1
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 例 6.5.6 用 L-S 方法研究如下含参数二维系统平衡方程在原点的分叉 

   (a) 0),( 2
2

2
12

3
1211

def
=









−+
−+

=
uuu

uuupupuf

解：显然 

   (b) 







==









−
−+

=
10
00

)0,0(,
212

3),(
21

1
2
12 fDAufD uu uu

uuupp

矩阵 的特征值和特征向量为 A

   (c) 






==
==

T
22

T
11

]1        0[,1
]0        1[,0

ϕ
ϕ

λ
λ

由此可得到矩阵 的核和值域 A

  }0),{()(       },0),{()( 121

def

221

def
==== uuuRuuuN AA  (d) 

分解式(6.5.25)恰好为 
   (e) 2211 ϕϕ uu +=u

将方程(a)投影到 得 R( )A

   (f) 0),(),,( 2
2

2
12

T
2

def

21 =−+== uuuppuug ufϕ

由此解出 

  




−
+

=+±≈+±= 2
1

2
12

1
2
12

1)]21(1[
2
1)411(

2
1

u
uuuu  (g) 

根据隐函数定理，在原点的邻域中只有后一解 u 。将其代回另一投影式，得到约化为

一维的平衡方程 

u12
2= −

   (h) 02),)((),( 3
1121211

T
1

def

1 =−=+= upupuuupuh ϕϕϕ f

根据本节 6.5.2 的讨论，系统平衡点具有超临界叉型分叉。 
 此处为便于理解，所选例题中矩阵 的特征向量恰好与坐标系平行，故直和分解特别简

单。此外，方程(f)是可求解的。一般情况，方程(6.5.27)的求解需借助幂级数展开等近似处理

方法。 

A

 (2) 中心流形方法 
 该方法的基本思路是将方程(6.5.19)向奇异点处的中心流形投影，获得降维的微分方程。

先将方程(6.5.19)在奇异点处展开为 

   (6.5.32) mn RPRU ⊆∈⊆∈+= pupu,qAuu ,),(&

其中 。根据 6.1 节的符号，用矩阵 的特征向量A D fu=
def

( , )0 0 A ϕ r r, , , ,n=1 2 L 构成矩阵 
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   (6.5.33) ],,,,,,,,[
111

def

usc nrnrnr ϕϕϕϕϕϕΦ LLL=

由此引入线性变换 

   (6.5.34) usc EEE ⊕∈∈







= wv

w
v

u ,, Φ

将方程(6.5.32)化为 

   (6.5.35) 




+=
+=

)(
)(
pw,v,hCww

pw,v,gBvv
&

&

为了将不含参数的自治系统中心流形定理用于该方程，将其扩张为 Rn m+ 中的自治系统 

    






=
+=
+=

0
)(

)(

p
pw,v,hCww

pw,v,gBvv

&

&
& ( . . )

( . . )
( . . )

6536
6536
6536

a
b
c

根据定理 6.1.8，该系统在原点附近具有 n mc + 维局部中心流形 

  )( pv,zw =  (6.5.37) 

由于中心流形过原点，并且与中心子空间相切的方向为 w = 0，故有 
   (6.5.38) 0)0,0(,0)0,0(,0)0,0( === zDzDz pv

将式(6.5.37)代入式(6.5.36a)得 
   (6.5.39) )),(( ppv,zv,gBvv +=&

这是系统在 维局部中心流形上的投影，可近似反映系统在原点附近的性态。 nc + m

 为了确定中心流形，利用式(6.5.37)和方程(6.5.36a)将方程(6.5.36b)改写为 

  
0)),(()()]),(()[(  

)),(()()()(
=−−+=

−−=−−
ppv,zv,hpv,Czppu,zv,gBvpv,zD

ppv,zv,hpv,Czvpv,zDpw,v,hCww

v

v &&
 (6.5.40) 

该方程连同条件(6.5.38)构成了确定中心流形的定解问题。在一般情况下，通过该方程求解中

心流形的解析表达式极为困难，也并不必要。由于仅关心系统在局部中心流形上的投影，只

要获得中心流形在原点的 Taylor 展开式就足够了。根据条件(6.5.38)，可设 z v p( , ) 为具有 和v
p 的二次幂以上的 Taylor 展开，代入方程(6.5.40)后命同次幂系数平衡即得到 z v p( , ) 。 

 例 6.5.7 再考察例 6.5.6 中系统 

   (a) 




−+=
−+=
2
2

2
122

3
12111

uuuu
uuupuu

&

&

用中心流形方法研究系统在原点的分叉。 
 解：方程(a)已与方程(6.5.35)形式相同，即 

   (b) 2
2

2
1

3
12121 ,,1,0  ,, uuhuuugCBuwuv −=−=====

由例 6.5.6 得到的派生系统特征值和特征向量，该系统具有与 相切的局部中心流形。根据

条件(6.5.38)，设局部中心流形的 Taylor 展开式为 
1ϕ
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   (c) L+== 2
112 )(),( upapuzu

将式(b)和(c)代入方程(6.5.40)得 

   (d) 0])([)(])([2 22
1

2
1

2
1

3
1

2
1111 =+−−+−−++ LLL auuauuauupuau

比较上式两端 的系数得到 u1
2

  012 =−− aap  (e) 

由此解出 

  )()21(
12

1)( 2pOp
p

pa ++−≈
−

=  (f) 

从而得到局部中心流形的 Taylor 展开式 

   (g) ),()21( 2
1

23
1

2
12 upuOupu ++−=

将其代入方程(a)中第一式并注意到 p <<1 2/ ，得到系统在局部中心流形上的投影 

   (h) 3
11

3
1

2
1111 2)21( upuuupupuu −≈−+−=&

其平衡方程与上例结果相同，系统平衡点具有超临界叉型分叉。 
 对照 L-S 方法和中心流形方法，可以看到两者在投影这一基本思路上有相似之处。当

p = 0时，例 6.5.7 的中心流形 恰好就是例 6.5.6 得到的局部解 。因此，

两种方法所得结果相同。由于隐函数定理对函数光滑性的要求可放松到广义可微，L-S 方法

可用于处理分段光滑系统。 

u2
21 2≈ − +( )p u1 1u u2

2= −

6.6 平衡点的动态分叉 

6.6.1 平衡点的失稳 

 仍考察含单参数的 维自治系统 n

   (6.6.1) 1,),,( RPpRUp n ⊆∈⊆∈= uufu&

记以原点为中心、δ > 0为半径的邻域为δ ( )0 。设对于任意的 p∈δ ( )0 ， u 保持为系统的

平衡点。记 

= 0

   (6.6.2) A D fu( ) ( , )p p n n= ∈ ×def
0 R

自然，其特征值与参数 p有关，记作λ r p r n( ), , , ,=1 2 L 。如果考察诸特征值λ r p r n( ), , , ,=1 2 L
随参数 p增加的变化情况，则存在如下可能性： 
 (1) 某一λ r p( ) 在 p = 0附近由负实数变为正实数，而其余特征值的实部不变号。此时，

平衡点由渐近稳定的结点变为鞍点，丧失稳定性。对于二维系统，这相当于在图 2.2.9 中取

P Q p< =0, − 的情况。在参数 p的变化过程中，由于λ r ( )0 0= 导致 de ，故解的数目t ( )A 0 = 0
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l p( )在 p = 0时发生变化，属于 6.5 节已讨论过的静态分叉。 

P

n =

g u( , ) =

v( , ,

 (2) 有某一对共轭特征值 λ r p( ) 和 λ r p( ) 在 p = 0时实部由负变为正，而其余特征值的实

部不变号。这样，平衡点由渐近稳定的焦点变为不稳定焦点。对于二维系统，这相当于在图

2.2.9 中取 p Q= >, 0 的情况。对于这种情况，恒有 det ( )A p ≠ 0，隐函数定理保证系统平衡

点的数目没有变化。但由于 p > 0 时平衡点失稳，受到任何小扰动的系统状态都会远离平衡

点而去。但由于系统中非线性因素的制约，受扰运动有可能最终成为某种稳态运动。这种现

象称为平衡点的动态分叉。在方程(2.4.5)所描述的 van der Pol 系统中取 p = ε，则当 p > 0 时

系统的自激振动就属于动态分叉。 
 显然，条件Re ( ) Re ( )λ λr r0 0= 0= 意味着 p = 0时系统(6.6.1)在平衡点处具有二维中心流

形。所以，可根据中心流形定理将该 维系统的分叉问题化为二维系统的分叉问题。为此，

本节着重讨论二维系统的动态分叉。 
n

6.6.2 二维系统平衡点的 Hopf分叉 

 (1) 问题的描述及简化 
 对于 ，将系统(6.6.1)在平衡点2 ( , )0 p 展开为 

   (6.6.3) & ( , ) ( ) ( , ) ,u f u A u g u u= = + ∈ ⊆ ∈ ⊆p p p U R p P， 2 R1

其中 u( )p O 2
。设矩阵 具有共轭复特征值 A( )p

   (6.6.4) λ α β α β ω( ) ( ) ( ), ( ) , ( )p p p= ± = = >j
def

0 0 0 0

相应的特征向量为ϕ 和ϕ 。以下将通过一系列坐标变换并利用条件(6.6.4)，将方程(6.6.3)化为

易于讨论的 PB 规范型。 
 首先，引入复线性变换 

  u =







 ∈[ ] ,ϕ ϕ

v
v

v C1  (6.6.5) 

根据特征向量关于矩阵 的加权正交性，将方程(6.6.3)化为 1,,2,1),( −= nrpr Lλ

  
& ( ) ( , , )
& ( ) ( , , )
v p v h v v p
v p v h v v
= +
= +





λ
λ p

 (6.6.6) 

该式中的两个方程携带了相同信息，故只需研究其中之一。以第一个方程为例，将其作 Taylor
展开 

  & ( ) ( , , ) ( , , )v p v h v v p h v v p= + + +λ 2 3 L  (6.6.7) 

其中 h v 是共轭复变量 和p rr ), ≥ 2 v v 的 阶齐次多项式，并含有参数r p。 

 现尝试采用在原点附近的多项式变换，将方程(6.6.7)转化为不含偶数次项的 PB 规范型。

根据 6.3 节的分析，对于具有共轭复变量的标量函数 q v v p( , , )，同调算子为 

  qpvp
v
q

vp
v
q

pvvq )(])()([),,(ad λλλλ −
∂
∂

+
∂
∂

=  (6.6.8) 
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 a. 二次项的简化 
 记共轭复变量 和v v 的 2 阶齐次多项式空间为 ，其基函数为 H1

2

  e e e1
2

2 3
2= = =[ ], [ ], [ ]v vv v  (6.6.9) 

它们在算子(6.6.8)作用下成为 

  
ad ad
ad ad
ad ad

λ λ

λ λ

λ λ

λ λ
λ λ
λ λ λ λ

e e
e e
e e

1
2 2

1

2 2

3
2 2

32 2

= = =
= = =
= = − = −









v p v p
vv p vv p
v p p v p p

( ) ( )
( ) ( )

[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]
 (6.6.10) 

由此可得到同调算子 ad 在基函数(6.6.9)下的矩阵表示 λ

  L( )
( )

( )
( ) ( )

p
p

p
p p

=
−

















λ
λ

λ λ

0 0
0
0 0 2

0  (6.6.11) 

根据条件(6.6.4)，对于充分小的参数 p， L( )p 是满秩矩阵，其零空间是空集。因此，          

  h v v p2 0( , , ) =  (6.6.12) 

即方程(6.6.7)中的所有二次项均可经 PB 变换消除。 
 b. 三次项的简化 
 记共轭复变量 和v v 的 3 阶齐次多项式空间为 ，其基函数为 H3

  e e e e1
3

2
2

3
2

4
3= = =[ ], [ ], [ ], [ ]v v v vv = v  (6.6.13) 

它们在同调算子(6.6.8)作用下成为 

  

ad ad
ad ad
ad ad
ad ad

λ λ

λ λ

λ λ

λ λ

λ λ
λ λ λ λ
λ λ
λ λ λ λ

e e
e e
e e
e e

1
3 3

1

2
2 2

2

3
2 2

3

4
3 3

4

2 2

2 2
3 3

= = =
= = + = +
= = =
= = − = −











v p v p
v v p p v v p p
vv p vv p
v p p v p p

( ) ( )
[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

( ) ( )
[ ( ) ( )] [ ( ) ( )]

 (6.6.14) 

由此可得到同调算子 ad 在基函数(6.6.13)下的矩阵表示 λ

  L( )

( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

p

p
p p

p
p p

=
+

−



















2 0 0 0
0 0
0 0 2 0
0 0 0 3

λ
λ λ

λ
λ λ

0
 (6.6.15) 

根据条件(6.6.4)有 

  λ λ λ( ) ( ) Re ( )0 0 2 0+ = = 0

]

 (6.6.16) 

这表明 不满秩，其零空间的基向量为 。相应地有 L( )0 [0 1 0 0

  h v v p p v v3
2( , , ) ( )=γ  (6.6.17) 

 c. 更高次项的简化 
 考察第 次项基函数m n+ v vm n，它在算子(6.6.8)作用下成为 
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  ad λ λ λ λv v m p n p p v vm n m n= + −[ ( ) ( ) ( )]  (6.6.18) 

因此，同调算子 的矩阵表示adλ L( )p 为对角阵。根据条件(6.6.4)和式(6.6.18)，矩阵 有零

空间的条件是 

L( )0

  m n− =1  (6.6.19) 

这排除了m和 相等或同时为偶数的可能性。因此，方程(6.6.7)中的所有偶数次项皆可经 PB
变换消除。 

n

 d. 化简结果 
 根据上述分析，方程(6.6.7)可简化为 

  & ( ) ( ) ( )v p v p v v O v= + +λ γ 2 5  (6.6.20) 

等价的实数形式为 

  
& ( ) ( ) [ ( ) ( ) ]( ) ( )
& ( ) ( ) [ ( ) ( ) ]( ) ( )
z p z p z a p z b p z z z O
z p z p z b p z a p z z z O

1 1 2 1 2 1
2

2
2 5

2 1 2 1 2 1
2

2
2 5

= − + − + +

= + + + + +







α β
β α

z
z

 (6.6.21) 

其中 。采用极坐标变化 γγ Im,Re,Im,Re 21 ==== bavzvz

  z r z r1 2= =cos , sinθ θ  (6.6.22) 

可得到更为简洁的形式 

   (6.6.23) 
& ( ) ( ) ( )
& ( ) ( ) ( )
r p r a p r O r

p b p r O r
= + +
= + +





α
θ β

3 5

2 4

为了讨论方便，将方程(6.2.23)中诸系数在 p = 0处作 Taylor 展开，略去高次项得 

    
&
&
r cpr ar

dp br
= +
= + +





3

2θ ω

(6.6.24a)
(6.6.24b)

其中 

  
])()([

16
1

)(1)0(

222122211111222211212122111112

2222211211221111

def

ffffffffff

ffffaa

+−+−+

++++==

ω

16  (6.6.25a) 

 0

def

0

def

d
d,

d
d

== == pp p
d

p
c βα  (6.6.25b) 

式中具有 4 位和 3 位下标的量分别是 3 阶和 2 阶偏导数，例如
221

1
3

1122 zzz
f

f
∂∂∂

∂
= ；而 

 )],,(Im[),()],,,(Re[),( 212211 pvvhzzfpvvhzzf ==  (6.6.26) 

这些系数推导过程可参见文献[20]，参数b 在最终的讨论中无关紧要而未列出。 ( )0

 (2) 讨论 
 方程(6.6.24)的特点是，第一个方程不含未知函数θ，从而可依次求解。因此，现着重讨
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论其第一个方程。令 

   (6.6.27) 0)( 3
def

=+= arcprrh

这相当于一维自治系统(6.6.24a)的平衡方程。为了利用静态分叉的分析结果对该方程进行讨

论，特对式中参数作如下非退化要求 

  0,
d
d

0 ≠= = a
p

c p
α

 (6.6.28) 

其中第一式相当于要求特征值实部α ( )p 在 p=0 具有横截性。 
 不失一般性，设 。这样，随着参数c > 0 p 由负到正递增, )( pα 亦如此。在条件(6.6.28)
下，方程(6.6.24)具有两条在 点相交的解曲线 ( , )0 0

  
a
cprr −== ,0  (6.6.29) 

它们是极坐标平面上点和圆，分别对应于二维系统(6.6.24)的平衡点和极限环。现考察其稳定

性，记 

  23
d
d)( arcp

r
hrh +==′  (6.6.30) 

 a. 对于平凡解 r = 0：由 ′ =h c( )0 p > 0和 c 易见，p < 0 时，r = 0渐近稳定；p > 0 时，( ,

不稳定。 

)0 0

 b. 对于非平凡解 r cp= − / a ：由 ′ − = −h cp a c( / ) 2 p和 c 可得，若 a ，> 0 <0 p > 0 时有

渐近稳定解；若 ，则a>0 p < 0 时有不稳定解。 前者对应于超临界叉形分叉，后者对应于亚

临界叉形分叉。 
 同理可讨论 的情况。归纳上述分析，可以得到如下的 Poincaré-Andronov-Hopf 定理。

根据中心流形定理，该定理还可推广到一般的 维系统。 
c<0

n
 定理 6.6.1 (Poincaré-Andronov-Hopf定理) 二维系统 

   (6.6.31) 12      ,   ),()(),( RPpRUppp ⊆∈⊆∈+== uuguAufu ，&

满足： 
 a. f ( , ) , ( )0 0p p= 0∈δ  (6.6.32) 

 b. 矩阵 具有共轭复特征值 )( pA

   (6.6.33) λ α β α β ω( ) ( ) ( ), ( ) , ( )p p p= ± = = >j
def

0 0 0 0

    c. c
p

ap= ≠=
d
d

≠
α

0 0, 0  (6.6.34) 

则方程(6.6.31)的平衡点在 p = 0时失稳，出现如下 Hopf分叉：当 acp＜0 时系统出现极限环，

其稳定性与平衡点相反。 
 例 6.6.1 考察变形的 van der Pol 系统 
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  (a) 122
0 , )( Rpu upuu =−=+ &&& ω

讨论系统平衡点随参数 p 变化时的分叉。 
 解：将方程(a)改写为状态变量形式 

   (b) ),(
)(

def

2
2
11

2
0

2

2

1
def

p
uupu

u
u
u

ufu =







−+−

=







=

ω&

&
&

首先，易验证 

   (c) 1     ,0),0( Rpp ∈∀=f

其次，由 

   (d) 







==

       
1         0

),0()( 2
0 p

pp u ω
fDA

可得到 p <2 0ω 时的特征值 

  )(j)()4j(
2
1)(

def
22

02,1 ppppp βαωλ ±=−±=  (e) 

故 

  0
2
1

d
d    ,0)0(    ,0)0( 00 >==>== =pp

c αωβα  (f) 

此外，根据式(6.6.25a)得到 

  a = −
1
8

 (g) 

根据定理 6.6.1，当 p < 0 时，平衡点是渐近稳定的焦点； p = 0时，平衡点成为文献[8]所述的

细焦点，并发生 Hopf 分叉；一旦 p > 0 ，平衡点成为不稳定焦点，在其附近出现一渐近稳定

的极限环。图 6.6.1 以三维图方式给出了这种演变过程。 

 

 

 

 

 
 
 
 
 

图 6.6.1 超临界 Hopf 分叉过程 
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6.6.3 Hopf分叉的控制* 

 Hopf 分叉是工程中常见的失稳现象，对于燃汽轮机转子、直升机旋翼等系统会引起灾难

性的事故。早期，人们主要通过修改系统设计来避免这种分叉，其代价有时非常高昂。随着

近年来主动控制技术的发展，人们开始探索如何主动控制 Hopf 分叉。现用一转子动力学问

题来说明控制 Hopf 分叉的思路。 
 考察由 n 维自治系统描述的转子动力学问题 

   (6.6.35) nRptt ∈= uufu ),,),(()( ω&

其中ω ≥ 0是转速， 是可主动调节的系统参数。设转子自u up R∈ 1 ( )0 0= 、ω = 0、 启

动，随后

p p= 0

ω缓慢增加、p保持不变，直到额定转速ω ω= s 时 u( ) u ( )t ts= 。如果转子设计不周，

有可能存在一个转速区[ , ]ω ω1 2 与区间[ , ]0 ω s 相交，转速达到ω1和ω 2

0
时分别发生 Hopf 分叉

和逆 Hopf 分叉，形成危险的自激振动。这时，转子只能工作在 1≤ <ω ω 。 

 控制这类 Hopf 分叉的基本思想是：在转子启动过程中实时调节控制参数 p，使转子在

转速接近ω1和ω 2时 p p≠ 0 ，破坏分叉条件；而当转速达到ω s

]

时仍保持为 ，使转子具

有所期望的动力学行为。Czolczynski 等研究了用该方法控制一个具有空气轴承的刚性转子的

Hopf 分叉

p = p0

[21]
。他们在轴瓦与支座间加入一可实时调节间隙的压缩空气环，由此改变转子的

支撑刚度。经过大量计算，确定了节流孔径对转子发生分叉的影响，然后在启动过程中实时

控制节流孔径，使转子非常安全地通过了危险转速区 [ ,ω ω1 2 。 

 这种控制思想可推广到许多机械系统的动力学过程控制。使用中的主要困难是：要通过

大量数值计算事先深入了解非线性系统的瞬态过程。 

6.7 周期运动的分叉 

 考察含单一参数的 维自治系统 n

   (6.7.1) 1,),,( RPpRUp n ⊆∈⊆∈= uufu&

设 是该系统的闭轨，其周期为Γ T 。本节将以 Poincaré 映射为工具，研究闭轨 随参数Γ p变

化发生的分叉。 
 给定参数 p，任取up ∈Γ 作 n −1维 Poincaré 截面，将相应的 n −1维 Poincaré 映射P u( , )p

在其不动点 展开 up

  
)())((             

)())(,(),(),(
2

2

ppp

pppp

Op

Oppp

uuuuAu

uuuuuPDuPuP u

−+−+=

−+−+=
 (6.7.2) 

其中 

   (6.7.3) )1()1(
def

),()( −×−∈= nn
p Rpp uPDA u

记 的特征值为A p( ) λ r p r n( ), , , ,= −1 2 1L 。如果不动点 是渐近稳定的，则有up 1)( <prλ , 
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r n=1 2 1,. , ,L − 。若随着参数 p的变化，某一特征值的模出现 λ r p( )0 1= ，进而出现 λ r p( ) > 1，
则不动点u 变为不稳定。参考图 6.7.1 所示复平面，上述过程意味着某一特征值p λ r 随参数 p

变化从单位圆内移到圆外。这共有三种可能性，对应着如下三种分叉。 

λ r p( )0 1=

λ r p( )0 1= −

1

p0 =

)

)( p

r

λ

    (1) 静态分叉：有某一实特征值满足

； 

    (2) 倍周期分叉：有某一实特征值满足

； 

    (3) Naimark-Sacker分叉：有一对共轭复

特征值满足 λ λr rp p( ) ( )0 0 = 。 

    现对这三种分叉逐一进行讨论。不失一

般性，可取 且0= up ( )0 。 
 

图 6.7.1 特征值模为 1 的三种方式 0

6.7.1 静态分叉 

   引入非线性代数方程 

   (6.7.4) 0),(
def

=−= uPQ puu )( p,

显然，Poincaré 映射 P u( ,0 的不动点 up ( )0 0= 正是该方程的根 

  00)0,0()0,0( =−= PQ   (6.7.5) 

而根据 

    (6.7.6) )1()1(
def

)(),( −×−∈−== nn
p pp RIAuQDB u

不难证明如下等价关系： 
 (1) 矩阵 = 0有一特征值满足 λ r ( )0 =1，而其他特征值满足 λ s s( ) ,0 1< ≠ r ； 

 (2) 矩阵 B( )0 有一零特征值，而其他特征值具有负实部； 
 (3) 非线性方程(6.7.4)具有奇异点 。 ( , )0 0
 根据 6.5 节的分析，Poincaré 映射的不动点u 会随着参数p p 的变化在 p = 0处产生静态分

叉，相应的周期运动也产生静态分叉。静态分叉的种类可以是鞍结分叉，跨临界分叉，叉形

分叉等，取决于 Poincaré 映射高阶导算子在奇异点 的值。 ( , )0 0
 周期运动静态分叉的一个典型实例是简谐激励下 Duffing 振子主共振的跳跃现象。以对

刚度硬化振子的正向扫频激励为例，系统的一个稳定周期运动和一个不稳定周期运动会逐渐

靠近，并突然一起消失，形成鞍结分叉。由于在它们附近不存在其它的周期运动，系统被迫

跳跃到远离它们的另一稳定周期运动上。 

6.7.2 倍周期分叉 

 首先，将映射投影到以 r ( )0 的特征向量为切向量的一维中心流形上。以 作为新的空

间坐标，得到一维映射 

v
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   (6.7.7) L+++=→ 3
3

2
2 )()()(),( vpavpavppvgv rλ

考虑复合映射 

   (6.7.8) 

L

LLLL

L

+++++

+++++++++=

+++=

32
23

2
2

2

3
3

22
22

3
3

2
2

32
2

)(2)1(=             

)()()(             

),(),(),(),(

vaavav

vavavavavav

pvgapvgapvgpvg

rrrr

rrrr

r

λλλλ

λλλλ

λ

构造一维非线性代数方程 

   (6.7.9) 
0)(2)1()1(           

),(),(
32

23
2

2
2

2
def

=+++++−=

−=

Lvaavav

vpvgpvh

rrrr λλλλ

注意到 λ r ( )0 = −1，不难证明 满足该方程奇异点的必要条件 ( , )0 0

   (6.7.10) 01)0()0,0(    ,0)0,0( 2 =−== rvhh λ

同时还满足叉型分叉的限定条件 
   (6.7.11) 0)]0(1)[0()0(2)0,0(    ,0)0,0( 2 =+== rrvvp ahh λλ

叉型分叉的非退化条件是 

    (6.7.12) 




≠+−=
≠′−=

0)]0()0([12)0,0(
0)0(2)0,0(

2
23

2 aah
h

vvv

rvp λ

而超临界叉型分叉的条件是 

   (6.7.13) 0)]0()0()[0(24)0,0()0,0( 2
23

2 <+′= aagh rvvvvp λ

其中条件 表明：当参数0)0( ≠′rλ p 在 附近变化时，特征值0=p λ r p( ) 与单位圆在 处是横

截相交的。 

−1

 上述分析表明： 
 (1) 一维代数方程(6.7.9)的零解在 p = 0时失稳，这等价于一维映射 g v p( , ) 的不动点

失稳，即系统的闭轨

v = 0

Γ 失稳。 
 (2) 若条件(6.7.13)满足，则方程(6.7.9)的零解在 p = 0

p( , )
经历超临界叉型分叉，然后出现一

对渐近稳定的非零平衡点；这等价于复合映射 具有了一对渐近稳定的非零不动点，

即系统具有一对渐近稳定的、有别于原闭轨的倍周期闭轨。 

g v2

 基于上述原因，人们称闭轨的这种分叉为倍

周期分叉。参考图 6.7.2，产生倍周期分叉时，闭

轨 所具有的中心流形是一Γ Mobius&& 带，新产生

的倍周期闭轨在其上旋转两圈方可首次返回

Poincaré 截面Σ 。由于Mobiu&& s带是三维空间中扭

曲的二维曲面，这要求倍周期闭轨Γ 位于三维空

间，故二维自治系统的闭轨不会产生倍周期分

叉。跨过临界状态后，随着参数 p的进一步变化，

Mobius&& 带变为具有厚度的三维稳定流形，在
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Poincaré 截面Σ 上出现一对倍周期点，其距离随

着 p 的增加而递增。 
图 6.7.2 Mobius&& 带上的倍周期轨道 

m
Γ

m

) 0=








r

θ

0

6.7.3 Naimark-Sacker分叉* 

 先考察特殊情况 

  ,    为正整数 (6.7.14) 1)0( =m
rλ m

显然，m 和 对应于前面讨论的两种分叉。当= 1 = 2 m = 3和m = 4时，只要满足一定的非退

化条件，闭轨 会产生 3 倍或 4 倍周期分叉，其分析类似于倍周期分叉情况。Iooss 证明，

对于m 的整数，产生 倍周期分叉需要满足极为苛刻的条件≥ 5 m [22] 。因此，通常将由m 时

分叉产生的周期运动（亚谐共振）作为强共振， 时则作为弱共振。 
≤4

m ≥ 5
 以下研究 的一般情况。由于有一对复特征值落在单位圆上，故 Poincaré 映射

在不动点u 处具有二维中心流形。将 Poincaré 映射

≠ 1 2 3 4, , ,
p P(u, )p 投影到该中心流形上，得到二维

Poincaré 映射 

   (6.7.15) 12 ,),,( RpRp ∈∈→ vvgv

它满足 g( ,0 0 ，并且其 Jacobi 矩阵 具有一对模为 1 的共轭复特征值 Dg( , )0 0

  1)0()0( =rr λλ  (6.7.16) 

类似于 6.6 节对二维向量函数 在 Hopf 分叉条件下规范型的研究，可导出二维映射f u( , )p
g v( , )p 在条件(6.7.16)下复数形式的规范型 

  112    ,,,   ,)()(),( RpCzzzpzppzhz rr ∈∈++=→ λγγλ L  (6.7.17) 

通过极坐标变换 

   (6.7.18) θiπ2erz =

得到实数形式的规范型 

  
+++=→

++=→

− L

L

21
2

3
1

]
)(
)(Im[

π2
1}

)](Re[
)](Im[{tan

π2
1),,(

}]
)(
)(Re[{)(),(

r
p
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p
pprh

r
p
prpprh

r

r
r

λ
γ

γ
γθθ

λ
γλ

 (6.7.19) 

将上式在 p= 处作 Taylor 展开，则有 

    




++++=→
+++=→

),,(),,(
),,(),(

3222
102

4323
1

rprpObrpprh
rprprOarcprrprhr

ϕϕθθθ
( . .6 7 20 a)
(6.7.20b)

其中 
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)]0(Re[
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 (6.7.21) 
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该二维映射的一个重要特点是：关于 的映射 h r 是与r p1( , ) θ无关的一维映射。因此，h r

将是讨论的重点。 

p1( , )

 易见，r = 0是映射(6.7.20a)的不动点，它对应于原系统的闭轨Γ 。不难看出，当 时，cp<0
r = 0（即 ）渐近稳定； 时或Γ cp>0 p = 0且 a = 0时， r = 0（即Γ ）不稳定。 
 当 时，极坐标平面上的圆 acp<0

  })π2,0[,/),{(
def

∈−== θθ acprrS  (6.7.22) 

是映射(6.7.20)的不变集。它代表了 Poincaré 截面上的一条闭曲线。不难想象，这是系统相轨

线穿越 Poincaré 截面时留下的痕迹。当 Poincaré 截面沿闭轨Γ 旋转一圈，则该闭曲线在 Rn 形

成 维的环面。因此，系统相轨线在图 6.7.3 所示的环面上缠绕，称作环面运动。当m等

于无理数时，沿环面的运动不再具有周期性，这种运动又称作概周期运动。 
n −1

 将 r cp= − /a 作为映射(6.7.20a)的不动点，不难证明，当 时圆cp>0 S （即环面运动）是

稳定的，而 时是不稳定的。即环面运动与闭轨cp<0 Γ 的稳定性相反。 

 

 

图 6.7.3 不稳定闭轨与稳定环面运动并存 

 归纳上述分析，可列出如下四种情况。 
 (1) <a 且 ： 表明特征值 和0 0>c 0>c )( prλ )( prλ 随着 p 增加由单位圆内穿出。当

p < 0 时，不动点 r = 0渐近稳定，闭轨 保持渐近稳定。当 时，Γ 0>p r = 0失稳， 亦失稳；

此时随着

Γ
p 的增加，在 Poincaré 截面上出现半径逐渐增加的、渐近稳定的圆 S ，即系统产生

了振幅随着 p 增加的、渐近稳定的环面运动。这种现象称为 Naimark-Sacker 分叉。如果观

察相轨线的 Poincaré 截面，这种分叉与图 6.6.1 中的 Hopf 分叉相似。因此，通常不严格地称

这种分叉为周期运动的 Hopf分叉。如果系统的闭轨Γ 来源于 Hopf 分叉，则称这种分叉为二

次 Hopf分叉。 
 (2) a > 且 ：当 时，0 0>c 0<p r = 0渐近稳定，Γ 保持渐近稳定；此时 S 存在，但不

稳定，即存在不稳定的环面运动。当 时，0>p r = 0失稳，闭轨Γ 亦如此。 
 (3) <a 且 ，当0 c<0 0<p 时，闭轨 不稳定，但此时存在渐近稳定的环面运动。随着Γ p
增加，环面运动的振幅不断减小。当 时，环面运动消失，闭轨0>p Γ 变为渐近稳定的。 
 (4) a > 且 ，当0 c<0 0<p 时，闭轨 不稳定。当 时，闭轨Γ 0>p Γ 渐近稳定，伴随有

不稳定的环面运动。 
 例 6.7.1 考察单自由度受迫振动系统 
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   (a) 11 ,),()),(()()( RpRutfptugtuctu ∈∈=++ &&&

其中 ，激励c > 0 f t( ) 以 为周期。设系统有一以 T mT0 0> T= 0 为周期的闭轨 ，试证其不可

能发生 Naimark-Sacker 分叉。 

Γ

 证明：将方程(a)写作二维相空间中的非自治系统 

   (b) ),,(
)(),(

def
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2

2

1
def

pt
ufcupug

u
u
u

ufu =







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
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
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根据例 6.4.4 构造 Poincaré 截面 

  })mod(),{(
def

Ttt == uΣ  (c) 

记 Σ 上的 Poincaré 映射为P u( , )p ，Γ 与 Σ 的交点为 ，自该点出发的闭轨为 。

因此，显然有 

up p( ) ),( ppt uϕ

   (d) Σ∈== )(),(),( ppp ppTp uuuP ϕ

根据定理 6.4.7 的证明过程，Poincaré 映射在不动点 处的 Jacobi 矩阵满足 up p( )

   (e) ),(),( pp pTp uDuPDu ϕ=

这说明，它是如下周期系数线性微分方程初值问题的解矩阵 D uϕ t p( ) 在 T 时刻的值 

  






=

==

IuD

uDAuDuDf(uD

),(

),(),(),()),((),
d
d

0 p

pptppp
t

p

ptptptpt

ϕ

ϕϕϕϕ  (f) 

其中 

  
1

1
11

11

),(
),(     ,

),(
10

),,(),(
u

pug
pug

cpug
ptpt

∂
∂

=







−−

== ufDA u  (g) 

根据线性微分方程理论的 Liouville 公式 

   (h) ∫ −===
T cT

pTp tptpp
0

e]d),(trexp[)],(det[)],(det[ AuDuPDu ϕ

因此，对于任意的参数 p ， 的两个特征值 和 总满足 ),( ppuPDu )(1 pλ )(2 pλ

   (i) 1e)()(0 21 <=< −cTpp λλ

这说明，Naimark-Sacker 分叉的必要条件 不可能满足。证毕。 121 =λλ
 例 6.7.2 仍考察单自由度受迫振动系统 

   (a) 11,),()),(()()( RpRutfptugtuctu ∈∈=++ &&&

其中 c ，弹性恢复力和周期激励具有如下对称性 > 0

  g  (b) 1
0

2 ),()2/(,),(),,(),( RttfTtfRpupugpu ∈∀−=+∈∀−=−

设系统有一以 为周期的闭轨T mT= 0 u t( ) 满足对称性条件 

   (c) 0
1,),()2/( mTTRttuTtu =∈∀−=+
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试证对于任意的参数 p， u t( ) 不可能发生倍周期分叉。 
 证明：根据方程(a)，对周期闭轨 u t( ) 的微扰动∆u t( ) 满足 

  0)(),()()( =∆+∆+∆ tuptktuctu &&&  (d) 

其中 

  
u

ptugptk
∂

∂
=

)),((),(  (e) 

根据定理 6.4.7，系统 Poincaré 映射的 Jacobi 矩阵是方程(d)的单值矩阵Φ ( )T ，且Φ ( )0 = I 。

注意到条件(c)及奇函数的导数为偶函数，不难验证方程(d)的刚度系数以 T / 2 为周期 

  ),()),(()),(()),2/((),
2

( ptk
u

ptug
u

ptug
u

pTtugpTt =
∂

k ∂
=

∂
−∂

=
∂
+∂

=+  (f) 

因此，方程(d)具有单值矩阵 )2/(T Ψ 。根据 4.6 节的 Floquet 理论 

                   )
2

()
2

()
2

()( 2 T TTT ΨΨΨΦ ==     (g) 

矩阵Φ ( )T 的特征值 与)( pkλ )2/(T  Ψ 的特征值 间具有关系 )( pkµ

                        (h) 2,1),()( 2 == kpp kk µλ

若有 ，则 。根据共轭关系， ，从而 。这与上例

中式(i)相矛盾。因此，对任意的参数

1)(1 −=pλ ip ±=)(1µ ip m=)(2µ 1)(2 −=pλ
p，恒有 。证毕。 2,(kλ 1,1) =−≠ kp

 根据例 6.7.1 和 6.7.2，该系统对称闭轨的分叉种类只剩下静态分叉，作者在文献[23]中已

进一步证明，跨临界分叉也不会发生，最可能发生的分叉是鞍结分叉和叉型分叉。经过鞍结

分叉后，对称闭轨突然消失。而经过叉型分叉后，原来渐近稳定的对称闭轨失稳，新产生一

对非对称的同周期闭轨。这种现象被称作对称破缺。这时若继续改变系统参数，非对称闭轨

就可能产生倍周期分叉了。 
 最后需要指出，本章所讨论的各种分叉都限于平衡点或闭轨附近，并没有大范围改变系

统的向量场指向。正因为如此，才能根据奇异性理论这种局部数学分析工具对分叉进行分类

和讨论。因此，可将这种分叉称作局部分叉。自然，全局分叉则指分叉引起了系统向量场大

范围的变化。全局分叉的分析已超出了本书预定范围，建议读者见文献[24]。  
 

 

习  题 
 

1  判断下列函数的定号性 

   (1) V  2
13

2
32

2
21321 )()()(),,( uuuuuuuuu −−−−−−=

   (2) V u  u u u u u( , , ) ( )1 2 3 1
2

2 3
2= + +
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   (3) V u u u t t
t

u t u t( , , , ) ( sin ) ( )1 2 3 1
2

2
2

3
22

1
2 1= u+

+
+ + + + −e  

   (4) V u  u u t t u u ut( , , , ) ( sin )1 2 3 1
2

2
2

3
21= − + − − −e

   (5) V u  u u t t y u u( , , , ) ( sin )1 2 3 1
2

2
2

3
21 2= + + +

2  研究下列系统零解的稳定性 

   (1) 
& tan( )

& cos( )

u u u

u uu
1 2 1

2 12 22

= −

= − −






π
3

 

   (2) 
& ln( )
&

u u
u u u

u
1

3
2

2 1
3

2

1 4
1 6 2 1

= +
= − + −







−e
 

3  研究系统 







−−=

−−=
2
2212

2
1211

963

752

uuuu

uuuu
&

&
 

  在平衡点 处的稳定性。 ( , )1 1−

4  判断下列函数是否具有无穷小上界 

  (1) V u  u t t u u t( , , ) ( cos ) sin( )1 2 1
2

21= + +

  (2) V u  u t tu u t( , , ) sin1 2 1
2

2
2= +

  (3) V u  u t
t

u ut( , , ) ( )1 2 1
2

2
21

1
1=

+
+ + −e

5  对于二维非自治系统 








+
−+=

+−−=

−

−

21
2

2

21
2

1

sin4
1)e1(

)sin4(e

u
t

uu

utuu

t

t

&

&

 

 构造 
2
2

2
1

2
21 )sin4()e1(),,( ututuuV t +++= −  

 作为 Lyapunov 函数，判断系统零解的稳定性。 
6   考察方程 





−−=

=

ω

ω

nuku

u

2sin 1
2

2

1

&

&
 

   其中 为正整数。试构造 Lyapunov 函数判断方程零解的稳定性。 n
7  对于二维自治系统 





+=
+−=

),(  
),(

21212

21121

uupuu
uupuu

&

&
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   计算其三阶截断 PB 规范型。 
8  考察二维系统 







−−+=

−−+−=

2
2
2

2
112

1
2
2

2
121

)1(  

)1(

uuuuu

uuuuu
&

&
 

   试证：(1) 系统具有唯一闭轨Γ ；(2) 是一个周期吸引子。 Γ
9  考虑一维映射 

v g v p av bv cv→ = + +( , ) 2 3  

  分别研究当 a a< =1 1， 和 a >1时原点的稳定性。 

10 判断参数 在原点附近变化时，下述一维系统平衡点的分叉 p R∈ 1

   (1) ； &u p u= − 2

   (2) ； &u pu u u= − +2 3

   (3) 。 &u p u u= −2 3

11 给定含参数 的二维系统 p R∈ 1







+−=

−=
2
122

2
111

uuu

upuu
&

&
 

   用 L-S 方法讨论参数 p在原点附近变化时系统平衡点的分叉。 

12 对于题 11 中系统 

   (1) 求系统在原点 处的局部中心流形； ( , )0 0
   (2) 给出限制在中心流形上的系统分叉图。 
13 考察参数 在原点附近变化时下列二维系统的相图，并考虑能否用定理 6.6.1 解释相  

图的变化： 

p R∈ 1

 (1)   
& ( )
&
r r r p=− +
=





2

1θ

 (2)   
& ( )(
&
r r p r p r=− − −
=





2 22
1θ

)2

 (3) 
=  
& ( )( )
&
r r r p r p=− + −

θ 1

 (4)    
& ( )
&
r pr r p= +
=





2

1θ

14 构思一个含单参数的二维映射，使其具有倍周期分叉。 
15 对于二维含参数映射 v ，证明它在 Naimark-Sacker 分叉条件下

的复规范型为 

12),( RpRp ∈∈→ ，，vvg
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  112    ,,,   ,)()(),( RpCzzzpzppzh rr ∈∈++= λγγλ Lz →  
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第 7 章  混沌运动与控制 

 从 Newton 时代起人们就坚信：如果对一个确定性动力系统施加确定性的输入，该系统

的输出必然具有确定性。这就是 Laplace 提炼出的确定论思想。对于线性系统，这一结论正

确无疑。对于非线性系统，则不然。系统可能发生一种无法精确重复的、貌似随机的所谓混

沌运动。本章先扼要介绍混沌运动及其起因，然后阐述混沌的控制方法。 

7.1 混沌现象 

 历史上，人们对确定论的否定经历了一个比较漫长、曲折的过程。早在 1892 年，法国

学者 Poincaré 在研究三体问题时就发现，系统在某类鞍型不动点附近具有不寻常的运动。1954
年，前苏联学者 Kolmogrov 猜测，近可积保守系统会具有非常复杂的相轨线结构。1962 年到

1963 年期间，前苏联学者 Arnold 和 Morser 证明了 Kolmogrov 的猜想，这就是著名的 KAM
定理。这些数学家的研究成果非常抽象，未能引起科学界的广泛注意。 
 1963 年，美国数学家 Lorenz 在研究由气象预报抽象出的 Benard 对流问题时，采用数值

积分方法计算了如下三维自治系统的初值问题 

   (7.1.1) 


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

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&
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他发现，若取系统参数为 

  28,
3
8,10 === γβα  (7.1.2) 

则系统自任意初始状态出发的相轨线呈图 7.1.1 所示的蝴蝶形态，但既无规则，又不重复。

这就是典型的混沌运动。由于该系统具有确定性，所以这种混沌运动并非随机运动。 

 0 20 40 60 8

-4

-2

0

2

4

0

 (3.00,4.00)  (3.001,4.001)

u

t   
 图 7.1.1 Lorenz 系统的相轨线 图 7.1.2 Duffing 系统的混沌运动 
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 为了理解混沌运动，考察一个读者所熟悉的、受简谐激励的有阻尼 Duffing 系统 

    (7.1.3) tuuu cos5.705.0 3 =++ &&&

观察它从两组非常相近的初始状态 
  000.4)0(       ,000.3)0( == uu &  (7.1.4a) 

  001.4)0(       ,001.3)0( == uu &  (7.1.4b) 

出发的振动。采用 8.1 节中的 Runge-Kutta 方法，得到图 7.1.2 所示的系统位移时间历程。易

见：系统状态在初始时刻的微小差异会随时间增加迅速扩大，但系统运动仍保持有界，进入

稳态后的运动杂乱无章，没有周期。有趣的是，即使将两组初始条件的差异缩小到10 ，这

种现象依然存在。这说明，虽然方程(7.1.3)描述一确定性动力学系统，但该系统对初始条件

异常敏感，采用有限字长的计算机无法得到可重复的长时间位移历程。这并不是计算方法出

了问题。日本学者 Ueda 曾用电路模拟过该系统，发现系统的输出貌似随机，永不重复。这

种非线性动力系统特有的运动称为为混沌运动，简称混沌。它的基本特征是： 

15−

 (1) 高度依赖于初始条件，从而实际不可重复； 
 (2) 局部不稳定（一般呈指数型发散），但总体是有界的； 
 (3) 无周期、无序。 
 最近 20 多年，人们对混沌进行了大量的研究。但迄今为止，尚未形成对混沌的严格数

学定义。通常，可将上述特征作为鉴别混沌运动的标志。 
 混沌现象表明，在确定性现象和随机现象之间还存在着某些复杂现象。这可以解释许多

过去人们迷惑的问题。因此，混沌与相对论、量子力学被誉为 20 世纪物理学的三大发现。

自 20 世纪 80 年代起，对混沌现象的研究促使非线性科学成为一个蓬勃发展的重要学科。对

混沌的研究兴趣已从数学家和物理学家扩散到力学家、经济学家、生物学家乃至医学家，对

各类非线性系统混沌现象的报道和研究构成了浩瀚的文献。例如，1990 年，郝柏林编著的

《Chaos II》列出了 117 本专著和教材，2244 篇论文。1991 年，Zhang S. Y.归纳的《Bibliography 
on Chaos》中则有 7000 多篇文献。随着研究的深入，对文献的归纳不得不进行分类。近年来，

在国际互联网上已相继出现了许多有关混沌研究文献的站点。 
 20 世纪 90 年代以来，不少从事应用的研究人员开始探索如何利用混沌现象造福于人类。

目前，已在提高振动机械效率、加速化工过程、改善保密通信等方面取得了初步成果，向人

们展示了混沌现象美好的应用前景。 

7.2 离散动力系统的混沌 

 根据 6.4 节中的定义，离散动力系统是一映射序列，它远比用常微分方程描述的连续动

力系统要简单。因此，人们通常从离散动力系统开始讨论混沌。本节先以一维映射为例，直

观介绍混沌现象。然后，通过二维马蹄映射说明混沌的内在本质。 

7.2.1 一维映射的混沌 

 含参数 p的 Logistic映射是目前已研究比较透彻的一维离散动力系统，它定义为 
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  u  (7.2.1) L,2,1,0   ],4,0[    ],1,0[),1(),(
def

1 =∈∈−==+ rpuupupuf rrrrr

该映射可作为描述生物繁殖的数学模型。下面将从一次映射开始，逐次讨论其不动点及其稳

定性。 
 (1) 一次映射 
 一次映射的不动点 满足方程 uF

   (7.2.2) 0)1(),( =−−=− FFFFF uupuupuf

解得 
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
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≥∈−=

=

1],1,0[11
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1
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p

u

u

F

F

 (7.2.3) 

根据 

  )21(),(
Fuu up

u
puf

F
−=

∂
∂

=  (7.2.4) 

和式(7.2.3)得 

  p
u

puf
p

u
puf

FF uuuu −=
∂

∂
=

∂
∂

== 2
),(

,
),(

21
 (7.2.5) 

根据 6.5 节和 6.7 节的讨论，不难得到如下结论： 
 a. 当 p ∈[ , )0 1 时，映射(7.2.1)有唯一稳定不动点 ； uF1

 b. 当 p p 时，不动点 经过跨临界分叉失稳， 成为稳定不动点； = =0 1 uF1
uF2

 c. 当 p∈( , )1 3 时，映射(7.2.1)有不稳定不动点 和稳定不动点 u ； uF1 F2

 d. 当 p p 时，不动点 经倍周期分叉失稳，映射(7.2.1)将有一对周期 2 不动点。 = =1 3 uF2

 (2) 二次映射 
 周期 2 不动点满足 

   (7.2.6) 
0)]1(1)[1(=                          

)],(1)[,(),(
2

2

=−−−−

−−=−

FFFFF

FFFFF

uupuuup

upufpupfupuf

对上式分解因式，得到 

   (7.2.7) 0)]1()1(][)1[( 22 =+++−−− puppuppupu FFFF

由此得到 4 个不动点 
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根据二次映射在不动点处关于 的偏导数可证明： u
 a. 当 p 时，不动点 u 和 不稳定，而 和 u 是稳定的周期 2 不动点； ∈ +( , )3 1 6 F1

uF2
uF3 F4

 b. 当 p p 时，u 和 经倍周期分叉失稳，映射(7.2.1)有两对周期 4 不动点。 = = +2 1 6

)

F3
uF4

 (3) 第 n 次映射 
 不难用数学归纳法验证： 
 a. 当 p p 时，第 n 次映射 pm m∈ −( ,1

   (7.2.9) L,2,1,2    ),,( 1 === −
+ mnpufu m

r
n

nr

具有 2 个 n 周期不动点，其中 个是稳定的，另外 2 个是不稳定的。 m 2 1m− 1m−

 b. 当 p 时， 个稳定的 n 周期不动点发生倍周期分叉，映射(7.2.1)有 个 2 周

期不动点。 

pm= 2 1m− 2m n

 (4) 无限次映射 
 随着 的增加，映射(7.2.1)具有无限个如

此重复的自相似结构，如图 7.2.1 所示。1978
年，Grossman 和 Feigenbaum 发现 

n

    (7.2.10)L569945672.3lim == ∞+∞→
ppmm

此时，不动点的周期 ，即映射点不再

具有周期，在区间[ , 内发生无规则的游荡。

这就是一维 Logistic 映射的混沌现象。此外，

存在一普适常数 

2m → +∞
]0 1

0 1 2 3
0.0

0.5

1.0

4

周期 2 不动点

周期 4 不动点

周期 1 不动点ur

p  
图 7.2.1 Logistic 映射不动点的倍周期分叉序列 

  L0299096692016091.4lim
1

1 ==
−

−
=

+

−

+∞→
δδ

mm

mm
mm pp

pp
 (7.2.11) 

 美国学者李天岩和 Yorke 在 1975 年指出：“周期 3 意味着混沌”，即 
 a. 当 p p 时，映射(7.2.1)具有非常复杂的结构。随着参数∈ ∞[ , 4] p 的变化，除了混沌区

外尚有一些稳定周期不动点的窗口，最宽的窗口对应于周期 3。 
 b. 在稳定周期 3 窗口中，映射具有其他任意周期的不动点，这些不动点都是不稳定的。 
 (5) 一般情况 
 事实上，前苏联学者 Sarkovskii 早在 1964 年就证明：一维映射 
   (7.2.12) )(1 rr upfu =+

不动点周期出现的次序为 

   (7.2.13) 3,5,7,,23,25,27,,23,25,27;;,8,4,2,1 222 LLLLL ××××××

即周期 3 最后出现。因此，李天岩和 York 的发现是 Sarkovskii定理的特款。 
 一般地，若含参数的一维映射在某闭区间内具有单一极值，则该映射通常会发生混沌。

例如，当参数 p由 2 逐渐减小时，单峰映射序列 

   (7.2.14) ]2,2[   ,0   , 0
2

1 −∈=+=+ pupuu rr
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会经过倍周期分叉进入混沌。重复的倍周期分叉是动力系统由周期运动向混沌运动过渡的一

种常见道路。 

7.2.2 高维映射的混沌 

 (1) Smale 马蹄映射 
 马蹄映射是美国学者 Smale 在 1963 年构造的一个分段线性二维映射，它具有典型的混

沌行为。记 ，S = × ⊂[ , ] [ , ]0 1 0 1 2R S 上的 Smale马蹄映射 按如下规则来定义：将f :S → S S
拉伸为长和宽分别为 µ 和λ的矩形，再将其折叠成马蹄状放置在 S 上，取其与 S 的重叠部分

记作V 和V 。然后，像制作拉面一样重复上述过程。 1 2

 根据上述定义和图 7.2.2 不难看出 

   (7.2.15) 




=→=
=

− )()(
)(

1
21

iiii VHHV
VVSS

ff
f UI

   (7.2.16) 






=→=
=

− )()(
)()(

22
12222111

2

ijijijij VHHV
VVVVSSS

ff
ff UUUII

一般地， 是 条宽 的垂直带的集合； 是 2 条宽 ( / 的水平带的集

合； 是 个面积为 的矩形的集合。显然，马蹄映射具有不变集 

f r

r

n
S( )

= 0
I

r S( ) 4n

2n λn

( /

)(
0

Sr
n

r

−

=
fI n )1 µ n

f
r

n

= 0
I )λ µ n

  )(
def

SΛ
r

rf
+∞

−∞=
= I  (7.2.17) 

 
      (a) 一次映射           (b) 二次映射   

 
  

 
 
      (c) 二次逆映射 

图 7.2.2 Smale 马蹄映射示意 

 定理 7.2.1[25]：马蹄映射的不变集Λ 具有如下性质： 
 a. Λ 中有 的可列个任意周期的鞍型不动点，它们在f ( )S Λ 中处处稠密； 

 b. Λ 中有不可列个有界非周期映射点； 
 c. Λ 中有一条稠密的轨道； 
 d. 若映射 与映射 具有

~( )f S f ( )S C1阶接近，则 将有与
~( )f S Λ 拓扑等价的不变集

~Λ 。 

 为了从直观的几何角度来理解该定理，可以回想一下制作拉面的过程。不难想象：面团
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上最初非常接近的两个质点经过反复地拉伸与折叠，已很难判断它们间的距离。实际上，重

复拉伸与折叠 20 次时，它们间的距离有可能被放大了 100 万倍，也可能被缩小到分子水平。

定理中的 a 和 b 两款正说明Λ 中的任意点可能是不稳定的周期点，也可能是有界的非周期点。

而拉伸与折叠过程使得 c 款中的轨道具有局部发散而整体有界的特性，这就是 Smale马蹄意
义下的混沌。最后的 d 款则说明，其他具有拉伸与折叠效果的二维映射也具有马蹄映射的性

质。 
 (2) 高维映射发生混沌的条件 
 如果某一映射具有拉伸与折叠效果，可猜测其映射序列具有混沌现象。然而，为了证明

它与马蹄映射 具有f ( )S C1阶接近并非易事。对许多实际问题，研究其是否发生 Smale 马蹄

意义下的混沌可以从映射鞍型不动点附近的横截同宿点来着手。 
 定义 7.2.1 设映射 ， 是 的鞍型不动点，称下述非空集合 nn RR →:)(uf uF f u( )

  },)()({)(
def

FF
u

F
s

F
H WWW uuuuuuu ≠∈= I  (7.2.18) 

为同宿点。若W 和W 在同宿点横截，则称同宿点为横截同宿点。 s
F(u ) )

)

u
F(u

 横截同宿点集的一个基本性质是它必为无限点集。事实上，由于W 和W 均为

映射 的不变集，其非空交集W 亦如此。取 u 但

，则对于任意的 r 皆有 ，且

s
F( )u

( F
sW u∈

u
F(u

( F
uW uI)(uf

uF

)()( F
u

F
s W uu I

()() F
u

F
s WW uu I∈

))

u ≠ )(r uf F
r uu =)(

r +∞→
lim f 。因此，非空

交集W 中必有无限多个点。 )() F
uW uI( F

s u

 定理 7.2.2 (Smale-Birkhoff定理)[26] 如果映射 在其鞍型不动点u 附近具

有横截同宿点，则 具有不变集

nn RR →:)(uf F

)(uf Λ ，且 在)(uf Λ 上具有 Smale 马蹄意义下的混沌。 

 该定理的证明思路是：在鞍型不动点u 附近沿W 取一微弧段F )( F
s u Bs ，沿 取一

微弧段

)( F
uW u

Bu ，作微元V B Bs u= × 。任取一横截同宿点 u ，在其附近沿

取一微弧段

))( FF
s Wu I (u uW∈

)( F
uW u dS 。则对于充分大的 ， 将与V 相交，从而 与n )dS(nf f n dS V( )I Bu 充

分接近。因此，可将映射 理解为V 上的一个 Smale 马蹄映射。 )(uf n

 上述结果还可进一步推广。设 u 和 是 的两个不同的鞍型不动点，若存在异于

上述不动点的u 或 ，则称其为 的异宿点。若

和W 在异宿点横截，则称异宿点为横截异宿点。此时，f u 也具有不变集

F1

)

uF2

uW∈

)(uf

)
1Fu I()(

21 F
u

F
s WW uu I∈

)(
2F

u u

)((
2F

sW uu f u( )

))(
1F

sW u ( Λ ，

并且在Λ 上具有 Smale 马蹄意义下的混沌。 
 需要指出的是，尽管鞍型不动点附近的横截同（异）宿点会导致混沌，但这种混沌现象

能否实际观测到还取决于它是否具有吸引性。即对于不变集Λ 附近的任意点 ~u ∉Λ，有 

   (7.2.19) Λ∈
+∞→

)~(lim uf k

k

这种具有吸引性的不变集Λ 被称为混沌吸引子。 
 (3) Hénon 映射及其吸引子 
 法国学者 Hénon 于 1976 年研究了如下二维映射（简称为 Hénon映射） 
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   (7.2.20) 




→
−+→

12

2
121 1:

uu
aubuuf

在 、b 时的情况。这时，映射有两个不动点 a=13. =0 3.
  ,      (7.2.21) )8839.0,8839.0(

1
=Fu )5839.1,5839.1(

2
−−=Fu

将映射 作用于u 附近的任意点 u 形成映射序列 ，得到图 7.2.3(a)所示的游

荡点集 。该点集具有马蹄映射不变集

f

A

F1
f uk k( ), , ,=1 2 L

Λ 的基本性质和吸引性，是一混沌吸引子。 
 此外，该点集具有无穷自相似结构。将图 7.2.3(a)中的一部分放大后如图 7.2.3(b)示，若

进一步放大还会得到彼此相似的结果。这种无穷自相似几何结构被称作分形。通常，将具有

分形特征的吸引子称为奇怪吸引子。 
 建议读者导出 Hénon 映射在不动点u 的 Jacobi 矩阵，进而求出两个特征向量。它们自

然是稳定和不稳定流形的切向量。沿这两个特征向量分别取点构造映射序列，并将它们与

Hénon 映射的混沌吸引子 进行比较。 

F1

A

-2 -1 0 1 2
-2

-1

0

1

2

 -1不动点

 -2不动点

u
2

u
1

  (a) 两个不动点和混沌吸引子 

0.0 0.5 1.0
0.5

1.0

1.5

不动点 -1
u

2

u
1  

  (b) 局部放大结果 

图 7.2.3 Hénon 映射的不动点和混沌吸引子 

7.3 连续动力系统的混沌 

 本节讨论由常微分方程描述的动力系统的混沌现象，侧重于工程中常见的耗散系统。与

离散动力系统相似的是，在双曲不动点附近出现稳定流形与不稳定流形横截相交也是连续动

力系统产生混沌运动的起因。因此，本节从自治系统的同（异）宿轨线展开讨论。 

7.3.1 同（异）宿轨线 

 考察 维自治系统 n

   (7.3.1) nR∈= uufu      ),(&

设 是系统的双曲平衡点，若其稳定流形W 和不稳定流形 满足 ui
s

i(u ) )W u
i(u

   (7.3.2) 0)()( ≠i
u

i
s WW uu I

则称上述交集中的点为同宿点，称过 的相轨线为同宿轨线。若系统有两个互异的双曲平衡ui
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点 和 u ，其稳定流形W 、W 和不稳定流形W 、W 满足 ui

u1

j

= 0
0 0( ,

)( i
s u

() u
i Wu I

c

1 0

)( j
s u

0) ≠j

ui u

+ ucu &&&

=







=

2

1

u
u
&

&
&

)( i
u u

) s
i Wu I






2

)( j
u u

0) ≠ju

= −( , ) u3 1 0= ( ,

1 = 0 0( , )

0

W s ( )I

2
1 2

1 +− u

u

3u
W u ( )0 0

2u
u ( )0

(c) c

   (7.3.3) ((( us WW u 或

则称上述交集中的点为异宿点，称过 和 的相轨线为异宿轨线。 j

 例 7.3.1 受轴向压力的杆的横向自由振动可简化为有负线性刚度的 Duffing 振子 

   (a) 03 =+− uu

考察其同宿轨线随阻尼系数 的变化。 
 解：将方程(a)改写为状态变量形式的二维自治系统 

   (b) 



−− 3

11

2

cuuu
u

u

对于 c ，方程(b)是二维保守系统。根据 2.3 节的分析方法，该系统具有三个平衡点，即鞍

点 ，中心= ) u2 和 。由于相轨线不能穿过中心，仅需考虑过鞍点

的相轨线，即能量曲线。它满足总能量为零的条件 
)

u

  
2
1

4
1 2

2
4
1 =+ uu  (c) 

根据图 7.3.1(a)所示，该能量曲线就是鞍点 的同宿轨线 。当 （或 ）

时，u 仍保持为鞍点，而中心 和 将成为稳定（或不稳定）焦点。同宿轨线分裂为W
和W 。 

1 c > 0 c < 0
s ( )01

 由于二维自治系统的稳态运动只有平衡点、闭轨以及同（异）宿轨线，且轨线只能在有

限个平衡点处相交。因此，二维自治系统不存在同（异）宿轨线横截相交引起的混沌。 

  

(a)  c = 0 (b)  c > 0   < 0

图 7.3.1 同宿轨线及其随阻尼的变化 

7.3.2 Melnikov方法 

 1963 年，前苏联学者 Melnikov 在研究保守系统同（异）宿轨线受扰动后分裂时，提出

了一种度量分裂后稳定与不稳定流形距离的方法。下面以二维保守系统的同宿轨线受扰后分

裂为例，来说明该方法。异宿轨线时的分析完全类似。 
 (1) 问题的表述 
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 考察二维保守系统受到时变周期小扰动后的动力学问题 

  10,),,()( 2 <<<∈+= εε Rt uugufu&  (7.3.4) 

设 ε = 0时，未受扰的保守系统有一鞍点 ，其同宿轨线为 ；而扰动向量函数以0u )(0 tu T > 0为

周期 

   (7.3.5) 1),,(),( RtTtt ∈∀+= uug g

根据这一周期性，引入在圆 S1上周期性取值的相位角 

                            1),mod(2π STt
T

∈=θ  (7.3.6) 

将二维非自治系统(7.3.4)改写为三维“扭扩”圆柱空间中的自治系统 

   (7.3.7) 




/=
+=

Tπ2
),()(

θ
θε

&

& ugufu

任取一固定时刻τ ∈[ , )0 T ，将与之对应的固定相位角平面作为 Poincaré 截面 

  }π2,0[π2),{(
def

)∈==
T
τθθΣ τ u  (7.3.8) 

记 Σ τ 上的 Poincaré 映射为 。不难看出： τ
εP

 a. 当 ε = 0时，未受扰系统的平衡点 就是映射 的不动点，其对应的闭轨是 ；

原自治系统鞍点的双曲性保证 在不动点 处 Jacobi 矩阵的特征值不为 1。 
u0 P0

τ u0
1× S

P0
τ u0

 b. 当 0 时，根据隐函数定理知，映射 在 附近具有唯一的鞍型不动点 1< <<ε Pε
τ u0

   (7.3.9) )(0 ετ
ε O+= uu

记其对应的闭轨为γ ε 。 

 (2) 同宿轨线分裂后的距离 
 记双曲型闭轨γ ε 的稳定和不稳定流形分别为W 和W ，将自s

ε εγ( ) u
ε εγ( ) Σ τ 出发的、位于

这两个不变流形上的相轨线在同宿轨线 处作 Taylor 展开 u0 ( )t

   (7.3.10) 


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≤++−=
≥++−=
τετεττ
τετεττ

ε

ε

tOttt
tOttt
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ss
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2
1

0

2
1
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uuu
uuu

将其代入方程(7.3.4)，比较 ε 的同次幂得 

   (7.3.11) 




≤−+−=
≥−+−=
τττττ
τττττ

tttgttt
tttgttt

uu

ss

     ),),((),())((),(
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1
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1

uuuDfu
uuuDfu
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&

将轨线 与 在时刻 的距离向同宿轨线 的单位法向量投影，记作 ),( τε tsu ),( τε tuu t )(0 τ−tu

   (7.3.12) )],(),([))(()( 0 τττ εε ttttd su uuuf −⋅−= ⊥

注意到式(7.3.10)及 
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  
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可将式(7.3.12)改写为 

  
)()],(),([

))((
      

)()],(),([))((
))((

)(

2
0

def

2
11

0
0

ετ∆τ∆
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 (7.3.14) 

其中 

   (7.3.15) ),())((),(   ),,())((),( 1
0

def

1
0

def
τττ∆τττ∆ tttttt ssuu uuf  uuf ∧−=∧−=

而 代表二维向量的楔积∧  。 
 由式(7.3.15)可计算同宿轨线在Σ τ 上的分裂程度。以 为例，注意到式(7.3.11)，可

导出 

),( τ∆ ts
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            (7.3.16) 

由于未受扰系统是保守的，故有 

   (7.3.17)  0)(div)(tr 00 == ufuDf

因此 

   (7.3.18) )),(())((=),( 00 tttts τττ∆ −∧− uguf&

对上式进行积分 

   (7.3.19) ttttss d)),(())((=),(),( 00 ττττ∆τ∆
τ

−∧−−+∞ ∫
∞+

uguf

注意到同宿轨线随时间增加最终要返回鞍点，故有 

   (7.3.20) 0)()((lim=),(lim 1
0 =−∧−

+∞→+∞→
τττ∆ ttt s

t

s

t
uuf

从而有  

                                                        
] 二维向量 与 的楔积定义为标量 。 a = [ ]a a1 2

T b = [b b1 2
T a b∧ = −a b a b1 2 2 1
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   (7.3.21) tttts d)),(())((=),( 00 ττττ∆
τ

−∧−−∫
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uguf

类似地有 

   (7.3.22) ttttu d)),(())((=),( 00 ττττ∆
τ

−∧−∫ ∞−
uguf

最终得到W 和W 在s
ε εγ( ) )u

ε εγ( Σ τ 上的距离度量函数 
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 (7.3.23) 

当τ ∈[ , )0 T 变化时，Poincaré 截面Σ τ 将扫过整个柱面。如果在某时刻τ 出现 d ( )τ = 0，则意

味着W 和W 相交。归纳上述分析，得到下述定理。 s
ε γ( ε ) u

ε εγ( )

 (3) Melnikov 定理 
 定理 7.3.1 对于受时变周期小扰动的二维保守系统(7.3.4)，定义 Melnikov函数 

   (7.3.24) ∫
∞+

∞−
−∧−= ttttM d)),(())(()( 00 τττ uguf

若有τ ∈[ , )0 T 使得 M ( )τ = 0且 d
dτ

τM ( ) ≠ 0 ，则 和W 横截相交。 W s
ε εγ( ) )u

ε εγ(

 例 7.3.2 考察简谐激励下具有负线性刚度的 Duffing 振子 

   (a) tfuuuu ωεεµ cos2 3 =+−+ &&&

试求该系统同宿轨线横截相交的条件。 
 解：将方程(a)写作标准形式(3.3.4)，则 

   (b) 



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当 ε = 0时，系统退化为二维保守系统。根据例 7.3.1 知， ( , 是该系统的鞍点，过鞍点的同

宿轨线满足 
)0 0

  4
1

2
121 2

1 uuuu −±==&  (c) 

对式(c)分离变量，积分得 
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u
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解出 u 后代回式(c)，得到 ，从而有 1 u2
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将式(b)和(e)代入式(7.3.24)，运用留数定理计算广义积分得 
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 (f) 

因此，出现同宿轨线横截相交的必要条件是 

  
3

8>)
2

πsech(π2 µωω f      即    
µ
ωω

8
π23<)

2
πcosh( f

 (g) 

这说明：小阻尼 2εµ和强激励 ε f 易于使条件(g)成立，使同宿轨线横截相交而形成混沌运动。 

 需要指出，由 Melnikov 方法所确定的同宿轨线横截相交条件只是一阶近似的。以上例中

的条件(g)为例，数值计算所得到的混沌运动门槛值 f / µ要高于此处的解析值。 

7.3.3 耗散系统的混沌运动 

 对于 维自治系统 n

   (7.3.25) nR∈= uufu         ),(&

耗散意味着 

   (7.3.26) nR∈∀< uuf         ,0)(div

根据场论，由向量场 描述的流的体积随着时间增加而收缩。对于 维非自治系统，将其

改写成 维的自治系统后也有类似结果。这表明，随着时间增加，耗散系统的稳态运动最

终将收缩到

)(uf n

n +1
Rn 中的一个低维点集 上。因此，点集 称为系统的吸引子。 A A

 对于吸引子 ，若有点集A U R n⊂ 使得 
   (7.3.27) UAtt

∈∀∈
+∞→

uu            ,)(lim ϕ

则称点集U 是吸引子 的吸引域。 A
 显然，渐近稳定的平衡点、闭轨、环面运动都是吸引子，其维数分别是 0、1 和 2。以

van der Pol 振子为例，与其渐近稳定自激振动对应的极限环是一维吸引子，极限环的内外区

域都是其吸引域。那么，混沌运动是否有吸引子呢？这要分为几种情况。 
 (1) 吸引性混沌运动 
 这是最早发现的混沌现象。这种稳态混沌运动最终缩聚到相空间中的一个低维点集 ，

该集合被称作混沌吸引子。在绝大多数情况下，点集 是具有无穷自相似结构的分形点集。

所以，又被称作奇怪吸引子。混沌吸引子 的吸引域U 一般是相空间中的连通域，但一般具

有极为复杂的分形边界。如何定量描述混沌吸引子将在下一章讨论。 

A
A

A

 (2) 非吸引性混沌运动 
 非吸引性混沌运动是指系统有可能在相当长的过渡阶段中呈现混沌运动的性态，但最终

呈周期或概周期运动。这种现象又被称作瞬态混沌。系统产生瞬态混沌的条件是：周期或概

周期运动的吸引域具有分形边界，并且与不稳定周期运动的吸引域相互嵌套。这时，系统运
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动对位于分形边界附近的初始状态异常敏感，但最终仍被吸引到周期运动或概周期运动上。

例如，受简谐激励的阻尼摆在一定的参数组合下就具有这种分形边界的周期吸引子。另外，

在多种受简谐激励的机械系统数值仿真中也观察到了瞬态混沌。 
 (3) 奇怪非混沌吸引运动 
 这种运动的吸引子具备像奇怪吸引子一样的分形结构，但从它出发的轨线并不随时间呈

指数发散。因此，这是一种对初值不甚敏感的运动。仅从统计数据上看不出这种吸引子与稳

态混沌的奇怪吸引子有差异。该现象已在受双谐波概周期激励的阻尼摆和自激振子的数值仿

真中被证实。 

7.3.4 通向混沌运动的途径 

 自发现混沌现象以来，研究最多的一个问题就是考察系统在某一参数缓慢变化下如何由

普通稳态运动转变为混沌运动，简称为通向混沌的途径。以下扼要介绍 5 种已被人们认识的

现象，其中前 3 种自 20 世纪 70 年代起就受到了人们的广泛重视，后两种的发现和研究则晚

得多。 
 (1) 倍周期分叉 
 7.2 节已通过 Logistic 映射介绍了重复倍周期分叉会导致混沌，这种通向混沌的途径非常

普遍地存在于各种非线性动力系统中。由于这是最早发现通向混沌的一条途径，因而得到了

深入的研究。在众多研究中，最为杰出的就是 Feigenbaum 的发现。他基于重整化群思想证明

的普适常数可适用于任何倍周期分叉通向混沌的过程，并为探索混沌的内在规律找到了一条

道路。 
 例如，将 Hénon 映射中参数 b = 0 3. 固定，让参数 由小到大变化，则可观察到无穷多次

相似的倍周期分叉，直至出现混沌。表 7.3.1 列出了发生倍周期分叉的参数值和间隔比，它

们完全符合 Feigenbaum 指出的规律。对于如此精细的无穷自相似结构，没有理论指导显然无

法确定 以后的分叉值 a 。 

a

n >5 n

表 7.3.1 Hénon映射的倍周期分叉 
分叉次数 n 周期数  2n

分叉值 a  n an 的间隔比  δ n

1 2 0.3675  
2 4 0.9125 4.844 
3 8 1.026 4.3269 
4 16 1.051 4.696 
5 32 1.056 536 4.636 
6 64 1.057 730 83 4.7748 
7 128 1.057 980 893 1 4.6696 
8 256 1.058 034 452 15 4.6691 
9 512 1.058 045 923 04 4.6691 

10 1024 1.058 048 379 80 4.6694 
11 2048 1.058 048 905 931  
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(2) 阵发性 
 阵发性一词来自于湍流理论。在研究混沌中使用阵发性表示系统的时域响应随着参数变

化出现了规则与不规则运动随机交替，随着参数继续变化，不规则运动所占时间段越来越长，

最后系统完全进入不规则运动。 
    图 7.3.2 给出了下述受迫 Duffing 系统阵

发性现象的位移时间历程 

       (7.3.28)




==
=+−+

0.0)0(,0.0)0(
sin25.0 3

uu
tfuuuu

&

&&&

当激励幅值由 缓慢增加到

时，系统位移由原来某一平衡点附近的微振

动为主、不规则振动为辅（上图），突然变为

以围绕两个平衡点的大幅度不规则振动为主

（下图）。混沌运动似乎突然爆发出来。 

f = 0 265. f = 0 266.
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图 7.3.2 受迫 Duffing 系统的阵发性现象 

 现以[ , 区间上的 Logistic 映射为例，说明阵发性来自于映射的奇数次周期分叉。根据

Logistic 映射的定义 

]0 1

   (7.3.29) )1(),(1 kkkk upupufu −==+

其映射的图解过程如图 7.3.3 所示，点 经过一次映射后成为 ，其对应的 u 是

向图中 45°直线水平投影交点的横坐标；如此重复便可得到后继映射序列

。当 Logistic 映射所含的参数 时，映射出现了一系列奇数

次周期分叉。例如，当

]1,0[0 ∈u ),( 0 puf 1

),( 0 puf

(= fu k
k L,3,2),,0 =kpu 57.3>p

81+=p 时，映射具有周期 3 分叉，曲线 与 45°直线在

三点相切。若

),(3 puf
81+≈p ， 与 45°直线几乎相切，点 的映射序列要通过许多次映

射才能通过图 7.3.4 中的狭窄走廊。特别是在走廊最狭窄处，映射点几乎接近周期 3 不动点。

这样，在时间历程上就会出现一段时间的周期 3 运动。当映射点走出走廊后，便会进入瞬态

混沌，但很快又进入三个走廊中的下一个，重复上述过程。这时若继续改变参数，则走廊会

加宽，从而使接近周期 3 运动的运动消失。 

),(3 puf u0

 

图 7.3.3 Logistic 映射示意 

 

图 7.3.4 映射接近切分叉时的狭窄走廊 
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(3) 概周期分叉 
 人们很早就猜测，概周期运动若发生分叉则会产生混沌运动，而湍流就是经过无限多次

概周期分叉而来。如果将平衡点、闭轨视为 0 维环面 T 0和 1 维环面T1，则对湍流发生机理

有如下猜测：T T 混沌，其中 就是平衡点的 Hopf 分叉，TT k0 1→ → → → →L L T → T0 1 1→

T2 是闭轨的 Naimark-Sacker 分叉。 
 目前，理论和实验都证明， 混沌的途径是通有的，即在外界干扰下具有一定的鲁

棒性，从而可被观测。人们基于圆周映射，像研究 Logistic 映射一样发现了这种道路的普适

性。此外，其他环面通向混沌的研究也有许多进展，例如 混沌的途径已被否定，T
混沌的途径得到了肯定。 

T 2 →

T 3 → 4 →

 (4) 激变[27,28]  
 激变是指混沌吸引子的数目或尺寸在系统控制参数缓慢变化时发生跃变的现象。具体可

分为： 
 a. 边界激变：混沌吸引子突然出现或消失； 
 b. 内部激变：混沌吸引子尺寸突变； 
 c. 合并激变：多个混沌吸引子突然合并或一个混沌吸引子突然分裂。 
 产生激变的前提是系统同时具有混沌吸引子和鞍型不动点。如果不动点的稳定流形是混

沌吸引子的吸引域边界，随着系统参数变化，混沌吸引子与不动点稳定流形间距离不断减小,
最终与其相接触。这时，混沌吸引子及其吸引域自然一起遭到破坏而消失，这即为边界激变。

内部激变则是由于随着系统参数变化，混沌吸引子在其吸引域内与鞍型不动点相接触，引起

吸引子尺寸的突变。合并激变是多个混沌吸引子在其吸引域公共边界上与鞍型不动点相触，

合并为一。研究表明，随着系统参数变化，吸引性混沌与非吸引性混沌会经过激变相互转化。

激变现象已在受简谐激励的刚度立方非线性系统和含间隙系统的数值仿真中屡屡出现。 
 (5) 擦边分叉[29,30,31] 
 如果系统中含有间隙、弹性约束等连续但局部不可微的力学因素，系统微分方程的向量

场在切换面上不可微。当系统控制参数变化时，系统的周期运动会与向量场的切换面擦边相

切，此后立即改变原来的稳定性变化趋势而产生擦边分叉。从擦边到分叉的快慢与向量场

Jacobi 矩阵在切换面上的阶跃幅度相关。如果系统中含有局部弹性预紧、干摩擦等不连续力

学因素，则系统运动微分方程的向量场在切换面上发生第一类间断，向量场的 Jacobi 矩阵在

切换面上产生无限大阶跃。随着系统控制参数变化，周期运动与切换面擦边即失稳，并导致

突发的混沌运动。近年来，对碰撞系统的这种擦边诱发混沌的现象已有不少理论和实验研究。

例如，已开始用擦边分叉理论来揭示转子系统中的碰摩现象。 

7.4 混沌运动的控制* 

 对多数力学系统而言，人们不希望其产生难以预测的混沌运动。因此，控制混沌的主要

目的是消除已有的混沌运动，或降低其振动幅度。从原则上讲，通过对力学系统进行修改或

施加控制总会影响混沌运动的生存条件，从而可设法消除或抑制混沌运动。例如：采用动力

吸振器可消除简谐激励下 Duffing 振子的混沌运动；应用经典的随机最优控制技术可抑制
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Lorenz 热对流中的混沌；当系统同时存在周期运动和混沌运动时，采用迁移和输送控制可实

现混沌运动与周期运动间的切换。然而，这些控制方法尚未利用混沌的内在动力学特性，实

现中往往要对原系统作较大的修改或输入较大的控制能量。 
 1990年，美国物理学家Ott, Grebogi 和 Yorke提出了一种利用混沌内在特性的控制策略。

该策略仅对系统某一控制参数作时变小摄动，即可将系统的混沌运动稳定到指定的周期运动

上。此后，一些学者对该策略作了推广并用多种实验证实了其有效性，掀起了控制混沌乃至

利用混沌的研究热潮。本节着重介绍由这三位学者姓氏命名的 OGY 控制方法以及对它的改

进，其他方面的研究可参见综述[32]。 

7.4.1 OGY方法 

 对于 Smale 马蹄意义下的混沌吸引子，其中稠密地嵌有无限多不稳定周期运动，而混沌

运动可各态历经地接近这些不稳定周期运动。OGY 方法的基本思想是：先确定吸引子中嵌入

的各种不稳定周期运动，选择其中之一作为控制目标,等待混沌运动游荡到该周期运动附近时

对系统某一控制参数进行小摄动，将混沌运动稳定到该周期运动上。具体地说，该方法可分

为以下两步。 
 (1) 确定控制目标 
 借助 Poincaré 截面，可以用含控制参数 的 维 Poincaré 映射来描述所关心的有限维动

力系统 

pk n

   (7.4.1) L,2,1,0,,),,( 1
1 =∈∈=+ kRpRp k

n
kkkk uuPu

设控制参数 pk = p 时该映射呈混沌性态，其混沌吸引子中稠密地嵌有任意周期的鞍型不动

点，即原系统的不稳定周期运动。根据需要选择其中某一不动点 )( pFu 为控制目标，且不妨

设其仅有一维不稳定流形 ))(( pF
u uW 。此外，还需在不动点 )( pFu 处指定一邻域，以便对进

入该邻域的映射点实施控制。 
 (2) 确定控制策略 
 一旦映射点 游荡到指定的邻域内，就可考虑通过对控制参数 的摄动，将u 稳定到ku pk k

)( pFu 上。原则上讲，这有多种方案。方案之一是通过改变参数 ，使映射点 落到不动

点

pk uk +1

uF p( ) 的稳定流形 ))(( pF
s uW 上，从而使后继映射点沿着 ))( pF(s uW 趋于 )( pFu 。以图

7.4.1 为例，不动点 )( pFu 具有一维不稳定流形 ))(( pF
u uW 和二维稳定流形 ))( p( F

s uW 。希

望实施控制后，映射点u 落到与k +1 ))(( pF
s uW 相切的平面上，然后随着后继映射，逐渐沿着

))(( pW F
s u 趋于 )( pFu 。 

 为确定参数摄动量 pk p− ，将映射(7.4.1)在不动点 uF p( ) 和参数 p 附近线性展开 

  )())(()(),(1 ppppp kFkFkkk −+−+==+ buuAuuPu  (7.4.2) 

其中 A∈ ×Rn n 和 分别是映射(7.4.1)在nR∈b )),(( ppFu 处关于u 的 Jacobi矩阵和关于 的偏

导数向量。求解矩阵 的特征值问题，设其特征值

k pk

A λ r 满足 λ 1r > ，相应的左特征向量为ϕ r 。

它自然与其他特征值的右特征向量正交，而这些右特征向量是稳定流形 ))(( pF
s uW 的切向

量。因此，只要令 
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  0=)]([ 1
T pFkr uu −+ϕ  (7.4.3) 

即可使映射点 落在稳定流形1+ku ))(( pF
s uW 附近。由式(7.4.3)解出 

  
b
uu

T

T )]([

r

Fkrr
k

p
pp

ϕ
ϕ −

+=
λ

 (7.4.4) 

经过几次重复映射，映射点便趋于 )( pFu ，而此时 pk p= 。 

 

 
 

图 7.4.1 OGY 控制策略示意 

0 5 0 0 1 0 0 0 1 5 0 0 2 0 0 0
1 .0

1 .5

2 .0

u
1

p

映 射 迭 代次数

0 5 0 0 1 0 0 0 1 5 0 0 2 0 0 0
-2

0

2

 
图 7.4.2 Hénon 映射的混沌控制 

 以 7.2 节讨论过的 Hénon 映射为例，将参数 取作随映射次数a k 变化的控制参数 a 。对

于 
k

 ，保持 ak ，映射序列呈混沌状态。当501≤ ≤k 时，启动控制，使

混沌状态稳定到周期 1 不动点 上。随后关闭控制，映射序列再次出现混沌。

当1501
( . , . )08839 08839

0002≤ ≤k 时，再启动控制，使混沌状态稳定到周期 2 不动点 ( . , . )−0 6661 13661 上。整

个过程中映射点坐标 u 和控制参数 的变化如图 7.4.2 所示。 k1 ak

1 500≤ ≤k = 14. 1000

 OGY 控制的主要特点如下：一是可选择混沌吸引子中嵌入的任意周期运动作为控制目

标，改善系统特性；二是控制目标嵌入在当前的混沌运动中，所需的控制参数摄动量 p pk −

很小；三是可通过实验数据来拟合线性化映射(7.4.2)，勿需原系统的数学模型。 
 OGY 方法提出不久，美国学者 Ditto 等成功地利用正弦交变磁场实现了控制磁弹性重力

屈曲梁的混沌响应实验。他们基于实验数据重构短周期运动，然后拟合出控制所需的局部线

性化映射，以磁场强度的直流分量作为控制参数，在 0.796 A/m 的最大可调范围内将混沌运

动稳定在周期运动上长达 20 万个周期。此后，不少实验支持了 OGY 方法。 

7.4.2 OGY方法的改进与推广 

 OGY 方法的精髓是选择混沌吸引子中嵌入的不稳定周期运动为目标，等待混沌运动游荡

到目标附近时通过线性控制将混沌运动稳定到周期运动上。近年来，许多学者基于这一思想

对 OGY 方法作了改进和推广。 
 (1) 极点配置[33] 
 美国学者 Romeiras 等根据控制论中的极点配置方法对 OGY 策略中控制参数摄动量的确

定作了推广。针对控制参数 ，引入控制强度为待定向量pk σ 的线性反馈 

  n
Fkk Rppp ∈−−=− σσ ,))((T uu    (7.4.5) 

改写线性化映射(7.4.2)为 

  )]()[()( T
1 pp FkFk uubAuu −−=−+ σ  (7.4.6) 
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在满足可控性前提下，可借助线性控制论中的极点配置公式确定向量σ ，使矩阵 的

全部特征值位于单位圆内,从而使后继映射点 趋于不动点

A b− σ T

uk+1 u 。 F p( )

 不难证明，OGY 方法要求后继映射点沿稳定流形趋于不动点，是一种控制时间最优的特

殊极点配置。放弃这一要求后可允许 有复特征值，控制的实现也更加灵活。 A
 (2) 连续反馈控制[34] 
 在 OGY 方法中，系统控制参数在相邻两次映射之间定常。因此，OGY 策略主要适用于

稳定那些发散比较慢的不稳定周期运动。为改进这一不足，波兰学者 Pyragas 将 OGY 控制思

想推广到直接控制由微分方程描述的动力系统。他提出下述控制策略 

   (7.4.7) 




−+=
=

][),(
),(

22
T

2122

2111

Fuuuufu
uufu

σ&

&

其中u 是嵌入在混沌吸引子中待稳定周期运动的分量，2F t( ) σ 是控制强度向量。这种控制可

在任何时刻启动且勿需局部线性化，但控制强度向量σ 的选取需经过大量试算。 
 (3) 不连续系统的混沌控制[35]  
 当机械系统具有干摩擦、预紧弹性约束时，其运动微分方程具有不连续向量场。若系统

运动与向量场切换面擦边，则 Poincaré 映射在对应状态处不光滑，并且常诱发混沌运动。由

于混沌吸引子中嵌入的是擦边或几乎擦边的周期运动，将其作为控制目标便遇到不光滑映射

的混沌控制问题。作者以周期激励下含预紧弹性约束的振子为例，提出了从系统状态采样数

据中重构分段线性化映射的方法，然后对分段线性化映射进行分区极点配置，构造出一种分

段线性反馈控制策略。 

7.4.3 参数自调节控制方法 

 参数自调节控制属于最简单的自适应控制。仍考虑映射(7.4.1)所确定的动力系统，通常

将参数自调节控制问题表述为 

  




−+=
=

+

+

))((
),(

1

k1

pgpp
p

Fkkk

kk

uu
uPu

  
(7.4.8a)
(7.4.8b)

其中向量函数 g( )⋅ 描述控制参数 随系统状态 偏离目标状态pk+1 uk uF p( ) 的误差而自调节的

规律，最常用的是线性自调节规律 

  ))((T
1 ppp Fkkk uu −−=+ σ  (7.4.9) 

显然，正确设计控制强度向量σ 是控制成败的关键。对于一维映射的渐近稳定不动点 )( pFu ，

在充分小的σ 下受控映射可渐近稳定地趋于 )( pFu 。但该结论并不适于高维映射。此外，作

为目标的不动点 )( pFu 可能稳定也可能不稳定。参数自调节规律(7.4.8)将混沌运动控制到不

稳定不动点上的能力非常有限。以一维映射为例，它只有在线性化映射特征值 λ ∈ (-3, 1) 时

有效，且控制强度向量σ 的取值范围很窄。 
 作者将参数自调节控制律修改为[36] 

  )())((T
1 ppppp kFkk −−−−=+ εuuσ  (7.4.10) 

将映射(7.4.8a)在 ( ( ),uF p p) 附近线性化，连同上述控制律合写为 
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 (7.4.11) 

改写上式中的矩阵为 
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 (7.4.12) 

与问题(7.4.6)相对照易见，σ 的选取是一个扩张维数的线性映射极点配置问题。因此，可选

择σ 使矩阵 的特征值均位于单位圆内，从而使后继映射点 趋于不动点L 1+ku )( pFu 。 

 这提供了一种设计高维映射控制强度的方法，且不必考虑原映射不动点的稳定性。这种

参数自调节规律相当于放松了式(7.4.9)对 ε = 1的约束，给极点配置带来了灵活性。仍以具有

特征值λ的一维映射为例，为使受控映射渐近稳定，取 ε λ= − 可保证对任意的λ均存在等宽

度的σ 取值范围。 
 为了说明方法的有效性，考察激励幅值 p可控的受迫 Duffing 系统 

   (7.4.13) tptututu cos=)()(1.0)( 3++ &&&

通过对系统状态在整倍激励周期时刻的采样，系统动力学可由一含控制参数 p 的二维

Poincaré 映射来描述。 
 先对初始静止的系统施加定常幅值为 p= 4 5. 的简谐激励，100 个激励周期后系统运动被

吸引到稳定的 P-1 轨道上。在此后 100 个激励周期中，将激励幅值阶跃扰动为 p = 7 5. ，使系

统进入混沌运动。然后，将受控系统极点配置在 −01. 、 0 0 和 ，启动控制策略将系统状态

引导回原来的稳定 P-1 轨道。图 7.4.3 给出了控制策略(7.4.9)和(7.4.10)的效果，后者的过渡过

程明显要短。 
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(a) 控制策略(7.4.9) 
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(b) 控制策略(7.4.10) 

图 7.4.3 Duffing 系统的参数自调节控制 

7.4.4 实现控制中的关键问题 

 (1) 基于延迟坐标的控制策略 
 上述控制策略能否实现的关键之一是其对测控硬件的要求。在实验中构造 Poincaré 截面

并非易事，对于高维系统，需要大量的传感器及采样通道。一种简化方案是根据嵌入定理用
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系统状态 的标量观测函数 构造 m 维延迟坐标向量)(tu ))(( tf u  

   (7.4.14) T))])1((( ,  ,))2((  ,))((  ,))(([ τττ −+++= mtftftftf uuuuw L

如果混沌吸引子落入一 维流形，则当nA m nA= +2 1时， 就可完整描述混沌吸引子。因

此，实验中仅需一个传感器和单个采样通道。 对于混沌控制所关心的吸引子局部嵌入特性，

只需取 ；而取延时

)(tw

m nA= τ 使采样序列的自相关首次获得极小值。 
 德国学者 Dressler 等首先认识到[37]：若控制参数时变，则延迟坐标向量 依赖于控制

参数在时间段 ( (
)(tw

) )t t n, + − 1 τ 内的变化。以受周期T 激励的系统为例。取 Poincaré 截面为固定

激励相位下的状态子空间，记 是满足l lTn ≤− τ)1( 的最小整数，则映射(7.4.1)在延迟坐标向

量 下形如 w( )t
   (7.4.15) ),,,,( 11 lkkkkk ppp −−+ = LwQw

为了基于延迟坐标进行混沌控制，需根据映射(7.4.14)对控制策略作少量修改。方法之一是采

用下述扩阶状态向量代替原状态向量 

   (7.4.16) T
1 ],,,[~

lkkkk pp −−= Lww

这可使上述控制策略保持形式不变。Dressler 等研究了当 l = 1时基于延迟坐标的 OGY 方法，

根据映射(7.4.15)建立了两种控制策略。经数值仿真发现：用基于延迟坐标的映射来控制混沌

时，计入控制参数的变化历史尤为必要。 
 (2) 过渡过程 
 控制混沌成功的一个重要指标是过渡过程的长短，即从等待控制时机到将混沌运动完全

稳定到目标运动上所需的时间。以 OGY 方法所需的过渡时间 t 为例，它由两部分组成。一

是等待映射点游荡到不动点邻域中所需时间 ，二是控制启动后到周期运动稳定所需时间

。通常, 。等待时间 与不动点邻域的半径 及映射的信息维数

$

$t1
$t2

$t2 << $t1
$t1 δ D 呈指数关系 

   (7.4.17) Dt −∝δ1̂

因此，实验中应取足够大的 来缩短等待时间。当然，过大的 会降低局部线性化映射的有

效性，导致控制失败。 
δ δ

 美国学者 Shinbrot 等根据混沌运动以指数速率发散的特点，提出了一种对控制参数小摄

动来实现映射点快速转迁的方法[38]。其思路是：将映射(7.4.1)关于系统状态和控制参数线性

展开，获得 Poincaré 截面上的微线段 S，将 S 映射 次使其像n1 ′S 大约有单位长度；再将目标

映射点所在邻域 V 逆映射 次使其像n2 ′V 首次与 ′S 相交；根据 ′S 上距 ′V 中心最近的点可确

定微线段 S 上对应的原像，从而得知所需的控制参数摄动量。这样，等待时间减至 

   (7.4.18)  )ln(1̂ δ−∝t

数值仿真表明：原需 6062 次迭代方可获得的 映射点转迁只需 12 次迭代便可实现，而

4 维映射的迭代次数可由10 次降为 35 次。 
Henon$

11

 这种快速转迁已成为利用混沌的技术，对于实现力学系统的运动快速控制很有意义。例

如，船用起重机吊装的货物会因船体受波浪冲击而不规则摆动，造成卸货过程难以精确定位。

                                                        

 参见 8.5 节中 8.5.1 的讨论。 
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数值仿真和实验表明，使用该方法可使货物快速定位，加速卸货过程。 

 

 

习  题 
 

1  举例说明混沌现象的基本特征。 
2  考察单峰映射 

]2,2[,0    , 0
2

1 −∈=+=+ pupuu rr  

   (1) 讨论参数 p由 2 逐渐减小时映射所发生的分叉； 
   (2) 采用数值方法研究映射随参数 p变化的行为。 
3  考察由式(7.2.20)所定义的 Hénon 映射，从其不动点u 附近的某点

出发进行反复迭代，对得到的映射序列进行解释。 

)5839.1,5839.1(2 −−=F

4  确定系统 u u&& u+ − =3 0的平衡点及其类型，并写出异宿轨线方程。 
5 考察平方非线性系统 

)cos(2 tfuuuu ωµε +−=−+ &&&  

   求其对应保守系统的同（异）宿轨线，并采用 Melnikov 方法求同（异）宿轨横截相交的 
   条件。 
6  根据式(7.2.20)所定义的 Hénon 映射，取 3.1=a 且 3.0=b ，通过数值迭代产生混沌序列。 
   试对参数 a 作微小实时摄动，采用 OGY 方法控制映射的混沌。 
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第 8 章  非线性动力系统的数值分析 

 本书介绍的定量分析方法主要适用于求取低维、弱非线性动力系统的近似解，而定性分

析方法主要适用于分析系统的一些局部动力学行为。但工程中大量的动力学问题具有维数

高、非线性强、系统参数可变化等特点，有时还必须涉及系统初始状态对系统长期动力学行

为的影响这样的全局动力学问题。早在 Euler 时代，人们就意识到，必须发展数值方法来解

决非线性动力系统的响应计算问题。但数值分析方法的真正发展和成功应用还要归功于 20
世纪 70 年代以来迅猛发展的计算机技术以及基于几何概念的非线性动力学定性理论。 

8.1 瞬态运动计算 

 系统瞬态运动计算的任务是要用数值方法求解如下常微分方程初值问题 

   (8.1.1) 
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高精度、高效地解决这一问题不仅对于许多实际系统的瞬态响应计算与评估具有重要意义，

还将为计算非线性系统各种稳态响应乃至分叉提供基本的工具。 
 求解问题(8.1.1)的基本思路是：对于给定的终止时刻 ，取足够大的正整数tend N ,将时间

段 [ , 离散为 ]t t0 end

   (8.1.2) NkNttttkttk ,,1,0,/)(, 0end0 L=−=∆∆+=

在每个短时间间隔内对方程(8.1.1)积分，根据积分中值定理，存在 s t tk k k∈ +[ , 1]

k

使得 

  u   (8.1.3) Nktsstssstt kkk
t

tkk
k

k

,,1,0,)),(()(d)),(()()(
1

1 L=∆+=+= ∫
+

+ vfuvfu

显然，若能通过某种计算方法得到上述 的近似值，则可获得 在[ , 上

的离散近似值 u 。根据计算 所采用的信息仅来自区间 [ , 或

，计算初值问题(8.1.1)的方法可以分为单步法和多步法。 

Nksk ,,2,1, L=
sk

)(tu ]t t0 end

]t tk k+1Nkk ,,2,1, L=
1,,2,1 −mL,0],,[ 1 =+− jtt kjk

 鉴于这些方法已比较成熟，在方法的理论基础方面有许多系统性很强的计算数学专著，

而各种著名的数学软件包均提供了经过代码优化的程序，使用者一般勿需自己编写程序。因

此，本书侧重介绍几种常用方法的基本思路及使用体会。 

8.1.1 单步法 

 最基本的单步法是 Euler折线法。它有向前和向后两种格式，即取 或  s tk = s tk k= +1

   (8.1.4) ttkkkk ∆+=+ ),(1 ufuu

   (8.1.5) ttkkkk ∆+= +++ ),( 111 ufuu
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式(8.1.5)的右端含有u ，要解方程才能求出u ，被称作隐式算法。与之相对应，式(8.1.4)

被称作显式算法。这两种格式非常简单，但计算精度比较低。 
k+1 k+1

 提高精度的一种自然想法是用向量场的平均代替 ，即 )),(( kk ssuf

  ttt kkkkkk ∆++= +++ )],(),([
2
1

111 ufufuu  (8.1.6) 

受此启发，人们采用向量场在 [ , 内多点的信息构造计算格式，这就是提高单步法精度

的基本思路。现介绍两种最常用的显式单步法。 

]t tk k+1

 (1) 4 阶定步长 Runge-Kutta方法 
 该方法基于对 在u 处 Taylor 展开式的修正。一般取到 4 阶导数项。其计算格式为 uk+1 k

  )22(
6
1

43211 bbbbuu ++++=+ kk  (8.1.7) 

式中 
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,
2

(

)
2

,
2

(                       ,),(

34
2

3

1
21

bufb
b

ufb

b
ufbufb

 (8.1.8) 

显然，这种格式用到了向量场从 ( 到 之间 4 个点的信息，即每前进一步要 4

次计算向量场。如果向量场与 无关，则该方法简化为计算定积分的 Simpson 格式 

), kk tu ),( 11 ++ kk tu
u

  )]()
2

(4)([
6
1

11 ++ +
∆

+++= kkkkk tttt fffuu  (8.1.9) 

 Runge-Kutta 法具有中等求解精度，并且计算格式非常简单，所以应用很广。MAPLE 和

MATLAB 等数学计算软件平台上均有这一算法。该方法的一个不足是使用者需要根据经验事

先给定步长。根据作者的经验，如果能事先估计到计算结果中最高谐波分量的频率 ，可

根据计算精度要求取积分步长

fmax

∆t 为 

  
maxmax 10

1
50

1
f

t
f

≤∆≤  (8.1.10) 

 (2) 3—4 阶 Runge-Kutta-Fehlberg方法 
 为了改进定步长 Runge-Kutta 方法的上述不足，Fehlberg 提出分别用 p阶和 p+1阶定步

长 Runge-Kutta 法完成一步积分，然后根据结果的差异对当前积分步长进行修正，对下一步

积分步长给出预估。 
 以 3—4 阶计算格式为例，先依次用下述格式计算步长为 ∆t k 时的积分 

   (8.1.11) ∑∑
=

+
=

+ +=+=
4

1
1

3

1
1

~  ,ˆ
j

jjkk
j

jjkk dc fuufuu

   (8.1.12) 4,3,2,1,0    ),,(
1

0
=∆+∆+= ∑

−

=
jtattb kjkk

j

i
ijikj fuff

其中诸系数见表 8.1.1。这样构造格式的方便之处是，对向量函数的定值 在计算

和

3,2,1,0, =jjf

1ˆ +ku 1
~

+ku 时可公用，所以共计算向量函数 5 次，而不是 3 4 7+ = 次。 
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表 8.1.1  3-4阶 Runge-Kutta-Fehlberg方法的系数 

j  a j  bji  c j  d j  

  i=0  i=1  i=2  i=3    

0 0 0 — — — 
79
490

 229
1470

 

1 
2
7

 2
7

 — — — 0 0 

2 
7
15

 77
900

 343
900

 — — 
2175
3626

 1125
1813

 

3 
35
38

 805
1444

 −
77175
54872

 97125
54872

 — 
2166
9065

 13718
81585

 

4 1 
79
490

 0 
2175
3626

 2166
9065

 — 
1

18
 

  

然后，检查两种方法的差异：若对于给定的误差上限 ε > 0 ，有 ε>− ++ 11 ˆ~
kk uu ，则表明

步长∆ 过大，可将其减少一半后重新计算。若t k ε≤+1kk uu ，则表明这步积分是成功的，

下一步的积分步长可预估为 

−+1 ˆ~

  95.09.0    ,
ˆ~

4

11
1 ～=

−
∆=∆

++
+ αεα

kk
kk tt

uu
 (8.1.13) 

 一般地，若用 p 阶和 1+p 阶定步长 Runge-Kutta 格式，则将上式中根号次数改为 p+1。

这种方法的优点是精度可事先给定，不足之处是程序比较长。 

8.1.2 多步法∗ 

 单步法在完成由 t 时刻到 时刻的积分时没有利用 t 之前已有的信息，从而计算精度

受到影响。而为了提高精度，不得不多次计算从 到 的向量场，增加了计算

工作量。采用多步法则可改善这一不足。当然，多步法无法用于整个求解过程的第一步或头

几步的计算，这又需要单步法的帮助。 

k tk+1 k

(),( kk tu ), 11 ++ kk tu

 多步法的基本思路是利用在 t 之前求解过程中获得的信息 和

，构造区间[ 上的插值多项式向量，用

它代替原向量函数在区间[ 上积分，进而得到 。 

k

+−m

11 ,,, +−− mkkk uuu L

),(,),,(),.( 1111 +−−− kmkkkkk ttt ufufuf L

], 1+kk tt
], 11 ++− kmk tt

1+ku
 一般地，可将多步法的计算格式写为 

   (8.1.14) ∑∑
−

−=
−−

−

=
−+ ∆+=

1

1

1

0
1 ),(

m

j
jkjkj

m

j
jkjk ttba ufuu

其中 2 个系数1m+ a b b j mj j, , , , , ,− = −1 0 1 1L 将由m次插值多项式在区间[ 的积分值所确

定。如果b ，则格式是显式的；否则是隐式的，需要解方程得到 。根据不同的选择，

常用的几种多步法如下。 

], 1+kk tt

uk+1− =1 0
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 (1) Admas-Bashforth预测法 
 记插值多项式的次数为 K ，该方法选定 
   (8.1.15) 0,,,2,1,0, 1 ==== −bKjaKm j L

然后构造多项式，积分得到 K +1个系数如表 8.1.2。显然，其 1 阶格式就是 Euler 向前法。 

表 8.1.2  Adams-Bashforth方法的系数 

阶次 K  a0  b0  b1  b2  b3  b4  b5  

1 1 1 0 0 0 0 0 

2 1 2
3  

2
1

−  
0 0 0 0 

3 1 12
23  

12
16

−  
12
5  

0 0 0 

4 1 24
55  

24
59

−  
24

37
−  

24

9
−  0 0 

5 1 720

1901  
720
2774

−  
720

2616
 

720

1274
−  

720

251
 0 

6 1 1440
4277  

1440
7923

−  
1440

9982
 

1440

7298
−  

1440

2877
 

1440

475
−  

 (2) Admas-Moulton校正法 
 这种方法取 
   (8.1.16) 1,,2,1,0,1,1 0 −===−= KjaaKm j L

然后构造多项式，积分得到 K 个系数如表 8.1.3 所示。该方法是隐式的，其 1 阶格式就是 Euler
向后法。 

表 8.1.3  Adams-Moulton方法的系数 

阶次 K  a0  b−1  b0  b1  b2  b3  b4  

1 1 1 0 0 0 0 0 

2 1 
1
2

 1
2

 0 0 0 0 

3 1 
5

12
 8

12
 −

1
12

 0 0 0 

4 1 
9

24
 19

24
 −

5
24

 1
24

 0 0 

5 1 
251
720

 646
720

 −
264
720

 106
720

 −
19
720

 0 

6 1 
475

1440
 1427

1440
 −

798
1440

 482
1440

 −
173

1440
 27

1440
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   一般来说，隐式算法比同阶次的显式算法精度高，数值稳定性好。但隐式算法需要求解

关于未知向量 的非线性方程。以 Admas-Moulton 方法为例，需要求解 1+ku

  g  (8.1.17) 0]),([]),([)(
1

0
011

def

1 =∆+−∆−= ∑
−

=
−−−−−++

m

j
jkjkjkjkjkkk ttbattb ufuufuu

因积分步长一般不会很大，可取u 作为u 的近似，采用 8.2 节将要介绍的 Newton-Raphson
迭代法求出给定精度的 。当然，这会增加计算工作量。 

k k+1

1+ku
 (3) Gear方法 
 这种方法取 
   (8.1.18) KjbKm j ,,1,0,0, L===

然后构造多项式，积分得到 K +1个系数如表 8.1.4 所示。该方法也是隐式的，其 1 阶格式仍

是 Euler 向后法。 
表 8.1.4  Gear方法的系数 

阶次 K  a0  a1  a2  a3  a4  a5  b−1  

1 1 0 0 0 0 0 1 

2 
4
3

 −
1
3

 0 0 0 0 
2
3

 

3 
18
11

 −
9
11

 2
11

 0 0 0 
6
11

 

4 
48
25

 −
36
25

 16
25

 −
3

25
 0 0 

12
25

 

5 
300
137

 −
300
137

 200
137

 −
75

137
 12

137
 0 

60
137

 

6 
360
147

 −
450
147

 400
147

 −
225
147

 72
147

 −
10

147
 60

147
 

 Gear 方法除了具有一般隐式算法的优点外，还适合于求解刚性微分方程。所谓刚性微分

方程是指方程的解中包含频率相差悬殊的重要成分。例如，由刚硬弹簧联接的两柔性部件系

统的运动明显具有这种特征。又如，在多柔体系统中，部件高频弹性振动叠加在极低频率的

刚体运动之上。对非线性动力系统的高频激励常常会诱发低频振动，所以兼顾高低频振动成

分的精度对于计算结果的可靠性非常重要。为了保证结果中高频成分的精度，需要用很小的

积分步长，从而产生过大的累积误差；而为了照顾低频成分的精度，应采用比较大的积分步

长，从而产生过大的截断误差；这就是困难所在。人们对刚性微分方程的计算已做了大量研

究，目前 Gear 方法是最常用的算法。 

8.1.3 应用中的问题* 

 (1) 方法的选择 
 首先，所介绍的几种方法各有特色。一般来说，若采用定步长方法，各种方法在计算精

度和效率上差异并不大。然而，对一些特殊问题，不同方法的效果是不同的。例如： 
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 a. 如果微分方程向量场具有不光滑甚至间断切换面，则采用低阶单步法比较好。因为，

高阶方法和多步法通常隐含了对向量场高阶光滑性的要求。 
 b. 如果向量场的表达式非常复杂，采用多步法的效率优于单步法。对 Admas-Bashforth
预测法，每步只需补充计算向量场一次，对于 Admas-Moulton 校正法，每步的计算次数取决

于 Newton-Raphson 迭代次数。 
 c. 对于刚性微分方程，只有 Gear 方法有效。 
 (2) 变积分步长的考虑 
 根据 Runge-Kutta-Fehlberg 方法的理论和实践，在计算中对方法的阶次和积分步长进行

优化可以提高计算精度及效率。因此，大型计算数学软件包中提供的各种方法通常具有变阶

次和变步长功能。上述多步法需要等间隔构造插值函数。一旦改变步长，势必要通过插值来

计算解在过去若干离散时刻的值并重新计算向量场，使多步法的优点大打折扣。放弃等间隔

构造插值函数的多步法见文献[39]。 
 此外，若需对计算结果进行时间序列分析或 FFT 计算，使用变步长方法时需要对计算任

务或计算结果作特殊处理。要么事先指定所需的时间间隔 [ , ], , ,t t kk k+ =1 0 1L，仅在各间隔内

允许变步长；要么对变步长计算结果进行插值，获得所需时刻的解向量。 
 (3) 选择其他方法的可能性 
 工程问题的多样性和复杂性还促使人们发展了一些具有鲜明特色的方法。目前，在计算

工程动力学问题时常用到如下两类特色互补的方法。 
 a. 结构动力学中的直接积分法 
 柔性结构的动力学方程经离散后是二阶常微分方程组，自由度高达成千上万。若将其改

写为一阶常微分方程组，则是维数惊人的问题，计算量极大。而像地震响应分析等结构动力

学问题所涉及的响应时间历程并不长，精度要求不是很高。所以，力学家们针对二阶常微分

方程组的特点，提出了一些精度不高，但计算效率比较高的算法，例如中心差分法、Wilson-θ
法、Newmark 法以及样条 -加权残数法等[39,40]。这些方法已在许多结构动力学教科书中介绍，

并被广泛地配置于有限元计算软件。 
 b. 辛算法 
 尽管本节所介绍的方法具有比较高的计算精度，但出于数值稳定性的考虑，它们一般被

设计成是自身耗散的，即具有所谓计算阻尼。例如，用 4 阶定步长 Runge-Kutta 方法计算单

自由度无阻尼系统的自由振动，经过 10 万步积分，相轨线会自行趋于平衡点。出于计算

Hamilton 系统的长期动力学行为需要，计算数学家根据 Hamilton 系统所具有的辛几何结构，

提出了辛算法[41]。这种算法本身是一种保（面）积变换，不会引入计算阻尼，可有效提高计

算保守系统长期动力学问题的精度。这类算法也可提高弱阻尼系统以及其他接近失稳系统的

长期动力学计算精度。 

8.2 稳态运动的计算 

 对于耗散系统，其相轨线总是随着时间延续而趋于某一渐近稳定的吸引子。根据 7.3 节

的讨论，这种吸引子可能是平衡点、周期运动、概周期运动乃至混沌运动。其中，系统的平
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衡点和周期运动是工程师最为关心的。 
如果采用计算系统瞬态响应的办法来求解稳态响应，则有如下问题：一是只能求得渐近

稳定的稳态响应，二是计算时间太长，对于接近失稳的吸引子尤为耗时。因此，本节讨论计

算非线性动力系统平衡点和周期运动的专门方法。 

8.2.1 平衡点的求解 

 求解非线性动力系统的平衡点是一静力学问题，归结为寻求 维向量 满足如下非线性

代数方程 
n u

   (8.2.1) nR∈= uuf ,0)(

其中光滑函数 是动力系统的向量场。如果将此作为一般的数学问题求解，则非常困难。

因为无论是解的数目，还是解向量 在

)(uf
u Rn 中的大致分布皆悬而未知。纯粹从计算数学角度提

出的方法可参见文献[42]。 
 对于许多工程问题，其背景可提供一些解决上述问题的有用信息。例如对于单自由度自

治系统，其平衡方程为 

   (8.2.2) 0
),(

)(
21

2 =







=

uup
u

uf

由此得平衡点位置坐标应满足的一元非线性方程 
   (8.2.3) 0)0,( 1 =up

如果 是关于 的多项式，可用多项式求根程序获得其全部根；否则，可在工程问题

所给定的位移范围内，用对分法求出全部根。从而获得全部平衡点 ( 。 
p u( ,1 0) u1

L,2,1),0,1 =ku k

 对于多自由度系统，如果可猜测出待求解向量 的某一近似，则可采用下述

Newton-Raphson 迭代法求得解向量 。若不然，则采用下述的参数延续算法。 
u

u
 (1) Newton-Raphson迭代法 
 设已知方程(8.2.1)解向量的 u 一个粗略估计 ，但代入方程(8.2.1)后残差过大。即对于

给定的

s ku
ε > 0 ，有 

  ε≥)( kuf  (8.2.4) 

构造迭代解 ，使得 uk +1

   (8.2.5) 0))(()()( 11 =−+≈ ++ kkkkk uuuDfufuf

如果向量函数 的 Jacobi 矩阵 可逆，则由式(8.2.5)可解出 f u( ) Df u( )k

   (8.2.6) )()]([ 1
1 kkkk ufuDfuu −
+ −=

此时若 

  ε<+ )( 1kuf  (8.2.7) 

则取u ，结束迭代。否则重复上述过程。由于在上述计算过程中已得到近似的 Jacobi
矩阵 ，因此可顺便计算其特征值，判断平衡点的稳定性。 

1ks u +=
Df u( )s
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 在数学上可证明，Newton-Raphson 迭代法具有超线性收敛速度。在实践中，一般 3～4
次迭代即可获得满足工程精度需要的解向量。该方法的一个不足之处是，它对初始迭代向量

的要求比较高。若迭代 7～8 次后方程的残差仍不理想，一般应考虑更换初始迭代向量。 
 (2) 参数延续算法 
 选择某一系统参数（或引入一参数） ，将方程(8.2.1)改写为 p R∈ 1

   (8.2.8) 1,,0),( RpRp n ∈∈= uuf

使得当参数 p取某一常数 时，方程 p0

   (8.2.9) nRp ∈= uuf ,0),( 0

成为线性方程或易于求解的方程。将参数区间 [ , （或 [ , ）离散为 ，

记方程(8.2.9)和(8.2.8)的解分别为 和

]p p0

)
]p p0 p p p pn0 1, , ,L =

)( 0pu u( p 。显然，原任务便可简化为：从方程(8.2.9)
求解u ；然后以 作为 的近似，通过 Newton-Raphson 迭代法求得 ；如此

重复，直至求得

( p0 ) )u( p0

)
u( )p1 u( )p1

u( p 。 
 需要指出的是：在使用参数延续算法求解过程中，可能会有某一参数值 使得矩阵

不可逆，从而导致 Newton-Raphson 迭代法失败。根据定义 6.5.1，这种现象对应

于系统平衡点的静态分叉。如何处理分叉问题留待 8.3 节讨论。 

pk

Df u( ( ))pk

8.2.2 周期运动的求解 

 考察具有周期激励的 维非自治系统 n

   (8.2.10) 0,     ),),(()( >∈= tRttt nuufu&

其中 
   (8.2.11) 0      ,0),,(),( 00 >>∀+= TtTtt ufuf

现讨论如何求解该系统的 m 倍周期运动 
   (8.2.12) 为正整数mmTTtTtt ,,0),()( 0=>∀+= uu

与平衡点相比，周期运动的存在性和数目是更为困难的问题。在工程中，一般仅求解出所关

心的一部分周期运动。此处给出两种方法，即打靶法和增量谐波平衡法。 
 (1) 打靶法 
 在 维空间中定义 维 Poincaré 截面 n +1 n

  }0),mod(),{(
def

== TttuΣ  (8.2.13) 

然后在 Σ 上定义 Poincaré 映射 

   (8.2.14) ∫ ∈+=
T

sss
0

    ,d)),(()( ΣuvfuuP

以及 Σ 上的非线性算子方程 

   (8.2.15) Σ∈=−= uuuPuQ ,0)()(
def
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显然，系统 m 倍周期运动(8.2.12)与 Poincaré 截面Σ 的交点 就是 Poincaré 映射的不动点，

即方程(8.2.15)的解向量。 

uF

 根据 8.2.1 的讨论，求解方程(8.2.10)的周期运动可归结为求解方程(8.2.15)的解向量 。

一般可采用参数延续算法获得 的一个近似u
uF

uF k ∈Σ ，然后用 Newton-Raphson 方法构成下述

迭代式，进而确定更加接近 的向量  uF uk +1

   (8.2.16) 
])([])([=        

)()(
1

1
1

kkkk

kkkk

uuPIuDPu

uQuDQuu

−−−

−=
−

−
+

不难看出，这种求解过程是先将近似不动点 uk ∈Σ 映射为 P u( )k ∈Σ ，然后根据误差

作修正，获得新的近似不动点 ，再进行映射并检查误差，犹如打靶。因此，

人们称这种方法为打靶法。 

])([ kk uuP − uk +1

 在实际计算时，将点 的 Poincaré 映射(8.2.14)视作如下初值问题 uk

   (8.2.17) 




=
∈=

k

nRt
uu

uufu
)0(

   ),,(&

在 t T=

u
时刻的解，即 。这可以用 8.1 节的方法来获得。而根据定理 6.4.7，Poincaré

映射在 处的 Jacobi 矩阵可归结为如下常微分方程的初值问题 
)()( Tk uuP =

k

   (8.2.18) 




=
∈= ×

I  Φ

  ΦΦ,uDf  Φ

)0(
),( nnRt&

在 t T= 时刻的解，即 DP u( ) ( )k T=Φ 。由于Φ ( )T 可按列分别计算，从而也可用 8.1 节的方

法来完成，相当于求解 个初值问题。因此，每步打靶过程要计算n n + 1个初值问题。 
 与计算平衡点时相类似，由于在计算过程中得到了 Poincaré 映射的 Jacobi 矩阵 ，

因此可顺便计算其特征值，判断周期运动的稳定性。当 Jacobi 矩阵 具有特征值 1 时，

矩阵 不可逆，求解过程将遇到困难。这对应于周期运动的静态分叉，8.3 节将对此进

行讨论。 

DP u( F )
)

)
DP u( F

DQ u( F

 最后需要指出，上述格式的打靶法仅适用于周期激励的非自治系统。对于自治系统来说，

其周期运动的周期T 一般是未知的。此时，需要对打靶过程进行改进，将周期T 也作为待求

的未知量[39]。 
 (2) 增量谐波平衡法[43] 

 仍考察非自治系统(8.2.10)的周期解问题。设u( )t 是待求周期运动(8.2.12)的一个近似解，

记其修正解为 
  )()()(~ ttt uuu ∆+=  (8.2.19) 

将修正解代入方程(8.2.10)后取线性近似，得到增量 ∆u( )t 所满足的微分方程 

  uufuuDfu &&& −+∆=∆ ),(),( tt  (8.2.20) 

现在的任务是求解增量∆u( )t ，进而获得更接近于真实解的 。  ~( )u t
 如果将 u( )t 和 ∆u( )t 皆限定于周期函数空间内，其有限 Fourier 展开为 
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T

tktkt
N

k
kk

π2   ,)sincos()(
def

0
=+= ∑

=
ωωω bau  (8.2.21) 

   (8.2.22) ∑
=

∆+∆=∆
N

k
kk tktkt

0
)sincos()( ωω bau

其中 和 是ak
nR k N∈ =, , , ,0 1L bk

nR k N∈ =, , , ,1 2 L 2 1N + 个已知的参数向量，而  

和 是 2

,n
k R∈∆a

N,,1,0 L R n
k ∈∆bk = N,,2,1 L=k, 1N + 个未知向量。将式(8.2.21)和(8.2.22)代入方程

(8.2.20)，得到具有时变系数的线性代数方程 

   (8.2.23) )()()(
10

ttt
N

k
kk

N

k
kk rbQaP =∆+∆ ∑∑

==

其中 

    (8.2.24) 
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)sincos()(),)sincos(()(

)cos(sin),)sincos(()(

)sin(cos),)sincos(()(

ωωωωω

ωωωωω

ωωωωω

babafr

IbaDfQ

IbaDfP

I 为单位阵。采用 Galerkin 方法可将方程(8.2.24)化为 2 1N + 个线性代数方程组 

     (8.2.25) 
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∑
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其中 

  (8.2.26) 








===

===

∫∫∫
∫∫∫

T

j

T

j

T

kkj

T

kkj
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kkj

T

kkj
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000

000

dsin)(       ,dcos)(     ,dsin)(

dsin)(   ,dcos)(    ,dcos)(

ωωω

ωωω

rFrEQD

PCQBPA

由方程(8.2.25)解出 ∆ 和 ，代回式(8.2.22)即得到增量

，进而由式(8.2.19)得到修正解 。 
NkR n

k ,,1,0, L=∈a
~( )u t

∆bk
nR k N∈ =, , , ,1 2L

∆u( )t

 此时，若 )(/)( tt uu∆ 已足够小，则表明不必继续修正。否则，将修正解再作为近似解

u( )t 重复上述过程，直至 )(/)( tt uu∆ 足够小为止。 

 (3) 对两种方法的进一步讨论[44] 
 a. 从求解工作量看：打靶法是在 Poincaré 截面Σ ⊂ Rn

n

上寻找不动点u ，其计算过程涉

及到求解 n 个 维常微分方程初值问题以及求解一个 维的线性代数方程；增量谐波平衡

法则是在空间

F

+ 1 n
R N n)1+

( )N N+

(2

2 1

中寻找一解向量 ，其求解过程涉及到计算

式(8.2.26)中 个数值积分和求解一个

[ , , , ]a a b0 1
T T TL

)1

, , ,a b1
T TL N

(2

T
N

n( )2 2 2+ N n+ 维线性代数方程。自然，后

者的计算量大。 
 b. 从求解精度看：打靶法求出的是近似周期运动，增量谐波平衡法则是精确的周期运动。
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但后者的正确性依赖于对谐波成分的正确假设。 
 c. 从数值稳定性看：增量谐波平衡法比较好，打靶法则与待求周期运动关于初始条件的

敏感性有关。因此，已有学者在时间段[ , ]0 T 上建立多个 Poincaré 截面，将原来的 Poincaré

映射分解为几个映射的复合，构成了多级打靶法[39]。 
 d. 这两种方法本质上都是 Newton-Raphson 迭代法，需要计算 Jacobi 矩阵 。当

系统中含有间隙、预紧约束、干摩擦等非光滑因素时，计算 要做特殊处理。为此，

作者提出一种曲线拟合法，可免去计算 ，通过系统瞬态响应来预测周期运动

Df u( , )t
Df u( , )t

Df u( , )t [45]。 

8.3 局部分叉的计算 

 根据 6.7 节的分析，引入 Poincaré 映射后，周期运动的分叉归结为不动点的分叉，从而

与平衡点的分叉有相似之处。本节着重讨论平衡点分叉的计算方法，读者不难将其推广到周

期运动的分叉。 

8.3.1 分叉计算的任务 

 考察含有参数 p的系统平衡方程 

   (8.3.1) 1   ,   ,0),( RpRp n ∈∈= uuf

设已得到参数 时系统的一个平衡点p p= 0 u( )p0 u0= ，不失一般性，现讨论参数 时系统

平衡点

p p> 0

u( )p 的演化情况。这一问题不仅具有广泛的实际背景，而且与 8.2 节中的参数延续算

法密切相关。 
 为了求解 时系统的平衡点p p> 0 u( )p ，将方程(8.3.1)对参数 p求导数，得到 

   (8.3.2) 0),(),( =+′ pp p ufDuuA

其中 

  
p

pp
d
d     ),,(),(

defdef uuufDuA u =′=  (8.3.3) 

如果对于任意的 ，下述条件得以满足 p p> 0

  0),(det ≠puA  (8.3.4) 

则可由(8.3.2)得到 时系统平衡点p p> 0 u( )p 所满足的初值问题 

   (8.3.5) 




=
−=′ −

00

1

)(
),(),(

uu
ufDuAu

p
pp p

这样就可从 出发，采用 8.1 节的数值积分方法求得平衡点u( )p0 u( )p 。条件(8.3.4)意味着随着

参数 p的变化，平衡点 u( )p 不出现静态分叉。 
 如果条件(8.3.4)不能满足，则存在某一参数 使平衡点u upc c pc= ( ) 成为方程(8.3.1)的奇异

点。从计算平衡点的角度看，需要解决以下两个问题：一是随着参数 p的增加，如何准确定

位分叉参数值 ？二是如何处理 后平衡点p pc= p pc> u( )p 的求解问题？ 
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8.3.2 奇异点的确定 

 为了在计算过程中确定分叉点，定义一检验函数如下 

   (8.3.6) ),(det),(
def

ppq uAu =

显然，它满足 。 0),( =cc pq u
 参考图 8.3.1，根据当前（第 k 步）的检验函

数值 以及前一步的检验函数值

，可写出 

q q p pk k=
def

( ( ), )u

q q p pk k− −=1 1

def
( ( ), )u

k

k −1

       
ck

ck

k

k

pp
pp

q
q

−
−

=
−− 11

          (8.3.7)

由此得到线性插值预报 

     
1

11

−

−−

−
−

=
kk

kkkk
c qq

qpqp
p       (8.3.8)

 

 

图 8.3.1 基于两点插值的预报 

 为了提高定位的准确性，当 q q 时，可在 [ 内用对分法、0.618 法或

Newton-Raphson 迭代法获得 。 
k k− <1 0 ,p pk −1 ]k

pc

8.3.3 通过奇异点* 

 根据 6.5 节知，奇异点分为转折点和分叉点两类。以下分别讨论这两种情况。 
 (1) 转折点 

先考察一维系统的平衡方程，在转折点

处，平衡方程的偏导数满足 

( , )u pc c

 Df u p Df u pu c c p c c( , ) , ( , )= ≠0 0    (8.3.9)

方程的解曲线是图 8.3.2 所示的“抛物线”，在转折

点附近关于参数 p平衡点的 值不唯一。受图 8.3.2
的启发，可以颠倒 和

u
u p 的功能，将 p 作为待求的

未知量，以 作为参数，在转折点 附近寻求

函数关系

u ( ,u pc )c

p u( )。更一般地，可引进新的参数 s ，寻

求参数形式的解曲线方程。 

 

图 8.3.2 通过转折点 

 对于 维系统的平衡方程(8.3.1)，转折点 ( , 所满足的条件是 n )

c

uc cp

   (8.3.10) nppnp ccpcccc =−= )],(),(rank[   ,1)],(rank[ ufDufDufD uu

选择与转折点 非常邻近的点 ( , 为参考点（其中( , )uc cp )uk kp p pk < ），以从该点起度量的弧

长 s 为参数，寻求参数形式的解曲线方程 

  0   ),(   ),( >== ssppsuu  (8.3.11) 

其中弧长 s 足够短，从而满足 
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   (8.3.12) 0)()()( 22T =−−+−− spp kkk uuuu

将方程(8.3.1)和(8.3.12)合并，写成扩维的平衡方程 

   (8.3.13) 0
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将上式对弧长 s 求导数得 
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其中 ( ) 。根据条件(8.3.10)，有 ′ =
def

d /ds
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ufDufDu

因此，可由方程(8.3.14)解出导数 ′u 和 ，构成初值问题 ′p
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通过求解初值问题(8.3.16)，可使参数延续算法顺利通过转折点 。该方法通常被称作

弧长方法。 

( ,uc cp )

 以一维平衡方程为例，其对应的初值问题(8.3.16)是 
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 (8.3.17) 

其中 

  )(
))(,(

),(
c

kp

u uuO
uupufD

pufD
−=

−
=ε  (8.3.18) 

若视 ε 在 附近定常，则由(8.3.17)可解出以弧长为参数的近似解曲线 ( , )u pc c

   (8.3.19) 




=−
=−
spp

suu

k

k

ε

22)(

消去弧长参数得“抛物线”方程 

   (8.3.20) 2)( kk uupp −+= ε

 (2) 静态分叉点 
    仍先考察一维系统的平衡方程，在静态分叉点 处，平衡方程的偏导数满足 ( ,u pc c )

    (8.3.21) 0),(   ,0),( == ccpccu puDfpuDf
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而其二阶偏导数满足 6.5 节中的某一种非退化条件。图

8.3.3 是这种情况下的典型解曲线，在分叉点 处，

有两条以上的解曲线发生交叉。这时，可以从原方程出

发，用优化方法（例如 Powell 单纯形方法

( , )u pc c

[42]）搜索出

解曲线在分叉点所有可能的分支方向，然后逐一选择这

些方向，继续进行求解。 
    现考察由方程(8.3.1)描述的含参数 p 的 维系统平

衡点静态分叉问题。当前的主要任务是将问题降维，然

后用优化方法确定各解支在分叉点的切方向。 

n  

图 8.3.3 通过分叉点 

 将参数 p也视作状态变量，则系统在 n + 1维空间中的平衡方程为 

    (8.3.22) 1
def

),(   ,0
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
= nRpuv
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定义 n 阶方阵 + 1
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def pp p ufDufD

vDgvA u

分叉点 应满足的条件是 v uc c p= ( , )c

   (8.3.24) npp ccpccc <= )],(   ),([rank)(rank ufDufDvA u

这说明 阶方阵 至少有 个零特征值，记 是与这些零特征值对应的

一组线性无关特征向量，则 的零空间为 
1+n )( cvA m ≥ 2

)c

mϕϕϕ ,,, 21 L

(vA
   (8.3.25) },,,{span))(( 21 mcN ϕϕϕ L=vA

它与 v 的中心流形相切。根据中心流形定理，如果以c g v( )

c

为向量场构成动力系统，其平衡点

只能位于中心流形上。因此，可以设平衡方程(8.3.22)在 v 附近的解为 

   (8.3.26) ∑
=

+≈
m

k
kkc a

1

ϕvv

以下讨论如何确定上式中的系数 。 a am1 , ,L

 设近似解(8.2.26)使 2)(vf 在以 为球心、以 为半径的球面 上取极小值 vc d )( cdS v

  2)(
)(min vf

cv vSd∈
 (8.3.27) 

引入 Lagrange 乘子b ，可将式(8.3.27)化为无条件极值问题 

  )]()(min[
1
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k dabvf  (8.3.28) 

从而可导出极值必要条件 
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或更具体的 

   (8.3.30) 
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这是一组已降维至m+1的非线性方程。在多数实际问题中 2 ≤ <<m n，可以用 Powell 单纯形

法找出该方程组全部可能的解，代回式(8.3.26)得到近似解。 
 在许多实际问题中m = 2，且只有两个解支在分叉点相交，例如跨临界分叉和叉型分叉。 
由于一个解的半个分支已由参数延续法求出，可以记向量ψ 1为该解支在分叉点的切矢量，而

取另一解支的试探切矢量为满足如下正交条件的单位矢量ψ 2  

   (8.3.31) 0)( 2211
T
12

T
1 =+= ϕϕψψψ aa   

然后取 
  )(,2 ckc O uuvv −=+= δδψ  (8.3.32) 

作为试探解，通过 Newton-Raphson 迭代法提高其逼近真实解支的程度。 
 高维动力系统平衡点的分叉计算是一个尚未完全解决的问题。20 世纪末期的主要研究进

展可参见文献[46]，该文还讨论了本书没有涉及的 Hopf 分叉计算方法。 

8.4 全局特性的计算* 

 有限维非线性动力系统的全局特性分析主要研究系统初始状态对系统长时间历程动力

学行为的影响。具体地说，对于常微分方程初值问题 

   (8.4.1) 
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R nΩ&

就是要研究初始条件 对稳态解 的影响。对这一问题进行理论研究的难度很

大，目前仅对二维自治系统获得了比较完整的研究结果。如果从数值计算角度研究该问题，

从原则上讲可以将区域

nR⊂∈Ω0u )(tu

Ω 离散为具有代表性的点集，然后以点集中每一点作为系统初始状

态，采用 8.1 中的方法计算初值问题至足够长的时间，记下系统的稳态运动行为。这种方法

理论上可行，但计算量很大。以 n = 3的 Lorenz 系统为例，若将所关心的立方体区域Ω 离散

为100 个点，用双精度 Runge-Kutta 法计算自每点出发的相轨线至1000步，总计数值积分10
步。这在 Pentuem-III 计算机上大约需要 4 个小时。因此，这种方法很少使用。 

3 9

8.4.1 胞映射方法 

 这是美国学者 Hsu（徐皆苏）在 20 世纪 80 年代初提出的一种方法，已被成功地应用于

研究 n 等低维况下非线性动力系统的全局特性分析。 = 2 3 4, ,

 现以具有周期激励的系统为例来说明这一方法。考察 
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   (8.4.2) 0   ,    ),,(),( 00 >⊂∈+≡= TRTtt nΩuufufu&

该方法的基本思想是将Ω 离散为一系列单元（称作胞），取第 胞中一点作为系统初始状态，

计算由此出发的相轨线至

i
t T= 0 ，记下此时它落入的胞号 j ，这样就形成了一个胞与胞之间的

整数映射 。如果胞尺寸足够小，可认为系统在胞中各点的行为是相同的，从而只需

讨论映射序列的性质。这样可免去对每条相轨线数值积分到稳态的要求，将全局分析的工作

量降低 2～3 个数量级。以下先叙述几个基本概念，再介绍三种胞映射方法。 

jip =)(

(1) 基本概念 
 现以图 8.4.1 所示的矩形区域 为例，说明胞的定义。将],[],[ 2121 bbaa ×=Ω Ω 离散为

个小矩形，依次记为N n n= ×1 2 Ω k ，称作第 k个胞， k N=1 2, , ,L 。此外，将Ω 以外的区域

R2 −Ω 定义为陷胞，记作Ω 0 。 

 

图 8.4.1 胞的定义 

 

图 8.4.2 典型胞的映射 

    如果系统在 时刻的状态tm u( )tm ∈ iΩ ，引入离散状态变量 z m( ) i= 来表征这一事件。图

8.4.1 中自 u t( )m ∈ iΩ 出发的相轨线在 时刻落入tm+1 u t( )m+ j∈1 Ω ，则将该事件记作

z m j( )+ =1 。由此可定义两种映射 

   (8.4.3) L,2,1,d),()())(()(
1def

1 =+== ∫
+

+ mttttt
m

m

t

tmmm ufuuPu

和 
  L,2,1     ),( == iipj  (8.4.4) 

前者是由相空间中点 到点 ，故称作点映射。当u( )tm u(tm+1) Ω 取为 Poincaré 截面Σ 上的区域

时，这就是 Poincaré 映射。后一映射是由第 胞到第i j 胞的，故称作胞映射。当胞的尺寸非

常小时，可想象胞映射与点映射很接近。但两者有所不同。例如，由图 8.4.2 可见，式(8.4.4)
并不意味着 
   (8.4.5) L,2,1    ),( == iij ΩΩ P

采用胞映射的主要目的是仅对胞中有代表性的点作一次点映射，然后用胞映射分析其后继动

力学行为，即映射序列的行为。 
 (2) 简单胞映射 
 由于式(8.4.5)不能普遍成立，在胞映射中必须引入一些假设方可完成后继映射，构造映
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射序列。简单胞映射引入的两个基本假设是： 
 a. 胞的尺寸足够小，从而以胞Ω i 的中心点代表Ω i 中的全部点，即认为 

   (8.4.6) L,2,1,)()( ==⇔= ijip ji ΩΩP

 b. 一旦某个胞的中心点被映入陷胞Ω 0 ，则不再关心其后继行为，即约定对任意的  i

   (8.4.7) 0)0(   )(0)( 0 ≡=⇔= pip i 且  P ΩΩ

 基于这样假设的方法自然很粗糙，但它体现了 Hsu 的最初思想。 根 据 规 则 (8.4.6) 和

(8.4.7)，可以对Ω 中的胞进行如下分类。 
 a. 周期胞：若有正整数 k 使得 

   (8.4.8) )())(()( mzmzpkmz k ==+

则称胞Ω Ω Ωm m m, , ,+1 L k+ 构成一周期 k 胞集。当 k > 1时，它是一个胞集。当Ω 是 Poincaré

截面Σ 上的区域时，周期 k 胞集是周期 k 不动点的近似。因此，称周期 k 胞集上的离散变量 
为周期 k运动，记作 z z z k( ), ( ), , ( )1 2 L 或 z 。 
 b. 平衡胞：它是周期胞在 k = 1时的特款。当 任意时，它是平衡点的近似。此外由式

(8.4.7)知，陷胞

tm

Ω 0 也是平衡胞。 

 c. 吸引域：若有某一整数关系1≤ ≤i k 使 
  )())(( izjzp r =  (8.4.9) 
则称胞Ω j 与周期 k 运动 z 相隔 r 步。与周期 k 运动 z 相距不超过 步的胞集称作其 r步吸引

域，记作

r

A zr ( ) 。周期 k 运动 z 的吸引域定义为胞集 )(zAr
ur

+∞

=
U 。 

 由于Ω 被离散为有限多个胞，在简单胞映射下，对Ω 中所有胞的映射序列（即长期动

力学行为）可分类为： 
 a. 陷胞Ω 0 的吸引域； 

 b. 某一周期 k 运动 z ； 
 c. 周期 k 运动 z 的吸引域。 
当然，周期运动可能有多个，相应的吸引域也有多个。 
 总结上述分析的结果，可列出简单胞映射的主要算法流程：先用 8.1 节中的数值积分方

法对Ω 中 N 个胞的中心点做一次点映射，用二元整数组记录其映射关系 
  Niipj ,,2,1     ),( L==  (8.4.10) 

然后对 i N=1 2, , ,L 依次检查映射序列 i p ，其结果不外乎两类： i p i→ → →( ) ( )2 L

 a. 存在整数 r > 0使 ，即h ir ( ) = 0 Ω i 是陷胞Ω 0 的吸引域，结束检查； 
 b. 存在整数 r ≥ 0使 ，即h i hk r r+ =( ) ( )i Ω i 是周期 k 运动的吸引域，结束检查。 

文献[47]给出了实现简单胞映射的具体算法。 
 (3) 广义胞映射 
 为了放弃简单胞映射中的不合理假设(8.4.6)，Hsu 提出了广义胞映射法[47]。他从研究

P ( )Ω Ωi ⊂ j 的可能性出发，记 
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  p  (8.4.11) ])1(y[Probabilit)1(    ],)(y[Probabilit)(
defdef

jmzmpimzm ji =+=+==

并引入条件概率 

  ])()1(y[Probabilit
def

imzjmzp ji ==+=  (8.4.12) 

根据全概率公式得 

   (8.4.13) ∑
=

=+
N

i
ijij mppmp

1
)()1(

这种方法比较精确，但概率计算涉及到 Markov 链理论，比较复杂。 
 (4) 插值胞映射 
    为了兼顾计算精度和效率，美国学者 Tongue 等从插值角度对简单胞映射进行了改造[48]，

作者根据插值思想提出的一种改进方案如下。称Ω 中第 行第i j 列胞为 ( , )i j 胞，将其中心点

的一次点映射记作 uij
0

   (8.4.14) 210

00
def

1 ,,2,1   ,,,2,1,d),()( 0 njnitt
T

ijijij LL ==+== ∫ ufuuPu

为了分析映射点 的后继演化序列 ，采用与 u 相邻的三个胞中心点

的首次点映射建立对 u 进行点映射的线性逼近，即插值映射。 

uij
1 LL ,,,,, 132 +m

ij
m
ijijij uuuu ij

m

ij
m

 具体地说，不妨设 落入了由 、u 和u 三个胞中心点组成的三角形中，并且

与 的距离最小。用它们的点映射 、 和 u 构造 u 的下一次近似映射 

uij
m urs

0

urs
1

r s( +1
0

ur s( +1
1

) s

) s

( )r+1
0

(r+1
1urs

0
) ij

m

   (8.4.15) uuDPuuPu ∆+≈=+ )()( 001
rsrs

m
ij

m
ij

其中 

  0

2

1

2

11
)1(

1

11
)1(0 ,)( rs

m
ij

rssrrssr
rs u

u
uu

uuu
uuuu

uDP −=∆=







∆
∆













∆

−

∆

−
≈ ++  (8.4.16) 

与 Tongue 采用的四点插值相比，这种方案不仅简单，而且可以适应 P ( )Ω i 发生很大畸变的

恶劣情况。 
 事实上，插值映射可用于对胞 ( , )i j 中任意点的后继分析。即可以基于比较粗的胞划分（例

如100 的平面网格）对中心点做一次点映射，然后对比较细的胞（例如 的平面

网格）进行后继映射分析。这无疑可兼顾计算精度和效率。 
100× 300 300×

 使用插值胞映射时，能否正确判定不动点是一关键。首先，不动点的判据要随胞尺寸作

调整。过粗会导致虚假不动点，过细会导致虚假的无周期点。其次，映射次数要根据系统阻

尼的大小而定，对小阻尼系统需多次迭代使瞬态运动衰减到足够程度。 
 例 8.4.1 用插值胞映射方法研究如下单摆受迫振动的全局特性 

  tuuu cos2sin2.0 =++ &&&  (a) 

 解：将方程(a)写作扩张相空间中的自治系统 
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   (b) 















+−−=

















1
cos22.0sin 321

2

3

2

1

uuu
u

u
u
u

&

&

&

定义 Poincaré 截面为 

   { }Σ = =( , , ) mod( , )u u u u u1 2 3 3 3 2π     (c)

在 Σ 上取矩形域Ω = − × −[ ] [ , ]π, π 5 5

0 300×

，将其划分

为 100×100 个胞，对每个胞的中心点做一次点

映射，然后用 个胞进行分析，得到了

图 8.4.3 所示结果。图中白色和黑色两个区域分

别是两个周期 1 不动点的吸引域，它们具有非

常复杂的分形边界。Tongue 曾用相同的胞数计

算过此例，得到的吸引域边界比较模糊，且吸

引域内有一些游离点，是虚假的混沌运动。图

8.4.3 的结果与 Tongue 采用 751×751 个胞的计

算精度相当。 

30

 

图 8.4.3 受迫振动单摆的全局特性 

8.4.2 不变流形的计算 

 在许多实际问题中，需要确定系统鞍型平衡点（或周期运动）的不变流形。一方面，其

不稳定流形提供了渐近稳定平衡点（或周期运动）的吸引域边界（例如图 4.1.2 所示）。另一

方面，稳定流形与不稳定流形横截相交是产生 Smale 马蹄意义下混沌的前提。现以鞍型平衡

点为例，讨论不变流形的计算问题。读者可通过建立Poincaré映射，将周期运动转化为Poincaré
映射的不动点，进而计算其不变流形[49]。 
 考察 维自治系统 n

   (8.4.17) nR∈= uufu ),(&

设它在平衡点u 处具有s n −1维稳定流形W 和 1 维不稳定流形W ，即 Jacobi 矩阵

具有 n 个实部为负的特征值

)( s
s u )( s

u u
)( suDf −1 λ λ λ1 2, ,L 1, n− 和一个正特征值λ n 。先讨论不稳定流形

的计算问题。 )( s
uW u

 记 λ n 所对应的规一化特征向量为ϕ n ，它在 处与不稳定流形W 相切。将W
按是否与

us )( s
u u )( s

u u
ϕ u 同向分为W 和W 。显然，两者的计算无本质区别。以W 为例，

如果能找到与u 相邻近的点 ，将 与u 的联线作为W 的第一段近似，

然后计算初值问题 

u
s

+ ( )u

0u
)u−

)uW∈
( su
( su+

)su(u+

s 0u s )( s
u u+

   (8.4.18) 




=
∈=

0)0(
    ),(

uu
uufu nR&

即可得到W 。因此，问题的关键是如何获得u ？通常，可以取 )( s
u u+

0
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  $ ,u u0 0 1= + < <<s na aϕ  (8.4.19) 

作为 u 的近似。 0

    然而，参数 的选择并非易事。显然，过大的

不能保证u 与W 足够接近。如果 过小，

要计算很长时间才能获得W 。更为糟糕的

是，当 小到与计算平衡点的误差相当时，可能会

出现图 8.4.4 所示的情况。即由于计算得到的平衡

点位于 ，使 u 可能更接近于W 。这自然

会导致后继计算失败。 

a

$0

a $0
u

s
+ ( )u a

u
s

+ ( )u

u−

a

$us s( )u
 

图 8.4.4 初始点的错误选择 

 为了选择好 a ，可要求其下限满足 

  sa uδε +>>min  (8.4.20) 

其中 ε 和δ 分别是求解平衡点时的绝对误差上界和相对误差上界。然后，暂取 ，由

式(8.4.19)得到 u 。自 出发计算方程(8.4.18)和对应派生线性系统，直至 t
a a= 2 min

n1/$0 $u0 = λ 。此时，

两个解之差是 

  eˆ)1( 0uu −=∆
nλ

 (8.4.21) 

只要 ∆ 足够小，就可继续增加 的值，直至a amax = 1。从计算实践看，当 λ n 比较小时，W

比较弯曲，需要选小一些的 。反之，则可选大些的 。 

)( s
u u+

a a
 由于所选的 u 难以精确落在W 上，随着时间的延续，计算出的不稳定流形

会逐渐偏离W ，最终失去可信性。因此，最好通过对自不同 u 出发的W

进行比较来验证其可靠性。究竟W 在多大范围内有效仍是值得探讨的问题。 

$0 )( s
u u+

)( s
u u+

)(ˆ
s

uW u+ )( s
u u+ $0

$ ( )u
s

+ u
ˆ

 对于一维稳定流形W ，选择适宜的 后采用逆向时间（)( s
s u 0û t → −∞）的数值积分即可

得到其近似解。如果是高维稳定流形，则计算变得非常复杂。 
    例 8.4.2 考察具有负刚度的 Duffing 振子 

     u              (a)01.0 3 =+−+ uuu&&&

计算其鞍点的不变流形。 
    解：将方程(a)改写为状态变量形式的二维

自治系统 

)(
1.0 2

3
11

2

2

1 ufu =







−−

=







=

uuu
u

u
u
&

&
&    (b)

系统的鞍点是 ，易见 ( , )0 0

                (c)







−

=
1.01

10
)0(Df

 
 

-1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

-1.0

-0.5

0.0

0.5

1.0

Wu(0)

Wu(0)

Ws(0)

Ws(0)

u2

u1  

图 8.4.5 Duffing 振子鞍点的不变流形 

其特征值和相应的规一化特征向量为 
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   (d) 






==
−=−=

T
22

T
11

]6892.07245.0[,9513.0 
]7245.06892.0[,0513.1

ϕ
ϕ

λ
λ

取 ，用 4 阶 Runge-Kutta 法配合上述方法，计算得到鞍点 的不变流形如图 8.4.5
所示。 

a = 01. ( , )0 0

8.5 混沌的统计分析 

 本节讨论 如何根据非线性动力系统的计算或实验结果来判断混沌现象，并分析其内在特

性。在研究实际系统的混沌问题时，像 Melnikov 方法这样的解析手段寥寥无几。因此，对混

沌的判断和对其特性的分析必须使用数值方法，特别是统计方法和信息论方法。而正是有了

计算机和这些现代方法，对混沌的研究才有今天这样丰硕的成果。 

8.5.1 混沌序列的判断 

 非线性动力系统的计算或实测响应数据常常看上去杂乱无章。人们需要判断，这种不规

则数据代表的是混沌运动，还是受到各种测量、计算误差污染的周期运动或概周期运动。例

如，已知系统某个自由度的稳态位移等间隔采样序列 u t j Nj( ), , , ,=1 2 L ，并且 N 足够大，需

要判断系统在该点的运动状态是否是混沌的。通常，可采用下述方法来进行检验。 
 (1) 谱分析 
 由于混沌运动是非周期的，因此可对序列u t j Nj( ), , , ,=1 2 L 作 Fourier 变换，观察其幅值

谱或功率谱。周期运动和概周期运动一般具有一个或多个突出的谐波成分，而混沌运动和瞬

态运动的谱成分比较复杂，在比较宽的频带内具有明显的连续谱。为了剔除瞬态运动，计算

或实验采样时要有足够长的等待时间，要确保系统已进入稳态运动。 
 (2) 吸引子的 Poincaré 截面 
 周期运动和概周期运动的相轨线在 Poincaré 截面上为孤立的不动点和封闭曲线，而混沌

吸引子的 Poincaré 截面是具有无穷自相似结构的离散点集。因此，可通过构造 Poincaré 截面

来观察序列 u t j Nj( ), , , ,=1 2 L

tutu jj (),( &

), &u t

的特征。一般可先对位移序列进行数值积分得到速度序列，形

成一条相轨线序列 ( 。若系统受到周期激励，可以用激励周期为间隔

对相轨线序列进行采样；若不然，可根据上述幅值谱中最低阶峰对应的周期进行采样。将二

次采样得到的新序列 ( ( 在 平面上以离散点绘出。只要

Nj ,,2,1)), L=

( )), , ,u t kj jk k
=1 2 L, M ( , &)u u M 足够

大，就可观察到吸引子在 Poincaré 截面上的特征。 
 (3) 吸引子的重构 
 吸引子的重构不是一种独立的方法，而是为了减少构造吸引子 Poincaré 截面的工作量而

提出的辅助手段。一般来说，为了完整描述一个 维动力系统的吸引子 ，应对系统的状态n A
u∈Rn 进行测量，获得向量采样序列 u( ), ,t j Nj , ,=1 2 L ，然后构造吸引子 的各个 Poincaré

截面。这不仅工作量大，而且对传感器和采样系统的要求很高。下面将说明，如果动力系统

具有光滑的向量场，仅用一个标量采样序列就可构造该系统吸引子的 Poincaré 截面。 

A

 具体地说，可以从某个自由度的位移序列u 出发，通过选择一个适宜的Njt j ,,2,1),( L=
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时间滞后量 ，构造如下 维向量的时间序列 0, >=−−= mjktt jkτ

tutu

tutut

mjj

jjj

=

+=

+ )()([        

)()([)(
def

τ

( )t j

)

)( jtv

n

)

L

(v

A

1

j,

N
r

j
k

1
2

def
= k )+

  v  (8.5.1) 
nmNjtutu

ntutu

nmjmj

jj

−=

++

++ ,,2,1,])()(

]))(2(
T

2

T

L

L ττ

不难证明，系统状态向量u 与向量 是一一对应的。事实上，如果给定 ，则

已定，由常微分方程解的唯一性知 唯一；若给定 ，则可构造一常微分方程边值问

题，将 唯一确定下来。因此，可以将向量 作为系统的状态向量来构造吸引子 的

Poincaré 截面。通常称 为延迟坐标（向量）。 

)( jtv
)jt

u( )t j u( )t j

A
(v )( jtv

u(t j )jt

 对于耗散系统，随着时间延续，其吸引子 最终要缩聚到某一 n 维流形上，而 。

此时，可以在降维的相空间中研究 。Takens 证明，为了保证 所在的复杂流形能嵌入进降

维的相空间，该相空间的维数至少应是

A n nA <<

A A
2nA +

[50]。因此，采用 2 1nA + 维延迟坐标向量

即可构造 。 

v( )t j

A
 能否成功使用延迟坐标技术的关键是选择适当的时滞τ ，亦即 。若 过小，则

与 几乎相同，不是独立坐标；而若 过大，对于混沌吸引子而言，u 与 毫不

相干。一种适中的选择方法是，计算序列 u t

m m

( jt

u t j m( )+

u t j( ))( jtu m )m+

N,j( ) , ,=1 2 L 的自相关函数序列 

  Nktutu
N

jj ,,2,1,0   ,()(
1

L=∑
=

 (8.5.2) 

取 为 r 获得极小值所对应的最小m k k 值。这时， u t 携带 所不具备的最多信息。 j m( + ) u t j( )
8

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-8
-6
-4
-2
0
2
4
6

u2

u1  
(a) 原坐标下的相轨线 

1 2 3 4
-6

-4

-2

0

2

4

6

u
2

u
1  

(b) 原坐标下的混沌吸引子 

-4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
-4
-3
-2
-1
0
1
2
3
4

u 1(
t+
π/

5)

u1(t)  
(c) 延迟坐标下的相轨线 

1.5 2.0 2.5 3.0 3.5
-0.5

0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

2.5

3.0

u 1(t+
π/

5)

u
1
(t)  

(d) 延迟坐标下的混沌吸引子 

图 8.5.1 Ueda 混沌吸引子的不同表示 
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 再次考察系统(7.1.3)，其混沌吸引子被称为 Ueda吸引子。图 8.5.1 给出了在坐标 ( , 和

延迟坐标

&)u u
( ( ), ( / ))u t u t + π 5 下的相轨线及吸引子的 Poincaré 截面( mod( , )t 2 0π = )。 

     最后需要指出，上述几种方法都是定性的，使用中会掺杂进观测者的主观判断。特别

当 N 不是足够大，或序列 u t j Nj( ), , , ,= 1 2 L 带有系统瞬态响应时，会大大影响判断的准确性。

因此，实践中还需采用更可靠的定量方法。 

8.5.2 Lyapunov指数 

 对于平衡点和周期运动，人们常用系统在平衡点的 Jacobi 矩阵特征值实部以及周期运动

扰动方程的特征指数实部来判断其稳定性。Lyapunov 指数是对上述特征值和特征指数的一种

推广，给出了对系统任意相邻相轨线平均发散程度或平均收敛程度的一种度量。因此，它可

用于包括平衡点、周期运动、概周期运动乃至混沌运动的稳定性描述，是目前判断混沌最可

靠的一种定量方法。 
 (1) 连续动力系统的 Lyapunov 指数 
 a. 基本概念 
 现考察连续动力系统 

   (8.5.3) 1,),,( RtRt n ∈∈= uufu&

的相轨线 u( )t ，研究其相邻相轨线 u( )t 与它的距离随时间延续的发散程度。记 

  )0()0(),()()(
def

0

def
uuwuuw −=−= ttt  (8.5.4) 

对于充分小的 )(tw ， 满足线性变系数常微分方程 )(tw

  




=
=

0)0(
),(

ww
wuDfw t&

 (8.5.5) 

定义 u( )t 与有初始距离 的相邻轨线间的 Lyapunov指数为 w0

  
0

def

0
)(

ln1lim),(
w

w
wu

t
tt +∞→

=σ  (8.5.6) 

通常，人们关心相轨线的发散程度，当 t → +∞时 w0 在定义中并不起作用。事实上， 

  
t

t
tt

t
ttt

)(ln
lim

ln
lim

)(ln
lim)( 0

0
www

w,u
+∞→+∞→+∞→

=−=σ  (8.5.7) 

 线性微分方程(8.5.5)的解 w( )t 可由基本解矩阵W ( )t 中各列的线性组合给出 

   (8.5.8) ∑
=

==
n

k
kk twtt

1
00 )()()( WwWw

其中W I( )0 = 。因此，可引入 u( )t 与基本解矩阵W ( )t 中各列向量间的 Lyapunov 指数 

  nk
t

tk

tk ,,2,1    ,
)(ln

lim)(
def

L==
+∞→

W
uσ  (8.5.9) 
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通常约定（若不然，则重新排序） 
  σ σ σ1 2≥ ≥ ≥L n  (8.5.10) 

 b. 基本性质 
 现考察σ ( , )u w0 与诸σ k ( )u 间的关系。为了简单起见，不妨设u( )t 是平衡点或闭轨。因

此，方程(8.5.5)是常系数或周期系数的线性微分方程。根据基本解的结构以及约定(8.5.10)，
对于充分长的时间 有 t

   
)()(e         
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 (8.5.11) 

其中 是常向量或周期函数向量。若pk t k n( ), , , ,= 1 2 K w01 0≠ ，则有 

  )(
)(ln

lim
ln

lim
)(ln

lim)( 1
101

0 u
Ww

w,u σσ =+==
+∞→+∞→+∞→ t

t
t
w

t
t

ttt
 (8.5.12) 

该结论对于任意相轨线 u( )t 也成立。一般地，若 w j kj0 0 1 2 1= = −, , , ,L ，但 ，则有 w k0 0≠

  )(
)(ln

lim)( 0 u
W

w,u k
k

t t
t

σσ ==
+∞→

 (8.5.13) 

这说明，诸σ k ( )u 从大到小依次制约相轨线 u( )t 的扩张速度。 
 以具有系数矩阵 的线性定常系统为例，其任意解的扰动A w( )t 均满足原系统方程，从而

有 

                  (8.5.14) ∑∑
==

==
n

k

t
kk

n

k
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kwtwt
1
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0 e)()( λϕWw

其中 λ k , nkk ,,2,1, L=ϕ 是矩阵 的特征值和特征向量。因此 A
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 (8.5.15) 

这说明：对于线性定常系统，Lyapunov 指数就是系统矩阵特征值的实部。读者不难证明，对

于具有周期系数的线性系统，Lyapunov 指数与系统的特征指数实部相同。因此，Lyapunov
指数是对系统特征值和特征指数的一种推广。 
 对于线性系统，根据(8.5.10)式所约定的 Lyapunov 指数排序还给出一个有用的结论，即

存在如下子空间序列 
  W =  (8.5.16) }span{,},,,,span{},,,,span{ 322211 nnnn WW ϕϕϕϕϕϕϕ == LLL

满足 
   (8.5.17) 1dim,2dim,,1dim,dim 121 ==−== − nn WWnWnW L

    (8.5.18) nn WWWW ⊃⊃⊃⊃ −121 L
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对于平衡点的初始扰动 

   (8.5.19) 1      ,)0( RcWc ik

n

ki
ii ∈∈=∑

=

ϕu

当时间 充分长时，所有的 与 相比皆可忽略不计，因此 t eσ i t i k, > eσ k t

   (8.5.20) t
kk

t
n

ki
ii

ki cct σσ ee)( ϕϕ →=∑
=

u

 c. Lyapunov 指数与吸引子的关系 
 由于 Lyapunov 指数的定义包含了 t → +∞的要求，因此它可以度量系统吸引子的稳定性，

甚至成为划分吸引子类型的判据。以 3 维耗散自治系统为例，对于渐近稳定平衡点，其 3 个

Lyapunov 指数的符号为 ( , , )− − − ，这表明相邻相轨线沿空间的 3 个方向收缩，最终缩聚到该

平衡点上。对于渐近稳定闭轨，其 Lyapunov 指数的符号为 ( , , )0 − − ，表明相邻相轨线沿闭轨

切方向既不收缩也不扩张，而沿其他两个方向最终缩聚到闭轨上。对于渐近稳定的环面运动，

其Lyapunov指数的符号为 ( , ，即相邻相轨线沿环面切平面上的任意方向无收缩和扩张，

而沿环面的法线方向缩聚到环面上。对于混吸引子，其 Lyapunov 指数的符号为 ，即

相轨线沿某一方向发散，而沿另一方向收缩，这种矛盾折中的结果是相轨线发生无限多次的

拉伸与折叠。表 8.5.1 给出了 n维系统吸引子与 Lyapunov 指数的关系。 

,0 0 −)
( , , )+ −0

表 8.5.1 Lyapunov指数与系统吸引子的关系 

序号 吸引子类型 Lyapunov 指数 

1 渐近稳定平衡点（0 维） σ k k n( ) , , , ,u < =0 1 2L  

2 渐近稳定闭轨（1 维） σ σ1 0 0 2 3( ) , ( ) , , , ,u u= < =k k nL  

3 渐近稳定环面（2 维） σ σ σ1 20 0 0 3 4( ) , ( ) , ( ) , , , ,u u u= = < =k k nL  

4 渐近稳定 K-环面（K 维） σ σk kk K k K K( ) , , , , ( ) , , , ,u u= = < = + +0 1 0 1 2K L n  

5 混沌吸引子（分数维） σ σ1 0 0 2 3( ) , ( ) , , , ,u u> ≤ =k k nL  

6 超混沌吸引子（分数维） σ σ σ1 20 0 0 3 4( ) , ( ) , ( ) , , , ,u u u> > ≤ =k k nL  

(2) 离散动力系统的 Lyapunov 指数 
 考察映射序列 

   (8.5.21) L,2,1,0     ,   ),(1 =∈=+ jRn
jjj uuPu

为了分析映射点 u j 及相邻映射点 间距离随映射次数增加的变化，引入 u j

  L,2,1,0
def

=−= jjjj uuw  (8.5.22) 

定义 u 与有初始距离 的映射点 的 Lyapunov指数为 j w0 u j
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limln1lim)(
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def

0 +∞→+∞→
==σ  (8.5.23) 

对于充分小的 w j ，有 

  L,2,1,0  ,)()()( 0

def

0
01 ==== ∏

=
+ jj

j

i
ijjj wAwuDPwuDPw  (8.5.24) 

将矩阵 的特征值A( )j λ k j( ) 按实部由大到小排序为 λ λ λ1 2, , ,L n ，记相应的特征向量为

ϕ ϕ ϕ1 2, , ,L n。定义映射(8.5.26)沿特征向量ϕ k 的 Lyapunov 指数为 

  nk
j

jk
jk ,,2,1          ,)(lim

def
L==

+∞→

λσ  (8.5.25) 

读者不难证明，式(8.5.13)对于离散动力系统也成立。 
 (3) Lyapunov 指数的计算 
 直接根据定义来计算 Lyapunov 指数存在许多技术问题。例如，计算中经常遇到病态问

题；又如，实际可用的时间序列并不是无限长，甚至是不长的。以下将讨论根据系统方程来

计算某一相轨线的全部 Lyapunov 指数。关于如何由实验数据计算 Lyapunov 指数可参见文献

[51,52]。 
 此方法的基本依据是式(8.5.19)和(8.5.20)所刻划的线性系统性质，在子空间W 中的任意

初始扰动最终将趋于 。对于选定的相轨线

k

eσ k t u( )t ，可根据线性常微分方程(8.5.5)由大到小

给出计算 Lyapunov 指数的方法。 
 a. σ 1的计算 
 由于任意的初始扰动皆落入W ，所以任选初始扰动 ，将方程(8.5.5)数值积分至1 w0

t KT= ，得到 w ，其中)(KT T > 0 一般可选为 10 倍于线性化系统的最长固有周期。根据

Lyapunov 指数的定义以及式(8.5.12)，当 K 充分大时 

  )(ln1)(1 KT
KT

wu ≈σ  (8.5.26) 

 对于混沌吸引子，σ 1 0( )u > 会导致计算w( )KT 时数值不稳定。因此，通常将积分过程在

时域分为 K 段 [ , ],[ ) , ]1, ], ,[(0 2T T T K T KTL − ，当 t kT k K= =, , , ,1 2 L 时暂停积分，将当前解向量

进行范数规一，然后作为下一段积分的初始向量。如果将这样逐段处理后得到的解向量记作

，则 ~( )w t

  )(~)(~)2(~)(~)( KTTKTTKT wwwww −= L  (8.5.27) 

因此 

  ∑∏
==

=≈
K

k

K

k

kT
KT

kT
KT 11

1 )(~ln1)(~ln1)( wwuσ  (8.5.28) 

计算中，可从比较大的 k 开始，观察σ 1随着 k 增加的变化，到变化不明显时即终止计算。 
 b.σ 2 的计算 
 由于方程(8.5.5)具有时变系数，即使 ，随着 的增加仍会出现 。下面20 W∈w t tt 1e)( σ→w
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将设法使 w( )t 不完全被 主宰。 eσ 1t
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 选择两个线性无关的初扰动向量 和 ，将方程(8.5.5)数值积分至w10 w20 t T= ，得到两个

解向量 和 。对 和 作 Gram-Schmidt 正交化和范数规一化处理，引入 w w2 ( )T 1( )T w )2 (T
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121222212121
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wwwwvvv

wvvv
TT
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 (8.5.29) 

这样选择的 和 彼此正交，而且保证所张的子空间与向量 和 所张子空间相

同。以 和 作为新的初始向量，继续将方程(8.5.5)数值积分至

~w21 w1( )T w2 ( )T
~w11 21 t T= 2 ，得到解向量

和 ，然后重复上述 Gram-Schmidt 过程得到 

~ ( )w1 2T
~w2 (2T
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 (8.5.30) 

如此重复下去直至 t = ，而 K 充分大。 
 由于自 出发的解向量仅当10 t kT k K= =, , , ,1 2 L

t kT k
时进行过范数规一化处理，因此

。而自 出发的解向量每逢~ ( )w1 t → w20 K= =, ,1 2, ,L 时进行了与 正交化的处

理，从而 。所以，当

~ (w1 kT

2 ) W∈ K 充分大时得到 
)
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ln1ln1      ,ln1ln1 vvv σ≈1σ  (8.5.31) 

这表明可同时得到最大和次大的 Lyapunov 指数。 
 c. 全部 Lyapunov 指数的计算 
 为了同时计算全部 Lyapunov 指数，只要选 个线性无关的初始扰动 ，不

妨就选自

n wi i n0 1 2, , , ,= L

u( ( ))0
K,L

的特征子空间。然后分别以它们作为初始向量积分方程(8.5.5)，每逢

时暂停下来，对解向量进行 Gram-Schmidt 正交化 kkTt ,=
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 (8.5.32) 

最终，对于充分大的 K 得到全部 Lyapunov 指数 

  ∑∏
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ik
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KTKT 11

,,2,1     ,ln1ln1
Lvv  (8.5.33) 

 最后指出，这种算法只是众多 Lyapunov 指数算法中的一种，但却是最基本的。其他算

法中也都包含了不断将初始向量规一化和正交化的步骤。 

8.5.3 分形与分数维* 

 第 7 章指出，Logistic 映射和 Hénon 映射的混沌吸引子具有无穷自相似结构，并称这样

的结构为分形。一般来说，分形是指具有无限精细、非常不规则、无穷自相似结构和非整数

维数的点集。在大自然中，海岸线、雪花、云雾这些不规则形体都属于分形。动物体内血管
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的分支再分支、肺的内部结构等同样具有分形特征。虽然 1875 年德国数学家 Cantor 提出的

三分集就是分形的例子，但对分形的系统研究始于 20 世纪 60 年代法国学者 Mandelbrot 探索

棉花价格随时间变化的规律。这与 Lorenz 从实际问题中发现混沌具有某种巧合。30 多年来，

分形理论及其应用已发展成与混沌理论及其应用并驾齐驱的非线性科学重要分支。 
 图形的维数和测度是其基本不变量。在传统的几何观念中，图形的维数总是自然数，而

零测度点集是很稀疏的点集。然而，自 Cantor 起，数学家们就不断发现一些奇怪的几何体，

用测度或整数维不足以描述其特征。 
 首先，考察著名的 Cantor三分集，其构造如下。将实数轴上的区间[ , 作三等分，去

掉中间的区间 ( ，剩下 个区间，各长1 ；将剩下的区间[ 和[ 再作三等

分，去掉各自中间的区间 和 ，剩下 个区间，各长 ( ；如此重复下

去，直至无穷，将最终剩下的点集记作

]0 1
] /2

2)3/1
)3/2,3/1 2

/2
3/

)9
3/1,0 ]1,3

)9,9/1( /8,9/7( 22
Ω 2 。显然，Ω 2 具有无穷自相似结构，点的分布有密

有疏。该点集的测度是 

  0)
3
2(lim)

3
1(2lim)( 1 ==×=

+∞→+∞→

n

n

nn

n
m Ω  (8.5.34) 

不能反映点集Ω1 在区间 [ , 中占有点的份额。 ]0 1

 其次，考察由波兰数学家 Sierpinski 构造的 Sierpinski 地毯。参考图 8.5.2，将单位边长

的正方形等分为 9 个小正方形，挖去中间的一个；将剩下的每个小正方形再等分为 9 个更小

的正方形，挖去中间的一个；如此重复，直至无穷，并记最终结果为Ω 2 。显然，这样形成

的 Sierpinski 地毯Ω 2 具有无穷自相似结构，点的分布有密有疏。点集Ω 2 的测度是 

  0)
9
8(lim)

9
1(8lim)( 2 ==×=

+∞→+∞→

n

n

nn

n
m Ω  (8.5.35) 

同样无法反映Ω 2 在区间 [ , 中占有点的份额。 ] [ , ]0 1 0 1×

 (a) 第一次操作 (b) 第二次操作 (c) 第三次操作 

图 8.5.2 Sierpinski 地毯的构造过程 

 在这两个例子启发下，读者不难将任意的 维实心几何体挖成一个零测度点集。这自然

留下一个问题，这类点集的维数是多少呢？为了刻划上述零测度点集在空间占有点的份额，

人们转向拓宽维数的概念，提出了许多种维数的定义。在描述混沌吸引子方面，经常使用以

下几种维数。 

n

 (1) 容积维数 
 先考察面积为 S 的 2 维区域Ω 。如果它可由 N ( )ε 个边长为 ε 的正方形覆盖，则 
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  N S( )ε
ε

≈ 2      即     )1ln(2ln)(ln
ε

ε += SN  (8.5.36) 

由此可得到Ω 的维数 

  lim ln ( )
ln( / )

dim( )
ε

ε
ε→

= =
0 1

2N
Ω  (8.5.37) 

 对于一般点集Ω ⊂ Rn ，如果它可由 N ( )ε 个边长为 ε 的 维超立方体覆盖，定义 n

  
)/1ln(
)(lnlim)(dim

0

def

ε
ε

Ω
ε

N
B

→
=  (8.5.38) 

并称其为点集Ω 的容积维数或盒维数。 
 该定义中隐含的一个问题是，选择不同的覆盖是否会导致不同的容积维数？细致研究的

结论的确如此。为避免歧义，一般取最小计算结果作为容积维数。 
 对于 Cantor 三分集Ω1 ，在其构造过程中第 步，所有点被 2 根长度为1 3 的线段所覆

盖，因此其容积维数为 

n n / n

  dim ( ) lim ln
ln[ / ( / )]

ln
ln

.B

n

nΩ 1 0

2
1 1 3

2
3

0 6309 1= = ≈
→ε

<  (8.5.39) 

类似地，可计算出 Sierpinski 地毯Ω 2 的容积维数为 

  dim ( ) lim ln
ln[ / ( / )]

ln
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.B
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nΩ 2 0
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<  (8.5.40) 

由此可见，这两种具有无穷自相似结构的分形点集的维数是无理数。通常，人们习惯用分数

维这一术语来表示分形所具有的非整数维性质。 
 由于混沌吸引子具有分形特征，因此容积维数是描述它的重要不变量。为了计算容积维

数，可在混沌吸引子 所占据的空间上划分很密的网格，得到大量边长为A ε 的正方形（立方

体），然后对混沌吸引子 所占据的小正方形（立方体）计数得到A N ( )ε ，最后求得 的近似

容积维数 
A

  dim ( ) ln ( )
ln( / )B A N

≈
ε
ε1

 (8.5.41) 

根据这种方法可得到：2 维 Hénon 映射的混沌吸引子具有容积维数12 ，而 3 维 Lorenz 系统

的混沌吸引子的容积维数约为 。 
6.

2 06.
 显然，按照上述方法来计算容积维数仅限于低维系统。根据(8.5.41)可见 

  N B A( ) ( )dim ( )ε
ε

≈
1  (8.2.42) 

如果计算某一 dim ( )B A ≈ 5 的吸引子，对于 ε = 0 01. 这样并非很细的网格尺度，就有

。这个数字只是对所计算的吸引子点数的最低要求。仅记录这些点所需的计算机

内存量就已超过了现有计算机的容量。因此，不少学者致力于研究容积维数的计算方法，一

种与 Monte Carlo 随机方法相结合的高效算法见文献[53]。 

N ( )ε ≈ 1010
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 (2) 信息维数 
 容积维数建立在纯粹的度量概念基础上，没有反映动力系统的行为。信息维数则对此有

所改进。系统在空间中的位置只能在一定的精度 ε 内确定。记点集Ω 落入边长为 ε 的第 k 个

超立方体的概率为 Pk ( )ε ，Shannon 将刻划系统状态精度至 ε 量级所需的信息量定义为熵 

   (8.5.43) ∑
=

−=
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def
)(ln)()(

ε
εεε

N

k
kk PPI

在此基础上，定义Ω 的信息维数为 
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)(lim)(dim
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def

ε
εΩ

ε

I I →
=  (8.5.44) 

显然，当 Ω 以等概率落入各超立方体时 P Nk ( ) / ( )ε ε= 1 ，故 I N( ) ln ( )ε ε= ，从而

dim ( ) ( )I BdimΩ Ω= 。一般情况下， dim ( ) dim ( )I BΩ Ω≤ 。 
 对于 Cantor 三分集，如果记点位于左半区间和右半区间的概率分别为 和 ，可导出

其信息维数定义为 

PL PR

  dim ( ) ln ln
lnI

L L RP P P P
Ω 1 3

= − R+  (8.5.45) 

显然，当 时，P PL R= = 1 2/ dim ( ) dim ( )I BΩ Ω1 1= 。 

 (3) 关联维数 
 点集Ω 的关联维数也建立在点集Ω 落入各超立方体的概率基础上，定义为 
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这一定义反映了Ω 中各点间距离接近程度的概率，亦即彼此关联的程度。现给出该定义的一

个直观说明。 
 记Ω 中点的总数为 M ，Ω 中彼此距离小于 ε 的点共计m M( , )ε 对，定义相关函数 
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若Ω 中落入第 k 个超立方体的点数是 n Mk ( , )ε ，则有概率 
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第 k 个超立方体中的 n 个点构成 对点，如果不计相邻立方体中彼此距离小于k n nk
2 − k ε 的点

对，则有 
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 (8.5.49) 

若计入这一因素，应将C( )ε 修正为 
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   (8.5.50) 1      ,)(
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并且随着 ε 缩小， µ 也缩小。根据式(8.5.50)得 
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 (8.5.51) 

这表明，关联维数反映了Ω 中各点之间的相关程度。 
 (4) Lyapunov 维数 
 考察 维自治系统某个吸引子 ，记其 Lyapunov 指数为n A σ σ σ1 2≥ ≥ ≥L n ，设有正整

数 ，使得m n< σ σ σ1 2 0+ + + ≥L m ，则吸引子 的 Lyapunov维数定义为 A

  
1

21
def

)(dim
+

+++
+=

m

m
L mA

σ
σσσ L

 (8.5.52) 

若不存在上述 （例如 是渐近稳定的平衡点或闭轨），则定义 。 m A dim ( )L A = 0

 Kaplan 和 Yorke 最初提出这种定义是基于一种猜测，即由式(8.5.52)定义的维数与容积维

数相等。这一猜想迄今未得到严格证明，但得到了许多算例的支持。例如，由式(8.5.52)得到

Hénon 混沌吸引子的 Lyapunov 维数是1264 0 002. .± ，而其容积维数为1 。 261 0 003. .±
 现给出该猜测的一个直观化解释。取由吸引子 出发的任一相轨线，考察一个随轨线演

化的 n维超立方体

A
C ，其边长为 ε 。对于充分小的 ε ，使C 的第 条边与向量场 Jacobi 矩阵

的第 个特征向量平行，使其变化规律为 ，其中

i
i ε σe i t σ i 是轨线的第 个 Lyapunov 指数，

。为了计算容积维数，在

i
i , ,L n=1 2 , t = 0时用一边长为 ε 的超立方体 B 覆盖C 。选择指标 k 使

σ k + 0<1 ，命 B 的各条边以速率 收缩。因此，在 t 时刻覆盖εeσ k t+1 C 所需的超立方体 B 的数

目为 
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由此可得到 的容积维数估计 A
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取不等号的原因是这还不是最小的估计。Frederickson 等证明，最小估计发生在 k m= 时，从

而有 
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 (8.5.55) 

 采用 Lyapunov 维数的好处之一是可利用计算 Lyapunov 指数的成熟算法。此外，它可以

对低维系统混沌吸引子的维数进行估计。以3维耗散自治系统为例，混沌吸引子 的Lyapunov
指数满足

A
σ σ σ1 2 30 0> 0= <, , ，并且σ σ σ1 2 3 0+ + < 。因此，该吸引子的 Lyapunov 维数为 

  
3

12)(dim
σ
σ

+=AL  (8.5.56) 
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由此可见， 2 < 3<dim ( )L A 。这正是 Lorenz 吸引子所对应的情况。 

 (5) 几点注解 
 a. 每一种维数都有各自的特点，哪一种维数最好尚属研究中的问题，并且依赖于能否找

到高效的计算方法。 
 b. 由于维数的计算精度很低，所以用它来判断混沌并不可靠。吸引子维数的一个重要用

途是它提供了系统建模所需的最低自由度数。譬如，闭轨是 1 维的，可由最低维数为 1 的系

统来实现。若实验数据表明某混沌吸引子是 维的，则系统模型的最低维数是 。为了保

证吸引子所在的复杂流形可嵌入系统的状态空间，建模时上述系统的维数分别应取为 和 。

这些估计对于重构混沌吸引子以及控制混沌具有重要意义。 

2 26. 3
3 6

 

 

习  题 
 

1 任选一种数值积分方法编写其程序，选择不同的积分步长计算下述 van der Pol 系统的张

弛振动 





==
=+−+
0)0(,2)0(

0)1(10 2

uu
uuuu

&

&&&
 

将计算结果与图 2.4.3 进行对比。 
2 将 Newton-Raphson 迭代法和参数延续算法相结合，计算例 2.3.1 中系统的平衡点。 
3 考察简谐激励下的 Duffing 系统 

  u  ttututut ωcos5.0)(05.0)()(1.0)( 3 =+++ &&&

基于 4 阶 Runge-Kutta 方法编写打靶程序，从系统的线性近似解出发，计算系统在ω=1时
的周期振动。 

4 在题 3 基础上编写弧长方法的程序，计算激励频率ω∈[ . , . ]0 4 16 时该系统周期振动的幅频

曲线。 
5 编写简单胞映射程序，分别用 100×100 个胞和 300 300× 个胞计算例 8.4.1，并与例 8.4.1

的结果进行对比。 
6 编写程序，计算系统 u u&& u+ − =3 0自右侧鞍点 出发的异宿轨线。 ( , )1 0

7 基于 4 阶 Runge-Kutta 方法编写程序，计算系统 





==
=++

0.4)0(     ,0.3)0(
cos5.705.0 3

uu
tuuu

&

&&&
 

的稳态混沌运动。根据图 8.5.1 中的坐标和延迟坐标绘制吸引子的 Poincaré 截面。 
8 阐述 Lyapunov 指数的几何意义。 
9 构造一个二维映射序列，使其具有一个为零的 Lyapunov 指数。 
10 编写程序，计算题 8 中系统稳态混沌运动的 Lyapunov 指数。 
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11 将单位正方面积分为 个小块，去掉其中的 m 个小方块（2l l m≥ +1， 为整数）。然后

对每个剩下的小方块（其面积为

l m,
1
2l
）重复上述过程，直至无穷。证明最终形成的点集具

有分维数 D =
log( )

log
l m

l
−2 2

。 

12 对于 Hénon 映射 





→
−+→

12

2
121 3.13.01:

uu
uuuf  

   任选正方形闭区域[ ]2,2[]2,2 −×− 中两点，分别产生迭代序列，计算各自的容积维数。 
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附录 1 用MAPLE求解非线性动力学问题 

 求解非线性动力学问题涉及到大量的符号推导和数值计算。随着所研究问题的深入，许多

复杂的推导和计算已非人力所及。近年来，随着计算机软件技术的飞速发展，国外相继开发出

了一些通用的数学工具软件包，如 MATLAB、MAPLE、MATHEMATICA。其中 MATLAB 以

数值计算见长，在控制系统与仿真中得到了广泛有效的应用。MAPLE 与 MATHEMATICA 则具

有强大的符号推导功能，被称为计算机代数（computer algebra）软件。这些软件将符号计算、

数值计算和图形显示有机地结合在一起，可以大大减少求解数学问题的时间。 
本附录介绍如何用 MAPLE 求解非线性动力学问题。MAPLE 是由加拿大 Waterloo 大学开发

的，目前国内广泛使用的是其 4.0 版本，其命令直观易记，计算结果可按人们所习惯的书写格

式显示。MAPLE 的主要功能如下： 
 (1) 数学推导：包括 Euclidean 几何、微积分、特殊函数、积分变换、常微分方程、偏微分

方程、微分几何、线性代数、抽象代数、张量代数、Lie 代数、图论、概率统计、金融分析等

各领域中的各种计算。 
 (2) 图形显示：包括各种二维、三维图形及动画。 
 另外，MAPLE 可以将其命令转换为 C 语言代码或 Fortran 语言代码，以便在其他计算机平

台上运行，还可以将 MAPLE 文件按 Tex 格式或 Html 格式输出。最新的 MATLAB 5.x 已将

MAPLE 4.0 的核心命令集成到其中，用户可在 MATLAB 平台上通过 maple('')来调用 MAPLE
的命令。但 MATLAB 不支持 MAPLE 中数学表达式的输出显示格式，也不支持 MAPLE 的绘图

命令，这给推导或计算结果的阅读带来不便。科技文档处理软件 Scientific Notebook 也将 MAPLE 
4.0 的核心命令集成到其中，使得数学公式即输入即得计算结果，非常方便。 

A1.1 MAPLE命令概述[54] 

(1) 基本命令 
MAPLE 的工作窗口中有“菜单栏”、“工具栏”和“命令栏”。MAPLE 的命令提示符为“>”。

在命令提示符下，通过键入“？”可打开在线求助窗口。若键入“？+Maple 命令”则打开该

Maple 命令的求助窗口，如“？plot”打开绘图命令 plot 的求助窗口。通过“？lib”可获得 MAPLE
提供的标准库函数的索引及有关帮助。而“？package”则可获得多达 30 余个解决特殊问题的

软件包的索引窗口，由此可进入各个包的求助窗口。MAPLE 的使用者开发了许多实用的共享

程序，如 shoot 是一个用打靶法求解两点边值问题的共享程序。利用“？share”可进入共享程

序库的索引及有关帮助窗口。当然也可通过“help”菜单获得相应的求助。 
MAPLE 的赋值符为“:=”，命令结束符为“；”或“：”，分别代表显示运算结果或不显示运

算结果。要调用前一步的计算结果，可用双引号“"” 。采用注释符“#”可以对程序加以注

解。MAPLE 的基本运算符是：+（加）、− （减）、∗（乘）、/（除）、^（乘方与开方）、sqrt（开

平方）。关系运算符有：<=（小于等于）、>=（大于等于）、<（小于）、>（大于）、=（等于）、

                                                        
 在 MAPLE 5.x 版本中，该符号被换成百分号%。 
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〈〉（不等于）。逻辑运算符有：and（与）、or（或）、nor（非）。需注意的是，“=（相等）”与

“:=（赋值）”不同。以下述赋值命令为例： 

>#  MAPLE 中以 pi 作为希腊字母 π  

>(a+b+c)*pi:  d:=sqrt(");  

其运行结果为 

π++= )(: cbad  

在进行符号运算时，要区分“表达式”与“函数”是两个不同的概念。例如，命令 

>p:=a*u^2+b*u+c； 

将多项式赋给 p，p 是表达式的名字，而不是函数，键入 p(1)是无意义的。定义函数可按如下两

种方式中的任意一种 

>p:=u->a*u^2+b*u+c:  q:=(u,v)->a*u*v+b*v^3: 

>p:=unapply(a*u^2+b*u+c, u):  q:=unapply(a*u*v+b*v^3, (u,v)): 

此时，p(1)和 q(1,2)的运行结果分别是 a+b+c, 2a+8b。 
 对于一些比较复杂的记号或表达式，为了减少多次输入时的工作量，可以用命令 alias 给它

们取代号或缩写，具体用法见例 A1.1.1。 
从理论上讲，MAPLE 可给出任意精度的计算结果。在作浮点运算时，MAPLE 默认的有效

数字是 10 位。有两种方式可改变计算结果的有效数字位数。一是在命令提示符下，键入

“Digits:=n”将有效数位设置为 n。二是利用命令 evalf(expr, n)使表达式 expr 的计算结果保留 n
位有效数字，如 evalf(pi/3)的结果是 1.047197551，evalf(pi/3,18)的结果是 1.04719755119659775。
要注意的是，命令 20/3 与 20.0/3 的结果是不同的，前者是分数 20/3，后者是 6.666666667。 
 (2) 常用命令及实例 
例 A1.1.1 用谐波平衡法求 Duffing 方程 

   (A1.1.1) 0)( 32
0 =++ uuu εω&&

的周期解，其 MAPLE 程序及结果显示如下。 
>restart:  # 命 MAPLE 清零，开始计算 

>alias(omega=w, omega[0]=w0, epsilon=e):  # 为希腊字母取代号 

>eq:=diff(u(t),t$2)+w0^2*(u(t)+e*u(t)^3)=0;  # 形成 Duffing 方程并显示结果  

0)]()([)(: 32
02

2
=++

∂
∂

= tututu
t

eq εω  

>u(t):=a*cos(w*t):  # 设周期解的形式 

                                                        
 在 MAPLE 中，diff(u(t), t$n) 表示将 u 关于 t 求 n 阶导数，一阶导数可用 diff(u(t),t)。若求由 =0 确

定的隐函数导数 ，可用命令 implicitdiff(f(x,y),y,x$n)计算。在显示导数计算结果时，导数符号都采用 。

求积分的命令是 int(f(x), x)和 int(f(x), x=a..b)，前者求 的不定积分，结果是不带任意常数的原函数，后者

计算 在区间 [ 上的定积分。  

)(t ),( yxf
)(ny

,ba

∂
)(xf

)(xf ]
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>combine(eq,trig):  # 将解代入方程并对三角函数作积化和差 

>eq:=collect(", [cos(w*t),a]);  # 合并同类项并显示结果 

0)3cos(
4
1)cos(]

4
3)([: 32

0
32

0
22

0 =++−= tataaeq ωωεωωεωω  

>blc:=coeff(lhs(eq),cos(w*t))=0;  # 取 )cos( tω 项的系数并令其自相平衡  

0
4
3)(: 32

0
22

0 =+−= aablc ωεωω  

>w=sqrt(solve(blc,w^2));  # 由上式求出自由振动频率ω  

22
0

2
0 4

3 aωεωω +=  

由于ε 是小参数，可设3 。用命令 series 或 Taylor 取上式在 a 处 Taylor 级数

展开的 3 阶截断多项式，经过转换和化简得到与 3.1 节相同的结果。 

14/2 <<aε 0=

> convert(series(rhs("),a=0,3),polynom):   w=simplify(",'symbolic'); 

2
00 8

3 aεωωω +=  

命令 convert(expr, form, options)的作用是将表达式 expr 转化成不同的形式。级数展开式

series(w,A=0,3)中带有余项，convert 命令把其中的余项去掉而将展开式变为多项式。在下面的

例子中将多次使用该命令，把三角式变为指数式，把算子方程变为微分方程，它还可把数组变

为矩阵，等等。 
例 A1.1.1 中还用到了解方程命令 solve。解代数方程的调用格式是 solve(eqs, vars)或

fsolve(eqs, vars, options)。前者是一般用法，也可用于求解不等式，后者用于求数值解。对求解

多项式方程组，可调用以Gr 基方法为基础的 Groebner 包或以 Ritt-吴文俊方法为基础的

共享程序 charsets。求解常微分方程的调用格式是 dsolve(eqs, vars, options)
bnero&&

。 
例 A1.1.2 求微分方程 

  tuuu =−+ 32 &&&  (A1.1.2) 
的通解及满足初始条件 2)0(,3)0( −== uu & 的特解。 

>dsolve(diff(u(t),t$2)+2*diff(u(t),t)-3*u(t)=t, u(t));  # 求通解 

tt ccttu 3
21 ee

3
1

9
2)( −++−−=  

>dsolve({diff(u(t),t$2)+2*diff(u(t),t)-3*u(t)=t, u(0)=3, D(u)(0)=-2}, u(t));  # 求特解 

ttttu 3e
9

11e2
3
1

9
2)( −++−−=  

若要求常微分方程的数值解，只需在选项(options)处添上 type=numeric 即可。还可对求解方法

                                                        
  lhs 表示等式的左边。类似的，rhs 表示等式的右边。 
  求解偏微分方程的基本用法是 pdesolve(eqs, vars)，还可调用 PDEtools，PDEplot 等包中有关的命令。  
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加以限制，MAPLE 提供了多达十几种数值求解方法供用户选择。 
在研究用常微分方程描述的动力系统时，微分方程工具包 DEtools 是非常有用的工具，提

供了许多方便实用的命令。例如，phaseportrait 是绘制相图的命令 ，而 poincare 可用来绘制

Hamiltonian 系统相图的 Poincare 截面 ，还有 matrix_riccati 可用于求解矩阵 Riccati 微分方程，

以及 Dchangevar 作微分方程变换，等等。 
 例 A1.1.3 利用 MAPLE 绘制 Lorenz 方程 

  (A1.1.3) 








+−=
−−=

−=

2133

31212

121

667.2
28

)(10

uuuu
uuuuu

uuu

&

&

&

的相轨线。 
>with(DEtools): 

>sys:=[D(u1)(t)=10*(u2(t)-u1(t)),D(u2)(t)=28*u1(t)-u2(t)-u1(t)*u3(t),D(u3)(t)=-2.667*u3(t)+u1(t)*u
2(t)]:  # 定义微分方程组 

>var:=[u1(t),u2(t),u3(t)]:  # 独立函数变量 

>ini:=[u1(0)=-15,u2(0)=-15,u3(0)=28]:  # 对初始条件赋值 
># 1. 采用 4 阶 Runge-Kutta 方法求解方程，并将相轨线投影到 平面上 ),( 21 uu

>phaseportrait(sys,var,t=0..30,[ini],stepsize=0.01,scene=[u1(t),u2(t)],thickness=1, 
linecolour=1,method=classical[rk4]); 

 

图 A1.1.1 Lorenz 方程的相轨线在 ( 平面上的投影 ), 21 uu

># 2. 采用 3 阶 Runge-Kutta 方法求解方程，并将结果投影到 平面上 ),( 23 uu

>phaseportrait(sys,var,t=0..30,[ini],stepsize=0.01,scene=[u3(t),u2(t)],thickness=1, 
linecolour=1,method=classical[rk3]); 

                                                        
  在作图工具包 plots 中有一命令 odeplot 也可用于画相轨线，见例 A1.1.7。 
  DEtools 中有一子包 Poincare 处理 Hamiltonian 系统。 
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图 A1.1.2 Lorenz 方程的相轨线在 平面上的投影 ),( 23 uu

># 3. 采用 Adams-Bashford-Moulton 预测-校正方法求解方程，投影到 平面上 ),( 31 uu

>phaseportrait(sys,var,t=0..30,[ini],stepsize=0.01,scene=[u1(t),u3(t)],thickness=1,linecolour=1,met
hod=classical[abmoulton]);  

 

图 A1.1.3 Lorenz 方程的相轨线在 ( 平面上的投影 ), 31 uu

例 A1.1.4 利用 MAPLE 将直角坐标描述的二维自治系统 

   (A1.1.4) 






++++=

++−+=

1
2
2

2
12

2
2

2
12

2
2
2

2
11

2
2

2
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)]([)(

)]([)(

uuubwuuuau

uuubwuuuau
&

&

化为极坐标形式。 
>restart: alias(u[1]=u[1](t),u[2]=u[2](t),r=r(t),theta=theta(t)):  # 定义代号 

>eqs:=diff(u[1],t)=a*(u[1]^2+u[2]^2)*u[1]-(w+b*(u[1]^2+u[2]^2))*u[2], 

      diff(u[2],t)= a*(u[1]^2+u[2]^2)*u[2]+(w+b*(u[1]^2+u[2]^2))*u[1];  # 定义方程 
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1
2
2

2
12

2
2

2
122

2
2

2
11

2
2

2
11 ))(()(,))(()(: uuubwuuuau

t
uuubwuuuau

t
eqs ++++=

∂
∂

++−+=
∂
∂

=  

># 其中 eqs 代表方程组，两个方程在 eqs 按前后顺序存放。若将两个方程用大括号{ }括起来则

不规定它们的先后顺序，而用中括号[ ]则规定先后顺序。 
>with(DEtools, Dchangevar):   # 仅调用微分方程工具包中的变量代换命令 

>Dchangevar({u[1]=r*cos(w*t+theta),u[2]=r*sin(w*t+theta)},{eqs},t): {"[1],"[2]}:  

># 对方程自变量作代换并将方程组转换为集合形式，其中"[n]表示前一步结果的第 n 项或序列

的第 n 个位置上元素 

>solve(",{diff(r,t),diff(theta,t)}): simplify(",trig): combine(",trig);  # 求出 r&和 并化简 θ&

23 , br
t

arr
t

=
∂
∂

=
∂
∂ θ  

例 A1.1.5 分析如下三维自治系统零解的稳定性 

   (A1.1.5) 
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>with(linalg):  # 调用线性代数工具包 

>f[1]:=-2*u[1]+u[2]-u[3]+u[1]^2*exp(u[2]): f[2]:=sin(u[1])-u[2]+u[1]^2*u[2]+u[3]^4: 

 f[3]:=u[1]+u[2]-u[3]-exp(u[1])*(cos(u[3])-1);  # 定义方程右端向量场 

>jacobian([f[1],f[2],f[3]],[u[1],u[2],u[3]]):  # 计算向量场的 Jacobi 矩阵 

>subs(u[1]=0,u[2]=0,u[3]=0,"):   # 形成系统在零解处的 Jacobi 矩阵 

>Lambda=evalf(eigenvalues("),3);  # 计算 Jacobi 矩阵的特征值并取 3 位有效数字 

Λ = (-2.47,  -0.765-0.795 I,  -0.765 +.795 I) 

由于全部特征值皆有负实部，故零解是渐近稳定的。 
 在推导表达式时，常用到下述替换命令：subs(s=expr1, expr)，algsubs(expr1=expr2, expr, 
options)，subsop(n=expr1,expr)。命令 subs(s=expr1, expr)将 expr 中的符号 s 替换为 expr1；命令

algsubs(expr1=expr2, expr, options)把 expr 中所有能表示成 expr1 的函数的项或因子中的 expr1
替换为 expr2；而 subsop(n=expr1,expr)将 expr 中的第 n 项替换为 expr1，其更一般用法是

subsop([m,n,…]=expr1,expr)。例如，由命令 

>subs(u=sin(u),exp(u)); algsubs(u^2=v,a*u^4+b*u^2+c); subsop([2,2]=exp(u),sin(u)+ u*ln(u)); 

可分别得到 e ， ， sin( 。 )sin(u cbvav ++2 uueu +)
 另外， 命令 map(command, expr)也很有用，其作用是对 expr 中的每一项都实施命令

command。要计算某一函数在不同点的函数值，可使用该命令。例如： 
>f:=u->a*u^2+b*u+c:  v:=map(f,[u1,u2]);  # 对向量赋值 
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][: 2
2
21

2
1 cbuaucbuauv ++++=  

 对于一些比较复杂的算法，可以通过编写子程序来实现。MAPLE 中的子程序类似于其他

高级语言中的 subroutine 或 function，由 proc 开始，到 end 结束。 
 例 A1.1.6 由 7.2 节知，Logistic 映射u 随着参数)1(1 rrr upu −=+ p 的变化会发生倍周期分

叉，直至发生混沌。现编写 MAPLE 程序 Logistic 验证这一结论。 
>restart:  # 对于占用较大内存的程序，这个命令尤为必要 
>Logistic:= proc (u0,p1,p2,pd,n1,n2) 
>    local k, itere, p, u:  # 定义局部变量 
>    u:={}: p:= p1:  # 取 u 的初值为空集 
>    while p<= p2 do 
>      itere:=u0: 
>      for k to n1 do 
>         itere:=p*itere*(1-itere): 
>      od:  #  第一个 for 循环结束，略去前 n1 次迭代结果 
>      for k to n2 do 
>         itere:=p*itere*(1-itere): 
>         u:=u union {[p, evalf(itere, 4)]}:  # 命令 union 是集合的并运算符 
>      od:  #  第二个 for 循环结束 
>      p:= p+pd 
>    od:  #  while 循环结束 
>    plot([op(u)], 'p'=p1 .. p2, style=POINT, symbol=POINT,labelfont=[TIMES,ITALIC,12]):  
>end:  # 结束 
>Logistic(0.1,2.5,4,0.01,80,100);  # 调用程序 Logistic 得到映射在区间[2.5, 4.0]上的分叉图 

 
图 A1.1.4 Logistic 映射的分叉图 

 例 A1.1.6 用了两层循环，大循环 while 中嵌套了两个 for 循环，它们都是由 do 开始到 od
结束。循环的一般格式是： 
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while循环 for 循环 

while (conditions) do 

 (statements) 

od; 

for (statements) do 

 (statements) 

od; 

 在 MAPLE 中，绘制一元函数图形的基本用法是 plot(f(u), u=a..b, options)，而绘制二元函数

图形的基本命令为 plot3d(f(u,v), u=a..b, v=c..d, options)。对于其他一些特殊或复杂的图形，可由

命令 with(plots)调用绘图工具包 plots 来实现 。plots 包里有许多实用的命令，例如用命令

implicitplot(f(u,v), u=a..b, v=c..d)可绘制由 0),( =vuf 确定的隐函数 )(uvv = 及其分叉图，利用

odeplot 可绘制二维动力系统的相图。 
 例 A1.1.7 考察具有粘性阻尼的单摆 

 0sin =++ ukucu &&&   (A1.1.6) 
绘制其在区域 ( , &) [ , ] [ , ]u u ∈ − × −4 4 3 3 中的相图。 

 首先编写一段 MAPLE 子程序 pendphaseplot 如下： 
> pendphaseplot:=proc(c,k,ui,uf,n1,vi,vf,n2,ti,tf,n,vu,vv) 
>   s:={}: 
>   for i from 0 to n1 do 
>     a:=ui+i*(uf-ui)/n1: 
>     for j from 0 to n2 do 
>        b:=vi+j*(vf-vi)/n2: 
>        sys:=diff(u(t),t)=v(t),diff(v(t),t)=-k*sin(u(t))-c*v(t):             
>        fcns:={u(t), v(t)}:  
>        q:=dsolve({sys,u(0)=a,v(0)=b},fcns,type=numeric,method=rkf45):  
>        p:=plots[odeplot](q,[u(t),v(t)],ti..tf,numpoints=n, 
>           view=[vu,vv],scaling=CONSTRAINED): 
>        s:=s union p: 
>      od: 
>    od: 
>    plots[display]([op(s)]) 
>end: 
 其中，命令 odeplot 和前面已用到的 phaseportrait 都是先利用有关命令求出常微分方程的

数值解，再用绘图命令将相轨线绘制出来。对于单摆，选取参数取值后调用 pendphaseplot，可

分别得到 和 c 时系统的相图。 c = 0 = 05.
>pendphaseplot(0,2,-4,4,10,-3,3,6,-5,5,100,-10..10,-5..5);  # 无阻尼情形 

                                                        
  另一个绘图工具包 plottools 中有许多画特殊几何曲线、曲面、形体的命令。 
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>pendphaseplot(0.5,2,-4,4,8,-3,3,6,-5,5,100,-10..10,-6..6);  # 有阻尼情形 

图 A1.1.5 无阻尼非线性单摆的相图

 

图 A1.1.6 阻尼非线性单摆的相图 

无疑，MAPLE 的这些丰富绘图功能对于了解非线性动力系统的性质有很大帮助。 
 在研究碰撞、摩擦等分段描述的问题时需要用条件语句。MAPLE 中的条件语句为 

条件语句 1 条件语句 2 

if (conditions) then 

   statements 

else  

   statements 

fi: 

 

其中 else 段是可省略的 

if (conditions) then 

  (statements) 

  elif (conditions) then 

(statements) 

else 

(statements) 

  fi: 

 … 

fi: 
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例 A1.1.8 用 MAPLE 语言描述含间隙振子的分段线性弹性力 
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)(
uu
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uu

up  (A1.1.7) 

该函数可以用条件语句来描述 

>p:=u->if u<-1 then 2*u+1 elif -1 <= u and u <= 1 then u else 2*u-1 fi: 

>p:= proc (u) if u<-1 then 2*u+1 elif -1 <= u and u <=1 then u else 2*u-1 fi end: 

 在 MAPLE 中，还可用命令 piecewise(cond1,f_1,cond2,f_2,…,condn,f_n,f_otherwise)来定义

分段函数。因此，本例的函数可表示为： 

>u->piecewise(u<-1, 2*u+1, -1<=u and u<=1, u, 2*u-1): 

A1.2 建立弹性梁的非线性振动方程 

 1.2 节介绍了如何建立弹性梁的非线性运动微分方程并进行化简。现采用 MAPLE 来导出这

些方程。为了使公式表示简洁，此处某些表达式中项的位置与 MAPLE 显示的略有不同。 

># 1. 初始化 
>restart:  alias(rho=r,theta=th):  # 为希腊字母取代号 
>sin(th):=diff(w(x,t),x);  cos(th):=1-diff(w(x,t),x)^2/2:  # 取三角函数为梁挠度的 2 阶截断 

>M(x,t):=E*I*(1-3*diff(w(x,t),x)^2/2)*diff(diff(w(x,t),x),x):  # 弯矩表达式 

>N(x,t):=E*A*(diff(u(x,t),x)+diff(w(x,t),x)^2/2)*cos(th);  # 轴向力表达式 

># 2. 形成梁的动力方程 

>eq:='r*A*diff(u(x,t),t$2)-(diff(N(x,t)*cos(th)+diff(M(x,t),x)*sin(th)*cos(th), x)*cos(th))', 

     'r*A*diff(w(x,t),t$2)-(diff(N(x,t)*sin(th)-diff(M(x,t),x)*cos(th)*cos(th), x)*cos(th))';  
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># 将动力方程取 2 阶截断，分别得到 

>eqa:=collect(simplify(eq[1],{diff(w(x,t),x)^3=0}),diff(w(x,t),x))=0;   
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>eqb:=collect(simplify(eq[2],{diff(w(x,t),x)^3=0}),diff(w(x,t),x))=0;  
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># 3. 化简：忽略横向运动对纵向运动的影响，假定纵向运动定常并忽略纵向惯性效应，即轴

向载荷为常量，得到仅含横向位移的动力方程。 

>subs(diff(u(x,t),x$2)=0,diff(u(x,t),x)=-P[0]/E/A,lhs(eqb)):  # 将简化条件代入上述方程 

>eqb:=collect(",diff(w(x,t),x))=0; 
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># 取梁的第一阶固有振型，采用 Galerkin 方法将用偏微分方程化为单自由度常微分方程。 

>w(x,t):=sin(pi*x/l)*q(t):  # 取梁的横向位移为第一阶固有振型 

>int(lhs(eqb)*sin(pi*x/l),x=0..l):  # 代入 Galerkin 条件进行积分 

>algsubs(sin(pi)=0,"):  algsubs(cos(pi)=-1,"):  # 对三角函数的值化简 

>collect(expand("/(r*A*l/2)),q(t))=0;  # 得到单自由度常微分方程 
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A1.3 Duffing振子的主共振与 1/3次亚谐共振 

 本节用多尺度法来研究受简谐激励的 Duffing 系统 

   (A1.3.1)  )cos(2 32
0

2
00 tFuuuu ωεωωζω =+++ &&&

以下分别考察系统的主共振与 1/3 亚谐共振及其稳定性。 
 (1) 主共振及其稳定性 
 取 ，µεζω =0 fF ε= ，采用两时间尺度 t ， ，求方程的一次近似解。 t=1 tt ε=2

># 1. 初始化 

>restart:  alias(epsilon=e, omega=w, omega[0]=w0, t[1]=t1, t[2]=t2):  # 取代号 
>e:=(t1,t2)->e: w0:=(t1,t2)->w0: a:=(t1,t2)->a: f:=(t1,t2)->f: mu:=(t1,t2)->mu:  # ε , , , , 0ω a f
µ为常(函)数 

>ode:=(D@@2)(u)+2*mu*e*D(u)+w0^2*u+e*w0^2*u^3-e*f*cos(omega*t)=0;  # 定义方程 

0)cos()(2))((: 32
0

2
0

)2( =−+++= tfuuuDuDode ωεωεωεµ  

>e_order:=1:  # 定义ε 的阶数 
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>ode:=subs(D=sum('e^(i-1)*D[i]','i'=1..(e_order+1)),ode):  # 代入微分算子
21 tt

D
∂
∂

+
∂
∂

= ε  

># 2. 求一次近似解 

>u:=sum('v[i]*e^i','i'=0..e_order); 定义一次近似解 
ε10: vvu +=  

># 将解及微分算子代入方程并略去ε 的高次项，分离ε 的系数得 

>ode:=simplify(collect(ode,e),{e^2=0}): 

>for i from 0 to e_order do eq[i]:=coeff(lhs(ode),e,i)=0  od; 

0)(:]0[ 0
2
001,1 =+= vvDeq ω  

0)(2)(2)cos()(:]1[ 3
0

2
00102,11

2
011,1 =+++−+= vvDvDtfvvDeq ωµωω  

># 为了求解算子方程 eq[1]，将其转换为微分方程并将激励表示为指数函数 

>remove(has,lhs(eq[1]),cos):  convert("(t1,t2),diff): 

>eq[1]:="-convert(f*cos(w0*t1+sigma*t2),`exp`); 
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># 方程 eq[0]的解为 ，其指数函数形式为 ))(cos()( 21020 tBttAv += ω

>v[0]:=A(t2)*cos(w0*t1+B(t2)):  convert(",`exp`):  v[0]: =unapply(",(t1,t2)); 

)ee(
2

)(
),(: ))(+( -))(+( 2

210
210210 tBtItBtItA

ttv ωω +→=  

># 将 eq[0]的解代入方程 eq[1]得共振条件 

>expand(eq[1]):  collect(",exp(I*w0*t1)):  coeff(",exp(I*w0*t1),1): 

>map(x->x*exp(-I*B(t2)),"):   combine(",`exp`): 
># 作幅角变换 化简共振条件 )()( 222 tCttB −=σ

>subs(I*B(t2)=I*sigma*t2-I*C(t2),B(t2)=sigma*t2-C(t2),"): conds:=combine(",`exp`); 

)(e
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2 tAIftA
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−−=  

># 分离实部与虚部即得共振解的振幅与幅角应满足的微分方程 cond1=0, cond2=0 

>convert(conds,`trig`): 

>cond1:=collect(coeff(",I,0),[diff(A(t2),t2),cos(C(t2))]); 

>cond2:=collect(coeff("",I,1),[diff(A(t2),t2),sin(C(t2)),cos(C(t2))]);  

)(cos
2
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3))(()(:1 22
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∂
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−−= ωσω  
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∂
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=  

># 3. 稳态解的幅频方程 

>A(t2):=A: C(t2):=C: cond1=0; cond2=0; 

CfAA cos
28

3 32
00 −+− ωσω =0 

ACf
0sin

2
µω+− =0 

># 利用 sin 导出幅频方程 1cos22 =+ CC

>remove(has,(cond1),cos)^2+remove(has,cond2,sin)^2=simplify(select(has,cond1,cos)^2+select(ha
s,cond2,sin)^2,`trig`);  

22
0

22232
00 4

1)
8
3( fAAA =++− ωµωσω  

># 将上式两边同乘以 ，得用原系统参数表示的幅频方程 2ε

>af_eq:=subs(f=F,sigma=w-w0,A^3=e*A^3,mu=zeta*w0,");  

24
0

22232
000 4

1)
8
3)((:_ FAAAeqaf =++−−= ωζεωωωω  

>e:=0.1:  F:=0.1:  zeta:=0.01:  w0:=1:  # 数值例子 1 

>with(plots, implicitplot): 

>implicitplot(af_eq,omega=0..4,A=0..6,numpoints=10000,axes=box,labels=[w,A],labelfont=[SYM
BOL,12]);  # 绘制幅频曲线 

 
图 A1.3.1 刚度硬化 Duffing 系统的幅频曲线 

 
>e:=-0.1:  # 数值例子 2 

>implicitplot(af_eq,omega=0..2,A=0..6,numpoints=10000,axes=box,labels=[w,A],labelfont=[SYM
BOL,12],tickmarks=[[0,0.5,1,1.5,2],[0,1,2,3,4,5]]);  # 绘制幅频曲线 
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图 A1.3.2 刚度软化 Duffing 系统的幅频曲线 

># 4. 稳态解的稳定性 

> e:='e':  A:='A':  F:='F':  zeta:='zeta':  w0:='w0':  # 解除各变量的赋值使其重新成为变量 
># 注意到振幅 与幅角C 的微分方程组右端函数分别是)( 2tA )( 2t cond1/A,cond2 −− , 从而 

>linalg[jacobian]([-cond2,-cond1/A],[A,C]):  # 计算一阶方程组右端函数的 Jacobi 矩阵 

>subs(cos(C)=solve(cond1,cos(C)),sin(C)=solve(cond2,sin(C)),"):  

>map(simplify,"):  # 化简 Jacobi 矩阵 

>linalg[charpoly](",lambda): p:=collect(",lambda);  # 求其特征多项式 

44
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2
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2

64
27

2
32: AAp ωσωσωωµωµλλ +−+++=  

>coeff(p,lambda,0):  # 稳定性条件为 coeff(p,lambda,0)>0 

>stab_cond:=subs(A^4=e^2*A^4,mu=zeta*w0,sigma^2=(w-w0)^2, 

op(1,")=(w-w0)*e*op(1,")/sigma,"); # 用原参数表示稳定性条件 

424
0
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00

2
0

2
0
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2

64
27)(
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3)(:_ AAcondstab εωεωωωωωωωζ +−−−+=  

>af_eq;  # 幅频方程 

24
0

22232
000 4

1)
8
3)(( FAAA =++−− ωζεωωωω  

>w0:=1: zeta:=0.01: e:=0.1: F:=0.1:  # 再看数值例子 1 

>p1:=implicitplot(stab_cond,w=0..4,A=0..6,numpoints=10000,axes=BOX,view=[0..4,0..6],color=bl
ue):  # 在后台绘出临界稳定边界 

>with(plots, textplot):  with(plots, display): 

>p2:=textplot([2.5,5,`unstable region`],align={ABOVE,RIGHT}):  # 标注 

>p3:=implicitplot(af_eq,w=0..2,A=0..6,numpoints=6000,axes=box,thickness=2):  # 在后台绘制

幅频曲线 
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>display({p1,p2,p3},ytickmarks=[0,2,4,6],labels=[w,A],labelfont=[SYMBOL,12]);  # 显示后台

绘图结果 

 
图 A1.3.3 刚度硬化 Duffing 系统的幅频曲线及不稳定区 

>e:=-0.1: # 再看数值例子 2 

>p1:=implicitplot(stab_cond,w=0..3,A=0..6,numpoints=10000,axes=BOX,color=blue):  # 在后台

绘制临界稳定边界 

>p2:=textplot([2,3,`stable region`],align={ABOVE,RIGHT}):  # 标注 

>p3:=implicitplot(af_eq,w=0..3,A=0..6,numpoints=6000,axes=box,thickness=2):  # 在后台绘制

幅频曲线 

>display({p3,p2,p1},xtickmarks=[0,1,2,3],labels=[w,A],labelfont=[SYMBOL,12]);  

 
图 A1.3.4 刚度软化 Duffing 系统的幅频曲线及稳定区 

(2) 1/3 次亚谐共振及其稳定性 
仍取 ，但µεζω =0 )1(OfF == ， 。此时的求解程序类似于主共振情况，故

略去大部分注解。 

σεωω += 03
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># 1.初始化 

>restart:  alias(epsilon=e, omega=w, omega[0]=w0, t[1]=t1, t[2]=t2, beta=b): 

>e:=(t1,t2)->e:  w0:=(t1,t2)->w0:  a:=(t1,t2)->a:  f:=(t1,t2)->f:  mu:=(t1,t2)->mu: 

>ode:=(D@@2)(u)+2*mu*e*D(u)+w0^2*u+e*w0^2*u^3-f*cos(omega*t)=0; 

0)cos()(2))((: 32
0

2
0

)2( =−+++= tfuuuDuDode ωωεωεµ  

>e_order:=1: 

>ode:=subs(D=sum('e^(i-1)*D[i]','i'=1..e_order+1),ode): 

>u:=sum('v[i]*e^i','i'=0..e_order): 

>ode:=simplify(collect("",e),{e^(e_order+1)=0}): 

>for i from 0 to e_order do  eq[i]:=coeff(lhs(ode),e,i)=0  od; 

0)cos()(:]0[ 0
2
001,1 =−+= tfvvDeq ωω  

0)(2)(2)(:]1[ 1
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2
00102,111,1 =++++= vvvDvDvDeq ωωµ  

># 2.导出共振条件 

>eq[1]:=convert(eq[1](t1,t2),diff); 

0),(),(),(2),(2),(:]1[ 211
2
021

3
0

2
0210

1
210

12

2

2112
1

2
=++

∂

∂
+

∂∂

∂
+

∂
∂

= ttvttvttv
t

ttv
tt

ttv
t

eq ωωµ  

># eq[0]的解 及其指数形式 ),( 210 ttv

>v[0]:=b*cos(3*w0*t1+sigma*t2)+A(t2)*cos(w0*t1+B(t2)):  

>convert(",`exp`):  v[0]:= unapply(",(t1,t2)): 

>expand(lhs(eq[1]))：eq:=collect(",exp(I*w0*t1)):  coeff(",exp(I*w0*t1),1): 

>map(x->x*exp(-I*B(t2)),"): combine(",`exp`):  

>conds:=subs(I*B(t2)=(I*sigma*t2-I*C(t2))/3,B(t2) = (sigma*t2-C(t2))/3,"); 
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>convert(conds,`trig`):  cond1:=coeff(",I,0);  cond2:=coeff("",I,1); 
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++= ωωµβω  

# 3.稳态解的幅频方程 

>A(t2):=A:  C(t2):=C:  cond1=0;  cond2=0;  
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32
0

22
00

22
0 8

3
4
3

3
1cos

8
3 AAACA ωβωσωβω ++− =0 

ACA 0
22

0 sin
8
3 ωµβω + =0 

>remove(has,cond1,cos)^2+remove(has,cond2,sin)^2=simplify(select(has,cond1,cos)^2 

+select(has,cond2,sin)^2,`trig`): 

>af_eq:=subs(b^2=e*beta^2,mu=zeta*w0,sigma=w-w0,A^3=e*A^3, lhs(")) = e^2*rhs(");  

# 用原参数表示幅频方程 

424
0
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0
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0
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000 64
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8
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4
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3
1[:_ AAAAAeqaf βωεωζωεβωεωωω =+++−−=  

># 4.稳态解的稳定性 

>with(linalg): 

>jacobian([-cond2/w0, -normal(3*cond1/A/w0)], [A,C]): 

>subs(cos(C)= solve(cond1,cos(C)), sin(C)=solve(cond2,sin(C)), "):  map(simplify,"): 

>det(lambda-")：p:=collect(",lambda)；# 稳态解对应的 Jacobi 矩阵及其特征多项式 

42
0

42
0

2
0

222

64
27

16
27

2
3

3
132: Ap ωβωβωσσµλµλ +−+−−+=  

>coeff(p, lambda, 0): 

>stabil_cond:=subs(A^4=e^2*A^4,mu=zeta*w0,sigma^2=(w-w0)^2,b^4=b^4*e^2, 
select(has,coeff(p,lambda,0),3/2) = e*(w-w0)* select(has,coeff(p,lambda,0), 3/2)/sigma, "); 

42
0

242
0

22
00

2
0

2
0

2

64
27

16
27)(

2
3)(

3
13:_ Acondstab ωεβωεβωωωεωωωζ +−−+−−−=  

>af_eq； # 幅频方程 

424
0
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0
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000 64
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3)(
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1[ AAAAA βωεωζωεβωεωωω =+++−−  

>e:=0.5: F:=10: w0:=1: b:=F/2/(1-w^2): zeta:=0.02:  # 数值例子 

>with(plots, implicitplot):  with(plots, textplot):  with(plots,display):  
>with(plottools, arrow): # 调用 plottools 包中画箭头的命令 

>p1:=implicitplot(stabil_cond,w=3..6,A=0..3,numpoints=1000,axes=BOX,color=blue): 

>p2:=implicitplot(af_eq,w=3..6,A=0..3,numpoints=1000,axes=box, thickness=2): 

>p3:=textplot( [4.5, 1.9, `unstable`] ):  

>p4:=textplot( [3.7, 2.8, `stable`] ):  

>p5:=arrow([4.5,2.],[4.5,2.3],.005,.03,.1): 

>p6:=arrow([3.7,2.7],[3.7,2.4],.005,.03,0.1): 

>display({p1,p2,p3,p4,p5,p6},labels=[w,A],labelfont=[SYMBOL,12],view=[3..6,0..4],tickmarks=[ 
[3,4,5,6],[0,1,2,3,4]]); 
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图 A1.3.5 1/3 次亚谐共振的幅频曲线及其稳定性 

A1.4 两自由度非线性振动方程的强迫振动 

 本节用谐波平衡法求解下述两自由度非线性振动方程的强迫振动 

   (A1.4.1) 





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0)(
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# 1. 定义系统方程和解的形式 

>restart:  alias(omega[1]=w1,omega[2]=w2,omega=v,u[1]=u1,u[2]=u2, A[1]=A1,A[2]=A2): 

>eq1:=diff(u1(t),t,t)+w1^2*u1(t)*(1+u1(t)^2)-mu*w2^2*(u2(t)-u1(t))-F*sin(v*t): 

>eq2:=diff(u2(t),t,t)+w2^2*(u2(t)-u1(t)): 

>u1(t):=A1*sin(v*t):  u2(t) :=A2*sin(v*t): 

# 2. 将解代入系统方程、化简并取出一次谐波项的系数 

>eq1:=collect(combine(eq1,trig),[sin(v*t),cos(v*t),A1]); 

)3sin(
4
1)sin(])(

4
3[:1 3

1
2
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2
21
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2
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1
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2
1 tAtFAAAeq ωωωµωωµωωω −−−−++=  

>eq2:=collect(combine(eq2,trig),[sin(v*t),cos(v*t),A1]); 

)sin(])([:2 2
22

21
2
2 tAAeq ωωωω −+−=  

>blc1:=coeff(eq1,sin(v*t)): blc2:=coeff(eq2,sin(v*t)): 

# 3. 幅频方程 

>subs(A2=solve(blc2,A2),blc1):  normal("):  numer("):  # 用命令 numer 获得分式的分子 

>af_eq1:= collect(",[v,w1,w2])=0;   # 振幅 A1 与ω 的关系 

04)43(]4)1(4)43[(4:1_ 2
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22
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1

4
1 =−++++−−−+= ωωωωωµωω FAAFAAAAeqaf  

>subs(A1=solve(blc2,A1),blc1):  normal("):  numer("): 

>af_eq2:= collect(",[v,w1,w2])=0;  # 振幅 A2 与ω 的关系 
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# 4. 给定参数下的幅频曲线 

>with(plots):  w1:=1.0:  w2:=1.0:  mu :=0.1:  F:=0.1/sqrt(3): 

>p1:=implicitplot(subs(A1=-A3,lhs(af_eq1)),v=0..2,A3=0..1.5,axes=box,numpoints=3000, 

thickness=1): 

>p2:=implicitplot(lhs(af_eq1),v=0..2,A1=0..1.5,axes=box,numpoints=3000,thickness=1): 

>display({p1,p2},labels=[w,A],labelfont=[SYMBOL,12],tickmarks=[[0,0.7,1.4,2],[0,0.5,1,1.5]]); 

 
图 A1.4.1 第一个自由度的位移幅频曲线 

>p3:=implicitplot(subs(A2=-A4,lhs(af_eq2)),v=0..2,A4=0..1.5,axes=box,numpoints=3000, 
color=blue,thickness=2): 

>p4:=implicitplot(lhs(af_eq2),v=0..2,A2=0..1.5,axes=box,numpoints=3000, 

color=blue,thickness=2): 

>display({p3,p4},labels=[w,A],labelfont=[SYMBOL,12],tickmarks=[[0,0.7,1.4,2],[0,0.5,1,1.5]]); 

 
图 A1.4.2 第二个自由度的位移幅频曲线 
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 最后需要指出，本附录旨在引起初学者对 MAPLE 的兴趣，进而在 MAPLE 的帮助下学习

本书并完成习题。因此，附录中的程序力求易读，而过程并非最优。希望这有助于初学者轻松

地跨入非线性动力学的大门，将学习时的注意力从传统的、繁重的数学推导中解脱出来。 
 

附录 2  Lyapunov方程的可解性条件 

 定理 A2.1.1：任给矩阵 A∈ ×Rn n 和对称矩阵C ∈ ×Rn n ，Lyapunov 方程 

   (A2.1.1) CBABA =+T

有唯一对称矩阵解 B ∈ ×Rn n 的充分必要条件是矩阵 的特征值A λ r r n, , , ,=1 2 L 满足 

  λ λr s r s r s n+ ≠ ≤ =0 1, , , , ,L2 ,  (A2.1.2) 

 证明：根据线性代数，存在满秩矩阵 P ∈ ×Rn n 使得 

   (A2.1.3) ~ [~ ]A P= = −def
aij

1AP

其主对角线元素从上到下依次为矩阵 的特征值A λ r r, , , , n= 1 2 L 。将式(A2.1.3)代入式(A2.1.2)，

得到 
  CABBA ~~~~~ T =+  (A2.1.4) 
其中 

   (A2.1.5) CPPCBP,PB T
def

T
def

]~[~]~[~
==== ijij cb

将式(A2.1.4)展开得到 

   (A2.1.6) 










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=++

=
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~~2
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cb

λλ
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λ

~
这是关于 n n 个未知量b i 的线性方程组，其系数矩阵呈下三角形，对应的

阶行列式为 

( ) /+ 1 2

) / 2

, , ,j nij ≤ =1 2 L,

n n( +1
   (A2.1.7) ∏

=≤=

+=
nsr

sr
1

)( λλ∆

因此，方程(A2.1.6)有唯一解的充分必要条件是式(A2.1.2)。由方程(A2.1.6)的解构成对称矩阵B~ ，

代回式(A2.1.5)得到对称矩阵 1T ~ −−= PBPB 。证毕。 
 
 

 —242—



附   录 

名词索引 

（按数字、英语字母、汉语拼音排序） 
 

数字 
1/3 次亚谐共振 68,69 
3 次超谐共振 69,72 

英语字母 
Admas-Bashforth 预测法 193 
Admas-Moulton 校正法 193 
Bendixson 定理 38 
Cantor 三分集 217 
Duffing 系统 4 
Euler 折线法 190 
Floquet 定理 85 
Galerkin 方法 15,60 
Galerkin 条件 60 
Gear 方法 194 
Hénon 映射 174 
Hopf 分叉 155,158 
KBM 方法 52 
Liénard 图解法 37 
Logistic 映射 170 
Lyapunov-Schmidt 方法 150 
Lyapunov 函数 121 
Lyapunov 维数 220 
Lyapunov 意义下的稳定性 120 
Lyapunov 直接方法 121 
Lyapunov 指数 212 
Mathieu 方程 6 
Melnikov 函数 179 
m 倍周期运动 137 
Naimark-Sacker 分叉 161,164 
Newton-Raphson 迭代法 196 
OGY 方法 184 
PB 规范型 131 
Poincaré-Andronov-Hopf 定理 158 

Poincaré-Birkhoff 规范型 133 
Poincaré 环域定理 38 
Poincaré 截面 141 
Poincaré 映射 142 
Poincaré 指数 40 
Routh-Hurwitz 判据 125 
Runge-Kutta 方法 191 
Runge-Kutta-Fehlberg 方法 191 
r 步吸引域 206 
Sarkovskii 定理 172 
Sierpinski 地毯 217 
Smale-Birkhoff 定理 174 
Smale 马蹄映射 173 
Ueda 吸引子 212 

汉语拼音 
A 

鞍点 27 
鞍结点 146,148 

B 
半定号函数 121 
半负定函数 121 
半正定函数 121 
胞 205 
胞映射 205 
饱和 115 
保积特性 84 
保守系统 3 
倍周期分叉 161,162 
闭轨 28 
边界激变 183 
变号函数 121 
不变集 173 
不变流形的计算 208 
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不变子空间 128 
不动点 142 
不稳定 25 
不稳定子空间 128,144 

C 
擦边分叉 183 
参激振动 6 
参数估计 16 
参数激励 6 
参数延续算法 197 
叉形分叉 149 
插值胞映射 207 
常号函数 121,130 
超混沌吸引子 215 
超临界叉形分叉 150 
次共振 68 
猝息 77 

D 
打靶法 198 
单步法 190 
单值矩阵 84 
点映射 205 
定号函数 121 
动态分叉 155 
对称破缺 166 
多步法 190 
多尺度法 57 

E 
二次 Hopf 分叉 164 

F 
非保守系统 5 
非双曲不动点 144 
非双曲型平衡点 129 
非线性参数估计 16 
非线性刚度 4 
非自治系统 6 
分叉 146 

分叉点 146 
分叉值 147 
分段线性系统 5 
分数维 218 
分形 175,216 
幅频响应方程 66 
负常号函数 121,130 
负定函数 121 

G 
概周期运动 164 
刚度渐软 4 
刚度渐硬 4 
刚性微分方程 194 
共振 135 
共振的阶 135 
骨架线 66 
关联维数 219 
广义胞映射 206 
广义坐标 7 
轨道不稳定 140 
轨道渐近稳定 140 
轨道稳定 140 

H 
耗散系统 34 
合并激变 183 
盒维数 218 
横截同宿点 174 
横截异宿点 174 
弧长方法 202 
环面运动 164 
混沌 170 
混沌吸引子 174,180 
混沌运动 169 

J 
基本解矩阵 84 
激变 183 
激励频率失调参数 64 
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极限点 146 
极限环 38 
计算阻尼 195 
加法型参激组合共振 117 
检验函数 201 
减法型参激组合共振 118 
简单胞映射 205 
渐近稳定 26 
焦点 28 
接缝法 24 
结点 27 
截断 PB 规范型 133 
静态分叉 146,161 
静态分叉点 147 
局部不稳定流形 128,144 
局部分叉 166 
局部稳定流形 128,144 
局部中心流形 128,144 

K 
跨临界分叉 149 
快时变参数 82 

L 
离散动力系统 142 
理论建模 3 

M 
慢时变参数系统 80 
模型辨识 16 

N 
内部激变 183 
内共振 97 

P 
派生解 43 
派生系统 26 
平衡胞 206 
平衡点 25 
平均法 48 

Q 

奇点 25 
奇怪吸引子 175,180 
奇结点 27 
奇线 28 
奇异点 146 
奇异摄动法 46 
奇异摄动展开 46 
全局分叉 166 

R 
容积维数 218 

S 
熵 219 
摄动法 43 
渗透 115 
失步 80 
时变参数系统 80 
实验建模 3 
双曲不动点 144 
双曲型平衡点 129 
瞬态混沌 180 

T 
特征乘数 84 
特征指数 84 
跳跃现象 68 
同步 78 
同宿点 174,175 
同宿轨线 175 
同调方程 132 
同调算子 132 
退化结点 28 

W 
稳定 25 
稳定性边界 87 
稳定子空间 128,143 
无穷小上界 130 

X 
吸引域 180,206 
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吸引子 180 
吸引子的重构 210 
显式算法 191 
线性参数估计 16 
陷胞 205 
相轨线 23,142 
相频响应方程 66 
相平面 23 
相图 23 
向量场 23 
谐波平衡法 61 
辛算法 195 
信息维数 219 
旋转数 40 

Y 
亚临界叉形分叉 150 
延迟坐标 211 
延迟坐标向量 188 
一致渐近稳定 129 
一致稳定 129 
一致有效展开 46 
异宿点 174,176 
异宿轨线 176 
隐式算法 191 
永年项 45,47 

有势力 3 
Z 

增量谐波平衡法 198 
张弛振动 35 
阵发性 182 
正常号函数 121,130 
正定函数 121 
正规解 85 
直接摄动法 44 
质量系数 8 
中心 28 
中心流形定理 128,144 
中心流形方法 152 
中心子空间 128,143 
周期 142 
周期 k 胞集 206 
周期 k 运动 206 
周期胞 206 
周期点 142 
周期轨道 137,142 
主共振 64 
转折点 146 
自激振动系统 35 
自治系统 6 
组合共振 74 
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