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第一章 函数

图 1 函数架构

图 2 函数

函数
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定义域取正整数集合

复合函数自反性 传递性

图像
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图 3 函数与反函数

注 1：一人站在自变量处（ x轴）看曲线  y f x ，等同于一人站在自变量处（ y轴）看

曲线  1x f y ，如同于一人站在自变量处（ x轴）看曲线  1y f x ，所以  y f x 与

 1x f y 是同一曲线，而  y f x 与  1y f x 关于 y x 对称。即记

           1
1 2, , , , ,M x y x D y f x M x y y f D x f y       

和

      1
3 , ,M x y x f D D y f x   

易知 1 2M M ，同时 1M 与 2M 关于 y x 对称。

图 4 两个函数

注 2：  y f u 与  u g x 是两个函数，中学所讲求复合函数   f g x 定义域，若定义

xxo o

y
y

 y f x

1x 存在唯一 1x

1y存在唯一 1y  y f x

 1x f y  1y f x

 u g x

 D g  R g  D f  R f

 y f u
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域为空集，则复合函数无意义，即不存在，此时等价于    R g D f  ，因此  y f u

与  u g x 不能传递；若定义域不为空集，则复合函数有意义，即存在，此时等价于

   R g D f  ，因此  y f u 与  u g x 能传递。如下图所示

图 5 复合函数

  D f g   R f g

   R g D f

一个新函数   y f g x
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第二章 极限与连续

图 2 极限存在架构

图 3 性质与法则架构

函数极限存在

 
0

lim
x x

f x A


 可去间断点

 lim
x

f x A




极限存在哦

极限存在哦

连续

水平渐近线

初等函数在

其定义域区

间上连续

有限次四则

及复合运算
也是第一类哦

导数 k       
0

0 0lim 0
x x

f x f x k x x


   
以导数开

始分类

y A

切线      0 0 0y f x f x x x  

 
0

lim
x x

f x A




三个一般性质
两边夹定理

柯西收敛准则

自身性

复合法则

传递性

四则运算法则
基本初等函数均在

定义域上满足准则

初等函数在定义域区间上连续

判别法

非数学专业

不要求掌握
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图 4 函数与极限关系（自变量趋于有限点）

图 5 函数与极限关系（自变量趋于无穷大）

 
0

1lim
x x

f x A




  1lim
x

f x A




 
0

2lim
x x

f x A


1 2A A

   0 0    f x A O x x x x   
函数与极限

的关系哦

可去间断点

连续点

第一类间断点

  2lim
x

f x A



1 2A A

        f x A O x x   y A 是水平渐近线

函数与极限

的关系

常用于分段点处

 
0

lim
x x

f x A


y A 是带域中轴线

 lim
x

f x A



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图 6 极限不存在架构

极限不存在

   
0 0

lim , lim
x x x x

f x f x
   

均存在    
0 0

lim , lim
x x x x

f x f x
   

至少有一个不存在

0x x 第一类间断点 0x x 第二类间断点

无穷间断点

 
0

lim
x x

f x


 

0x x 垂直渐近线

只要有一个

为无穷大量

一类特别的

仅以   lim 0
x

f x ax b


   为例

斜渐近线 y ax b 

   lim , lim
x x

f x f x
 

均存在    lim , lim
x x

f x f x
 

至少有一个不存在

仅以  lim
x

f x


 为例

跳跃间断点哦
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注 3：常见的几类函数极限之计算

一类：

设    
0 0

,
n m

n k m k
k k

k k
f x a x g x b x 

 

   分别为 n和m多项式。

（1）      
0

0lim , lim
x x x

f x f x f x
 

  

（2）
 
 

 
   

   
   

0

0
0

0

0 0

0 0

                                        0

lim                                                 0, 0

0
x x

f x
g x

g x
f x

f x g x
g x

f x g x






   
  


消去分子与分母的公因子    

（3）
 
 

0

0

     

lim     

0      

x

n m
f x a n m
g x b

n m



 

 

 

二类：

基本公式：
0

sinlim 1
x

x
x

 。依据复合函数极限法则，易推广：若  lim 0x  ，则有

三类：

基本公式：  
1

0
lim 1 x
x

x e


  。依据复合函数极限法则，易推广：若  lim 0x  ，则有

    
1

lim 1 xx e  。强化版：设    lim 0, limx x    ，若    lim x x l   ，

则有          
   1

lim 1 lim 1
x x

x lxx x e
 


  

    
 

。

四类：熟练掌握利用等价无穷小计算函数极限。继后关注与洛必达法则的计算。

 
 

sin
lim 1

x
x






上面同一过程哦

所有过程都行哦
 

 
 0

sin
lim 1
x

x
x





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图 7 区间上的连续函数性质

图 8 数列极限架构

最值定理、

有界定理、

零点定理、

介值定理

 
 
 
 

    

       

    

f a x a

F x f x a x b

f b x b

 


  
  

在 ,a b 上连续

若    ,f a f b  存在 四性质

 f x 在  ,a b 上有界

 f x 在  ,a b 上连续  f x 在 ,a b 上连续

lim nn
a A




传递性

柯西收敛准则 复合法则

极限唯一性、有界性、保序性 单调有界定理、

两边夹定理

数列与子列

的关系

自反性

四则运算

一般性质全局有界哦

表示性
非数学专业

不需掌握

数列与极限

的关系
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图 9 数列极限中常用的关系

注 4：函数极限与数列极限的关系式海涅定理。

注 5：两类重要极限及推广

一类：基本公式
1lim sin 1

n
n

n
 。推广：若 lim 0nn

a


 ，则有
sinlim 1n

n
n

a
a

 。

二类：基本公式
1lim 1

n

n
e

n

   
 

。推广：设 lim 0, limn nn n
a b

 
  ，若 lim n nn

a b l


 ，则有

   
1

lim 1 lim 1
n n

n
n

a b
b la

n nn n
a a e

 

     
 

。

lim nn
a A




lim 0nn
a




lim nn
a A




2 2 1lim limk kk k
a a A 

 

lim 0n nn
a b




若 0A 

若 nb 有界

      na A O n n  
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第三章 导数与微分

注 6：微分    
0

0 0x
df f x dx f x x    也称线性主部。

图 7 导数运算法则架构

 0f x
注意表达式

形式

求导法则

      
1 2 1 2

n n nk f k g k f k g         

0

n
n k n kk

n
k

f g C f g 



  

       f g x f g x g x   

    
1 1f y

f x
  



 
 

 
 

,
x t tdy

dx ty t

 


   

隐函数求导

四则运算

高阶

     
0

0
0

0

lim
x x

f x f x
f x

x x





     0 0

00
lim
x

f x x f x
f x

x 

  




相等

常用于

分段点

导数存在可微

 1 2 1 2k f k g k f k g      f g f g f g      
2

f f g f g
g g

      
 

 
高阶

反函数求导

参 数

方 程

求导

复合

函数

求导

链式法则

莱布尼兹公式

 0f x

   0     0y f x x o x x      

 0f x

   0     0y f x O x x
x

     

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图 8 功能性的二阶导数公式

注 7：对于参数方程与复合函数求高阶导数，一般不建议直接利用公式。一步一步计算即可。

注 8：对于方程确定的隐函数计算导数，注意因变量的函数要作为复合函数处理，即此时因

变量看成中间变量。隐函数求二阶导数需具体例子，略。

图 9 微分运算公式

反函数：
 

 
  

2

32

1 ,
f xdx d x d dx d dx dx

dy f x dy dy dy dx dy dy f x

   
           

参数方程：
 
   

2

32,
tdy d y d dy d dy dt

dx t dx dx dx dt dx dx
    
 

                  

复合函数：           
2

2

2

d y f g x g x f g x g x
dx

    

相应的微分运算：

       2, , ,f gdf fdgd kf lg kdf ldg d fg gdf fdg d df u f u du
g g

          
 

，

一阶微分形式不变性

线性运算
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第四章 微分中值定理及应用

图 10 中值定理及应用架构

图 11 几点关系

注 9：一阶导数符号确定单调区间，其刻化曲线增减（走向）方向，极值点为增减转折点。

二阶导数符号确定凹凸区间，其刻化曲线弯曲方向，拐点为弯曲转折点。进一步，曲率是刻

化曲线弯曲程度。渐近线是刻化曲线向无穷远伸展的走向。

第一判别法

第二判别法

带拉格朗日余项的泰勒公式

凹凸性判别法

拐点判别法

罗尔定理费尔马定理
拉格朗日中

值定理

极值两个判别法 单调性判别法

洛必达

法则

带皮亚诺余项的泰勒公式

局部定理

整体定理

柯西定理

可疑极值点区间端点

比较值大小
最值点

不可导点驻点

极值点

拐点

可疑拐点

二阶不可导点 0 0f x 

拐点判别法

第一判别法
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第五章 不定积分

图 12 不定积分架构

注 10：万能公式：令  tan      
2
xu x     ，则有

2

2 2

2 1sin ,cos
1 1
u ux x
u u


 

 
。

注 11：积分的线性运算、第一换元法、第二换元法及分部积分法分别对应导数的线性运算、

复合函数法则、复合函数与反函数结合求导及乘法求导法则。

图 13 变上限函数与微积分基本公式

变上限函数连续

     
b

a
f x dx F b F a 

第二换元法

分部积分法

不定积分计算

几类特殊类型函

数的不定积分

有理函数的积分 简单无理函数的积分三角函数有理式

的积分

运算法则

 f x 可积
变上限函数可导

 f x 的原函数存在

牛顿—莱布尼兹

公式

原函数

不定积分16 个基本公式

线性运算

第一换元法

注意万能公式

哦

应用第二换

元法去根号

哦

 
x

a
f t dt

 f x 连续
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图 14 定积分架构

图 15 广义积分架构

 f x 有界且只有有限个第一类间断点

线 性 性可加性保序性

     
a

a
f x dx f x dx f x dx

 

 
   

   lim
a a

BB
f x dx f x dx

 
 

相应的牛顿-莱布尼兹公式

c为奇点

   
0

lim
b b

a a
f x dx f x dx







 
 

无穷区间上

的广义积分
   lim

A

a aA
f x dx f x dx




 

     
b c b

a a c
f x dx f x dx f x dx   

相应的牛顿-莱布尼兹公式

定积分计算

充分条件

无界函数的

广义积分

换元法 分部积分法

微积分基本

定理

   
0

lim
b b

a a
f x dx f x dx

  
 

法则性质 定积分

 f x 连续

积分中值

定理

   
0

lim
b b

a a
f x dx f x dx







 
 

几 何 意

定积分+极限
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图 16 微元法过程

图 17 光滑曲线弧长

 ,a b 上整体量  
b b

a a
S dS f x dS  

 
 

      ,
x x t

t
y y t

 
 


弧长      2 2
s x t y t dt




  

显示方程

      ,y f x x a b 

 
 

 
cos

    ,
sin

x r

y r

 
  

 

 


光滑哦

光滑哦

极坐标方程

      ,r r     

      ,
x x

x a b
y f x
  

光滑哦

把计算的量 S（目标）作为 ,a b 上整体量

在 ,x x x  上写出整体量的微元表达式  dS f x dx

对区间 ,a b 进行分割，取 ,x x x  作为子区间的代表

S具有可加性

参数方程

弧长   2
1

b

a
s f x dx  弧长     22s r r d




   
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图 18 平面图形的面积

图 19 旋转体的体积

 
b

a
S f x dx 

直角坐标系下

 , , 0,x a x b y y f x   

所围成平面图形

 
 

, , , 0
x x t

t t y
y y t

 
   


所围成平面图形的面积

绕 x轴

绕 y轴

常求反函

数得到哦

 , , 0,y c y d x x g y   

所围成平面图形

绕 y轴

反函数存在哦

利用换元法哦

 21
2

S r d



  

极坐标系下

 , , 0,x a x b y y f x   

所围成平面图形的面积

   
b

a
S y t x t dt 

 2d

c
V g y dy 

推广

 , , r r       所 围

成平面图形的面积

 2
b

a
V x f x dx 滚筒法

这里 0a 

已知平行截面面积  A x 的

立体体积  
b

a
V A x dx 

 2b

a
V f x dx 

推广
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图 20 旋转体的侧面积

光滑哦

绕 x轴
绕极轴

绕 x轴

极坐标方程

      ,r r     

      222 sinS r r r d



      

 
 

 
cos

    ,
sin

x r

y r

 
  

 

 
      ,

x x
x a b

y f x
  

光滑哦

    2
2 1

b

a
S f x f x dx  

光滑曲线

 
 

    ,
x x t

t
y y t

 
 


       2 2
2S y t x t y t dt




   

显示方程

      ,y f x x a b 
参数方程
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第七章 常微分方程

图 21 微分方程分类

图 22 一阶可求解的方程之关系

微分方程

2阶

n阶

非线性

线性齐次方程 线性非齐次方程

可变量分离方程

非齐次的常系数变系数 齐次的

三类常见

可降阶的

变量变换

按阶数分类

非 线 性 方

程

二阶方程

贝努利方程

线性方程

偏微分方程常微分方程

1阶

线性

按表达式

形式分类

按自变量

个数分类

一阶方程
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图 23 二阶可求解的方程之关系

图 24 解的架构

常系数

常系数非齐次线性方程

两类特殊自由项
待定系数法

变量变换

常系数齐次线性方程

欧拉方程

含任意互相独立的常

数且个数与阶数相同

初始条件 边界条件 其他条件

二阶线性方程

变系数

解

通解特解 其他解

定解条件

不含任意常数
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图 25 变量分离方程架构

注 12：

1. 形如    dy f x g y
dx

  和        1 2 1 2M x M y dx N x N y dy   两形式，可能有常值函

数解。

2. 通解一定含有一个任意常数，别忘了写哦。

齐次方程

   g y dy f x dx
dy yg
dx x

   
 

1 1 1

2 2 2

a x b y cdy
dx a x b y c

 


 

   g y dy f x dx C  

   
0 0

y x

y x
g y dy f x dx 

 0 0y x y

可化成的已是

通解

特解

常见的两类

变量分离方程
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图 26 两类常见的可化为变量分离方程求解过程

图 27 有交点时求解过程

注 13：对于两类常见的可化为变量分离方程，一定别忘了带回原变量哦。

交点不为原点

齐次方程齐次方程 注意用到 2

2u p du
u au b


 

平行

变量分离方程 下面计算哦

交点为原点

dy yg
dx x

   
 

1 1 1

2 2 2

a x b y cdy
dx a x b y c

 


 

yu
x



 dux f u u
dx

 

2 2u a x b y 

1 1 1

2 2 2

a x b y cdy
dx a x b y c

 


 

两直线位置分类

 2 2
du a b g u
dx

 

变量分离方程

相交

1 1 1

2 2 2

a x b y cdy
dx a x b y c

 


 

1 1

2 2

a x b ydy yg
dx a x b y x

       
1 1

2 2

a X bYdY Yg
dX a X b Y X

       

,X x Y y    交点  , 

交点分类



肖箭制作

22

图 28 一阶线性方程求解过程

图 29 二阶线性微分方程解的结构

注 14：    1 2,y y x y y x  是二阶齐线性微分方程     0y P x y Q x y    的两个线性

无关解。  y y x 是二阶非齐线性微分方程      y P x y Q x y f x    的一个特解。

齐次的

通解 特解

非齐次的

     y P x y Q x y f x   

    0y P x y Q x y         y P x y Q x y f x   

 
2

1
i i

i
y C y x



    
2

1
i i

i
y C y x y x



 

齐次的

通解 通解

非齐次的

通解 特解

   y P x y Q x  

   y P x y Q x  

 P x dx
y Ce

  
0

0

x

x
P t dt

y y e


     P x dx P x dx
y e Q x e dx C

     
 

 
 

 
0 0

0
0

x u

x x
P t dt P t dtx

x
y e Q u e du y

      
 


  0y P x y  
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图 31 二阶常系数非齐次微分方程求解过程

1. 注 15：1.注意 k的选取；2.  mQ x 为与  mP x 同次的待定多项式；3. 1 2,B B 为待定系数。

根通解

方程形式

二阶常系数线性齐次微分方程 对应的特征方程

0y py qy    2 0p q   

2

1

ix
i

i
y C e




 1

1 2
xy e C C x 

 1 2cos sinxy e C x C x   

1 2 

1 2 

i 

注意比较两方程的形式哦

 y py qy f x   

    rx
mf x P x e    1 2cos sinxf x e A x A x   

   k rx
my x x Q x e     1 2cos sink xy x x e B x B x    

相应齐次的通解+非齐

次的一个特解

常见的两类

特解

通解

待定系数法

特解

待定系数法


